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本 书 主要 由 法 国资 深 微分 几何 学 家 贝尔 热 在 巴黎 大 学 多 
年 讲授 微分 几何 课程 讲稿 的 基础 上 编纂 而 成 

本 书 强 调 几 何 与 分 析 的 有 机 结合 ， 始 终 坚持 对 于 分 析 
揭露 其 几何 实质 ， 而 对 于 几何 ， 则 洞察 其 分 析 精 储 。 本 书 对 
于 常 微分 方程 、 单 位 分 解 、 临 界 点 、 拓 扑 度 和 流 形 上 的 微 积 
分 等 研究 微分 几何 的 各 种 工具 做 了 相当 充分 的 讲解 。 内 容重 
点 是 曲线 的 局 部 和 整体 理论 ， 对 于 曲面 的 局 部 和 整体 理论 则 
做 了 比较 全 面 的 概述 ， 而 对 于 其 详尽 的 证 明 则 推荐 相关 的 文 
献 供 读者 查阅 。 书 中 配备 了 丰富 的 习题 。 

本 书 是 基础 数学 和 应 用 数学 系 本 科 生 乃至 其 他 理工 科学 
生 学 习 微 分 流 形 和 微分 几何 的 优秀 参考 书 。 
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《法 兰 西数 学 精品 译 从 》 序 


随 着 解析 几何 及 微 积分 的 发 明 而 兴起 的 现代 数学 , 在 其 发 展 过 程 中 , 一 批 卓越 
的 法 国 数学 家 发 挥 了 杰出 的 作用 , 作出 了 奠基 性 的 贡献 ， 他 们 像 灿烂 的 星斗 发 射 着 
耀眼 的 光 辉 , 在 现代 数学 史上 占据 着 不 可 替代 的 地 位 , 在 大 学 教科 书 、 各 种 专著 及 种 
种 数学 史 著 作 中 都 频繁 地 出 现 着 他 们 的 英名 . 在 他 们 当中 , 包括 笛 卡 儿 、 费 尔 马 、 巴 
斯 卡 、 达 朗 贝 尔 、 拉 格 朗 日 、 蒙 日 、 拉 普 拉 斯 、 勒 让 德 、 侍 里 叶 、 泊 松 、 柯 西 、 刘 维 
尔 、 伽 罗 华 、 庞 加 莱 、 嘉 当 、 勒 贝 格 、 魏 伊 、 勒 雷 、 施 瓦尔 茨 及 里 翁 斯 等 等 这 些 耳 熟 
能 详 的 名 字 , 也 包括 一 些 现今 仍然 健在 并 继续 作出 重要 贡献 的 著名 数学 家 由 于 他 
们 的 出 色 成 就 和 深远 影响 , 法 国 的 数学 不 仅 具有 深厚 的 根基 和 领先 的 水 平 ， 而 且 具 
有 优秀 的 传统 和 独特 的 风格 , 一 直 在 国际 数学 界 享有 盛誉 . 

我 国 的 现代 数学 , 在 20 世纪 初 通过 学 习 西方 及 日 本 才 开 始 起 步 , 并 在 艰难 曲折 
中 发 展 与 成 长 , 终 能 在 2002 年 成 功 地 在 北京 举办 了 国际 数学 家 大 会 , 在 一 个 世纪 的 
时 间 中 基本 上 跟 上 了 西方 历经 四 个 多 世纪 的 现代 数学 发 展 的 步伐 , 实现 了 跨越 式 的 
发 展 . 这 一 巨大 的 成 功 , 源 于 好 几 代数 学 家 持续 不 断 的 艰 奋斗 , 源 于 我 们 国家 综合 
国力 的 提高 所 给 予 的 有 力 支撑 , 源 于 改革 开放 国策 所 带 米 的 强大 推动 , 也 源 于 很 多 
国际 数学 界 同仁 的 长 期 鼓励 、 支 持 与 帮助 . 在 这 当中 , 法 兰 西数 学 精品 长 期 以 来 对 我 
国 数学 界 所 起 的 积极 影响 , 法 兰 西数 学 的 深厚 根基 、 无比 活力 和 优秀 传统 对 我 国 数 
学 家 所 起 的 不 可 低估 的 潜移默化 作用 , 无 疑 也 是 一 个 不 容 忽视 的 因素 . 足以 证 明 这 
一 点 的 是 : 在 我 国 的 数学 家 中 , 有 不 少 就 曾经 留学 法 国 , 直接 受到 法 国 数学 家 的 栽培 
和 法 兰 西数 学 传统 和 风格 的 贡 陶 与 感召 , 而 更 多 的 人 也 或 多 或 少 地 通过 汲取 法 国 数 
学 精品 的 营养 而 逐步 走向 了 自己 的 成 熟 与 辉煌 . 

由 于 语言 方面 的 障碍 , 用 法 文 出 版 的 优秀 数学 著作 在 我 国 的 传播 受到 了 较 大 的 
限制 . 根据 一 些 数学 工作 者 的 建议 , 并 取得 了 部 分 法 国 著名 数学 家 的 热情 支持 , 高 等 


可 《法 兰 西数 学 精品 译 从 》 序 


教育 出 版 社 决定 出 版 《法 兰 西数 学 精品 译 从 》, 将 法 国 的 一 些 享有 盛誉 并 有 着 重要 作 
用 与 影响 的 数学 经 典 以 及 颇具 特色 的 大 学 与 研究 生 数学 教材 及 教学 参考 书 ， 有 选择 
地 从 法 文 原文 分 批 翻译 出 版 . 这 一 工作 得 到 了 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基 
金 的 支持 和 赞助 , 对 帮助 并 推动 我 国 读者 更 好 地 学 习 和 了 解法 国 的 优秀 数学 传统 和 
杰出 数学 成 就 , 进一步 提升 我 国 数学 (包括 纯粹 数学 与 应 用 数学 ) 的 教学 与 研究 工作 
的 水 平 , 将 是 意义 重大 并 影响 深远 的 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2008 年 5 月 26 日 


1987 年 版 重印 说 明 


作者 感谢 法 国 大 学 出 版 社 愿意 增 印 1987 年 发 行 而 今 业已 售 刻 的 本 书 . 如 果 说 前 
七 章 更 像 是 基础 , 那么 , 关于 曲线 的 两 章 和 关于 曲面 的 两 章 则 具有 十 分 不 同 的 性 质 . 
正如 1987 年 版 的 引言 中 所 说 , 这 里 大 部 分 是 知识 的 陈述 , 是 阅读 指南 , 也 就 是 说 , 许 
多 结果 只 叙述 而 不 证 明 , 以 便 这 两 个 主题 跟 得 上 当代 研究 的 形势 ， 又 不 致使 书 的 篇 
幅 过 大 . 

在 过 去 的 近 二 十 年 中 , 无 论 是 曲线 , 抑或 曲面 , 都 是 众多 办 新 的 和 重要 的 结果 的 
目标 所 在 , 考虑 到 这 两 个 概念 的 自然 且 相 似 的 简单 性 , 这 实在 令 人 惊讶 . 但 是 基于 种 
种 理由 , 我 们 不 大 可 能 更 新 这 四 章 , 以 便 涵盖 这 些 结 果 和 相应 文献 . 于 是 为 了 最 大 限 
度 的 简单 化 , 作为 补偿 , 我 们 选择 推荐 读者 参考 第 一 作者 的 两 部 著作 :《 生动 的 几何 : 
几何 的 雅 可 比 尺 度 》 Cassini 出 版 社 ,《 黎 曼 几 何 概观 》, Springer 出 版 社 . 这 两 部 著 
作 与 本 书 1987 版 本 的 后 四 章 一 样 , 也 是 知识 介绍 性 质 的 , 即 是 阅读 指南 . 

在 第 一 部 著作 里 , 第 V 章 完全 给 了 曲线 , 而 第 VI 章 则 完全 给 了 曲面 , 这 两 章 的 
内 容 就 我 们 所 知 在 当时 是 最 跟 得 上 形势 的 . 而 在 第 二 部 著作 里 , 其 第 1 章 和 第 3 章 ， 
则 对 应 的 是 同样 的 内 容 . 


1987 年 版 引言 


出 版 于 1972 年 本 书 的 前 一 版 , 倍 受 读者 青睐, 三 年 前 即 告 售 志 , 法国 大 学 出 版 
社 欣 然 答应 出 版 其 新 版 , 我 们 不 胜 感激 . 

不 过 , 许多 读者 批评 原 书 的 明显 遗漏 , 最 引起 诉 病 的 是 关于 三 维 空间 的 骨 面 只 
字 未 提 . 而 这 一 对 象 , 不 仅 在 数学 里 , 而 且 在 力学 、 在 物理 学 里 , 人 们 都 展 见 其 身影 . 

于 是 我 们 体会 到 在 新 版 里 不 得 不 包含 曲面 理论 . 但 是 深入 谈论 些许 曲面 而 不 明 
确 区 分 以 下 两 个 特征 : 内 蕴 几 何 ( 即 2 维 黎 曼 几 何 ) 和 形状 (外 在 几何 ), 是 相当 困难 
的 . 谈论 任意 维 的 黎 曼 几 何 , 以 及 当今 蓬勃 发 展 着 的 主题 都 会 信人 心动 不 已 . 但 是 我 
们 抵挡 了 这 些 诱惑 , 仅 满足 于 添加 两 章 : 关于 曲面 的 局 部 理论 的 第 10 章 , 和 关于 整 
体 理论 的 第 11 章 . 

而 如 果 这 两 章 的 风格 跟前 九 章 一 样 , 就 将 大 大 增加 篇 幅 . 由 于 关于 曲面 不 乏 优秀 
的 著作 一 一 特别 是 同一 从 书 中 的 Lehmann 和 Sacré 的 以 及 Gramain 的 著作 一 一 
我 们 满足 于 其 风格 是 对 于 所 论 主题 是 引导 性 的 , 宛如 《 阅读 指南 》 或 《旅游 向 导 》. 
这 不 是 详尽 的 教程 , 处 处 离 不 开 证 明 . 如 此 看 来 , 本 书 具 有 混合 特征 . 恳请 读者 谅解 , 

向 所 有 在 后 两 章 编辑 中 通过 建设 性 的 批评 帮助 我 们 的 各 位 , 特别 是 向 D. Bacry, 
J.-P. Bourguignon, J. Lafontaine 和 J. Ferrand 致谢 . 


Bures-sur-Yvette, 1986 


这 部 著作 是 由 在 巴黎 于 1969~1970 年 和 1970~1971 年 讲授 的 《微分 几何 》 课 程 
内 容 编纂 而 成 . 在 确定 这 个 课程 的 内 容 时 , 与 5. Lang 的 谈话 让 我 受益 菲 浅 . 确定 课 
程 的 内 容 和 风格 的 指导 思想 如 下 所 述 : 首先 避免 它 成 为 微分 法 课程 , 到 达 顶 峰 斯 托 
克 斯 公式 , 却 再 没有 时 间 给 出 这 个 公式 的 应 用 . 其次, 在 引进 概念 时 , 尽 可 能 提供 新 
定义 的 对 象 的 非 平凡 的 例子 . 最 后 , 关于 流 形 , 对 于 分 析 , 要 领会 其 几何 实质 , 而 对 于 
几何 , 要 洞悉 其 分 析 精 髓 . 

为 了 达到 这 一 目标 , 又 要 限制 在 一 个 合理 的 篇 幅 之 内 , 就 必须 不 能 在 微分 法 基 
础 上 多 做 停留 , 而 宁肯 承认 它们 . 于 是 就 假定 读者 熟悉 大 学 第 二 周期 的 第 一 年 的 微 
分 法 , 或 者 对 于 第 一 周期 第 二 年 的 大 纲 内 容 有 深入 的 理解 . 比如 [2] 的 37 章 和 47 
到 51 章 ( 方 括号 里 的 数字 是 书 末 的 文献 中 的 编号 ). 同样 非常 希望 具备 积分 论 的 某 
些 知 识 . 为 了 读者 的 方便 , 第 0 章 包含 了 后 面 用 到 的 外 代数 、 微 积分 学 的 必要 概念 和 
结果 . 

这 就 是 说 , 本 书 内 容 虽 说 有 些 局 限 , 但 非常 接近 , [10] 的 内 容 和 [21] 的 第 1 章 ， 
后 一 著作 出 版 于 本 书 草案 制定 以 后 . 这 种 巧合 似乎 昭示 这 里 陈述 的 材料 构成 了 1970 
年 的 微分 几何 的 核心 .此 外 我 不 隐瞒, 无 论 结果 的 选取 , 还 是 陈述 的 风格 , 我 都 试 疼 
给 读者 以 审美 享受 , 并 且 尽 力 以 陈述 起 来 既 简单 又 自然 的 整体 的 几何 定理 吸引 读者 ， 
而 不 打算 给 他 们 提供 一 个 关于 流 形 的 基础 的 、 详 尽 无 遗 的 展示 . 

不 求 仔细 介绍 内 容 , 只 是 指出 几 个 特点 : 

一 一 R" 的 子 流 形 , 虽然 是 微分 法 的 大 纲 内 容 , 即使 是 第 一 周期 的 第 二 年 的 大 纲 
的 组 成 部 分 , 本 书 还 是 做 了 详尽 叙述 , 以 此 作为 定义 抽象 流 形 的 发 媚 和 动机 . 

一 一 接着 定义 抽象 (微分 ) 流 形 ; 它 是 微分 几何 的 基础 材料 , 本 书 所 作 的 一 切 都 
是 针对 流 形 的 . 


~ 第 一 版 前 言 


一 一 随 之 给 出 流 形 的 五 个 例子 , 它们 起 着 导线 的 作用 , 意思 是 后 面 会 多 次 遇 到 
它们 . 它们 是 : 球面 , 实 射影 空间 , 环 面 , 法 从 和 依附 在 欧 几 里 得 空间 的 一 个 子 流 形 上 
的 管 形 以 及 曲线 , 即 维 数 为 一 的 流 形 . 特别 要 指出 法 从 构成 一 个 相当 微妙 和 非凡 的 
例子 , 它 见证 了 微分 几何 的 多 种 技术 的 运用 , 人 们 在 2, 6, 7, 9 章 初 遇 而 后 重逢 它 . 

一 一 许多 知识 性 的 说 明 , 这 是 只 叙述 但 未 证 明 后 面 会 用 到 的 基本 结果 , 尤其 要 
提 到 的 是 莫 尔 斯 理论 . 

一 一 对 曲线 给 予 特别 的 关注 (3, 8, 9 章 ). 这 样 做 的 合理 性 在 于 曲线 是 最 简单 的 
流 形 , 并 且 对 于 它 已 经 获得 了 十 分 完备 的 结果 . 

一 一 常 微分 方程 的 相当 充分 的 阐述 : 除了 因为 它 在 本 书 某 些 部 分 有 应 用 , 另 一 
个 理由 是 在 学 分 教育 体制 下 ， 讲授 它 的 学 时 越 来 越 少 . 

一 对 于 许多 整体 结果 的 重视 超过 局 部 性 质 的 详尽 证 明 . 

一 一 一 个 重大 的 缺失 : 黎 曼 几 何 , 即使 在 Ra 的 曲面 这 一 简单 情形 它 也 没有 露 
面 . 坚持 这 样 做 的 理由 是 : 为 了 能 够 表述 并 证 明 黎 曼 几 何 的 整体 的 和 有 趣 的 结果 , 就 
不 得 不 营造 相当 宛 长 又 鲜 有 启发 性 的 基础 . 与 此 形成 对 照 , 通过 赔 入 流 形 , 读者 会 发 
现 高 斯 - 博 内 公式 的 证 明 (参考 7.5.4) 

本 著作 可 以 用 作 多 种 教学 类 型 的 基础 : 或 者 是 相当 完备 的 第 二 周期 第 二 年 的 微 
分 几何 课程 , 或 者 是 第 二 周期 第 一 年 第 二 学 期 的 课程 , 但 要 求 听课 的 学 生 勤 奋 工 作 
并 且 要 及 时 补充 微分 法 的 知识 , 最 后 或 者 是 一 个 初等 课程 , 除了 特别 要 包含 关于 曲 
线 的 最 后 两 章 , 再 包含 一 些 他 们 个 人 所 需 的 章节 , 条 件 是 87.6 要 直接 论述 . 

对 于 习题 , 除 一 部 分 简单 地 要 求证 明正 文中 留 下 的 、 容 易 证 明 的 一 些 断 语 之 外 ， 
大 部 分 是 相当 具体 的 例子 , 从 十 分 容易 的 到 十 分 困难 的 . 如 果 不 考虑 非法 语 著作 , 它 
们 尽 可 能 是 原始 的 . 更 多 的 习题 , 请 读者 参照 [10] 和 [14]. 

对 于 希望 拓 广 或 补充 本 书 内 容 的 读者 , 着 重 推荐 下 列 著作 : [14], [10], [21], [19]， 
[12], [16], [11], [33], [35] 以 及 参考 文献 非常 完备 的 由 [32] 和 [18] 组 成 的 著作 . 

这 部 著作 的 编纂 得 益 于 下 列 贡 献 , 我 对 其 提供 者 表示 感谢 :S.Lang 参与 了 内 容 的 
拟订 ; 两 年 课程 的 听课 者 、 助 教 和 助理 讲师 对 讲课 给 予 的 批评 、 订 正和 建议 ; F. Jaboef 
编写 7.7 节 和 9.8 节 ; J. Lafontaine 编写 许多 习题 和 引 理 9.5.5 的 证 明 . 


M. 贝尔 热 
巴黎 , 1972 
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本 章 一 部 分 内 容 是 外 代数 基本 定理 、 微 分 法 和 积分 法 , 这 些 在 后 面 将 会 用 到 , 另 
一 部 分 内 容 是 一 些 补充 . 集中 令 述 基本 结果 , 以 免 读 者 在 其 他 著作 中 四 处 寻找 . 大 部 
分 结果 不 给 出 证 明 ; 对 于 证 明 , 建议 读者 系统 参考 [1], [2] 和 [6] 这 三 部 著作 之 一 . 这 
些 定理 基本 上 构成 大 学 第 一 周期 第 二 年 的 微分 法 部 分 或 Cl 证 书 要 求 的 大 部 分 内 容 ， 
或 “微分 法 ”的 学 分 所 要 求 的 内 容 ; 再 加 上 积分 法 的 某 些 结果 . 补充 内 容 基本 是 : 外 
代数 上 的 内 积 (0.1.18) 和 向 量 空间 上 的 密度 概念 (0.1.24). 


0.0 记号 . 复习 

0.1 外 代数 

0.2 微分 法 

0.3 向 量 空间 的 开 集 上 的 微分 形式 
0.4 积分 法 

0.5 习题 


0.0 ”记号 . 复习 


0.0.1 记号 

0.0.2 设 久 是 一 个 拓扑 空间 , 引进 记号 : 
O(X) : 夸 的 开 集 的 集合 ; 

Orz(X) : 含义 的 元 素 工 的 义 的 开 集 的 集合 ; 
Oa(X): 禽 义 的 子 集 4 的 义 的 开 集 的 集合 . 
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0.0.3 设 钨 是 一 个 度量 空间 , 引进 记号 : 

B(a,7) : 中 心 为 a 半径 为 r+ 的 开 球 ,而 当 义 二 Rd 时 , 记 做 Ba(a,T) 或 Bea(a,7); 

主 (a,7) : 中 心 为 a 半径 为 7 的 闭 球 . 

0.0.4 设 忆 和 下 是 两 个 (同一 个 数 域 上 的 ) 向 量 空间 , 引进 记号 : 

L(E; 下 ) :从 忆 到 己 内 的 连续 线性 映射 的 向 量 空间 (如 果 两 空间 是 有 限 维 的 , 所 
有 线性 映射 都 是 连续 的 ). 

0.0.5 设 和 和 YY 是 两 个 拓扑 空间 ，C9o(X;Y) 是 从 克 到 了 内 的 连续 映射 的 
集合 . 
0.0.6 用 Co(X) 表示 从 大 到 责 内 的 连续 函数 的 代 教 . 

0.0.7 复习 
0.0.8 设 X 是 一 个 紧 致 拓扑 空间 ,引进 记号 : C?(X)， 配备 一 致 收敛 范 数 的 
Co(X) 是 完备 的 . 参见 [1], 13 页 . 

0.0.9 如 果 一 个 向 量 (或 仿 射 ) 空间 在 及 上 是 有 限 维 的 , 则 它 有 一 个 由 一 个 范 
数 给 定 的 典范 拓扑 , 诸 范 数 都 是 等 价 的 . 欧 几 里 得 范 数 是 它 的 一 个 特殊 的 范 数 (参见 
[2, 19 页 ). 

0.0.10 ”例子 

设 马 和 下 是 两 个 有 限 维 向 量 空间 , 则 L(E; 下 ) 是 维 数 等 于 dim E x dim 下 的 有 
限 维 向 量 空间 . 

如 果 EE 和 FF 都 是 赋 范 的 , 则 可 以 为 L(E; 下) 配备 一 个 典范 范 数 , 其 定义 是 


Nf = sup{lf (oN :lzll = 3 


熟知 |fogll < fl gl (参见 ,1.4.1 和 1.5.1). 如 果 FF 是 一 个 巴 拿 幸 空间 ， 
则 L(E; 下 ) 也 是 巴 拿 赫 空间 (参考 [1], 1.4.2.). 


0.0.11 练习 
对 于 两 个 同 构 的 向 量 空间 EB 和 F, 把 从 E 到 F 上 的 同 构 映射 记 做 
0.0.12 Isom (E; F). 


那么 从 Isom (BE; 下) 到 Isom (F;E) 上 的 映射 p : ff-! 对 于 0.0.10 定义 的 范 数 是 
连续 的 (参见 [1], 1.1.7.3). 

0.0.13 ”拓扑 复习 . 压缩 映射 定理 (参考 [1], 1.4.4.1) 

0.0.13.1 定义 

设 久 和 YY 是 两 个 度量 空间 . 称 一 个 映射 了: X 一 站 是 大利 普 希 茨 的 (或 比例 
大 利 普 希 茨 的 , 或 利 普 希 茨 的 ), 如 果 存 在 大 E 及 使 得 


d(f(z),f(y)) <k.d(z,y) ”对 于 所 有 zyeX. 


称 映 射 了 : 对 一 了 是 局 部 利 普 希 茨 的 ,如果 Vz < X,3V e Oz(X), 使 得 限制 
flv 是 利 普 希 荧 的 . 


o1 外 代数 3 


称 一 个 映射 了 :天 一 了 是 压缩 的 , 如 果 它 是 - 利 普 希 茨 的 , 并且 大 < 1. 

0.0.13.2 定理 

设 是 一 个 完备 度量 空间 ，t : 多 多 是 一 个 压缩 映射 则 t 有 一 个 不 动 点 ， 
并 且 只 有 一 个 , 即 存在 唯一 的 z, 使 得 t(z) = z. 此 外 对 于 所 有 ze 和, 有 


z= Jim eM): 


0.1 外 代 数 


设 已 是 一 个 向 量 空间 , 而 E* 是 它 的 对 偶 空间 , 即 E 上 的 连续 线性 型 的 向 量 空 
间 , 如 果 巨 是 有 限 维 的 , 这 就 是 L(E; R). 
把 巨 上 的 交错 7 重 线性 型 的 向 量 空间 记 做 


0.1.1 A'E”. 


如 果 已 的 维 数 是 n, 并 且 " < n, 则 这 是 一 个 的 维 的 向 量 空间 ; 如 果 ” > n, 则 
r 


7E* = {0} (参见 位 , 37.1.11). 
我 们 有 人 415" = E*, 并 且 约 定 40E* = R. 我 们 提醒 : 如 果 及,… ,f, 是 7 个 忆 
上 的 线性 型 , 定义 


Q.1.2 ( 户 和 入 让 (azr)= YD eofi(zo()) 万 (zoo) 
IE 
其 中 多 是 7 阶 对 称 群 . 
0.1.3 ”A"E* 的 基底 
设 {e1,… ,en} 是 E 的 一 个 基 (假定 维 数 是 n), 而 {e?,… ,ez} 是 已 * 中 的 对 偶 
基 . 又 设 工 = {1,… ,} 是 一 个 > 元 组 , 其 中 ， 


1<&ii<i2<<ir&n. 


则 形式 et 人 … 人 ei 组 成 4"E* 的 一 个 基 (参见 [21,37.1.9) 

0.1.4 ”交错 型 的 向 量 积 

设 we /PE", 而 Be hrE*, 以 下 列 方式 定义 a 人 6 为 交错 (p 十 9) 重 线性 型 . 设 
rq 是 p+9g 阶 对 称 群 , 而 4 是 .多 +e 的 子 集 , 使 得 对 于 ce 4 有 


oll) <o(2) <…<c(p) 


o(p+1)<o(p+2) < <o(p+q). 
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0.1.5 令 


(AP)Ca rzpte] = > eea(zo0 ,ze 四 )B(zotpt ,zolptg)， 
OEA 
参见 [2], 37.2.5 到 37.2.11. 
对 于 所 有 a,B6,Yy, (a 入 B)AY = a (BAY). 
0.1.6 如 果 a e 47E*, 则 称 7 为 a 的 阶 , 并 记 做 dega. 
如 果 


a€eNE" 且 Be4e 书 ， 
则 
0.1.7 6Aa= (-1l)degcdegaaA 订 . 
于 是 向 量 积 给 向 量 空间 ( 设 已 为 ” 维 的 ) 
AE* = @ (4'E") 


配备 了 一 个 结合 的 和 反 交 换 的 代数 结构 . 
0.1.8” 拉 回 像 
设 feL(E; 了 F), 定义 f*€L(ATF",A"E*): 


019 f(A)u ,ur)= BF), , fur), BE MF Vu ,ur € BE. 
直接 验证 即 得 
0.1.10 f(aAB)= f°(a) Af°(B). 


0.1.11 车 f EL(E;F) 且 geL(F;G), 则 (gof)*=f*og. 
0.1.12 如 果 fe L(E;E), E 有 有 限 维 数 n, 而 6 es 47mE"*, 则 


0.1.12.1 f°*B= (det f)8 |. 


事实 上 , 4"E" 的 维 数 为 1, f* 是 4"E* 上 的 相似 变换 . 设 {e1,… ,en} 是 忆 的 


一 个 基底 ，6 是 型 ei 入 … 人 入 e;, 即 与 此 基底 关联 的 行列 式 形式 , 则 
(六 Be ,en) = B(fle1),.. ,fl(en)) = detf. 


但 由 于 f*8 = kB6, 比例 因子 大 等 于 det f. 
0.1.13 ”定向 


如 果 已 的 维 数 是 n, 实 向 量 空间 4"E* 是 1 维 的 , 于 是 4 已 * - {0} 有 两 个 连通 


分 支 . 向 量 空间 E 的 一 个 定向 就 是 给 定 这 两 个 连通 分 支 中 的 一 个 . 


o1 外 代数 -5 


还 可 以 在 人"E* - {0} 中 考虑 等 价 关系 多 , 其 定义 是 : 如 果 存 在 一 个 严格 正 数 及 
使 得 a = kp, 则 a228. 

集合 Orient(E) = (4"*E* - {0})/ 多 有 两 个 元 素 , EB 的 一 个 定向 的 选择 就 是 这 两 
个 元 素 之 一 的 选择 . 

0.1.14 定义 

称 4mE" 一 {0} 的 一 个 n 形式 是 正 的 , 如 果 它 属于 定义 妃 的 定向 时 所 选择 的 
Orient( 忆 ) 的 那个 元 素 . 

称 一 个 基底 {e1,…,en} 是 正 的 , 如 果 对 于 属于 A"* 一 {0} 的 正 的 a, 有 a(el,…， 
en) > 0. 

设 已 和 下 是 两 个 维 数 为 n 的 向 量 空间 , 而 f e Isom (B; 下 ). 我 们 称 f 是 保持 
两 定向 的 , 如 果 对 于 一 个 6e hmF* - {0}, 并 且 B8 > 0, 有 产 (8) >0. 当 如 = 下 时 ， 
将 称 f 是 保持 定向 的 . 这 些 定义 自然 不 依赖 8 的 选取 . 

如 果 巨 = F, 则 了 保持 定向 等 价 于 det f > 0. 这 由 0.1.12.1 和 0.1.13 得 到 . 

0.1.15 ” 欧 几 里 得 空间 上 的 外 代数 

0.1.15.1 设 马 是 一 个 欧 几 里 得 空间 , 其 标量 积 记 做 (-|-), 而 范 数 记 做 外 |. 我 们 
知道 妃 的 对 偶 空间 EB* 典范 地 则 构 于 到, 这 是 通过 “ 降 号 ” 映射 实现 的 , b: z P {y 忆 
(Z|y)} e E* (参考 [2], 35.4.6); 设 # 是 其 逆 同 构 (“ 升 号 "). 由 上 的 欧 几 里 得 结构 ， 
通过 b 得 到 E* 上 的 , 随 之 在 每 个 4 已 " 上 的 , 一 个 典范 结构 . 我 们 不 需要 一 般 情 形 
( 感 兴趣 的 可 以 参考 [3], 88, 定理 1), 只 考虑 p = 2 和 p= d= dim 5. 这 种 情形 下 得 
到 以 下 欧 几 里 得 结构 . 

0.1.15.2 对 于 42E*, 由 


la 和 Bl = ol? lol — (ale)? 


在 a 人 Bla,B e E*) 上 定义 欧 几 里 得 结构 就 足够 了 . 
设 {ei} 是 EE 的 一 个 标准 正 交 基底 , 则 E* 的 对 偶 基 底 {e?} 也 是 标准 正 交 基底 ， 


ac= > aief,0= DBiet, 


对 了 


有 
leApP= > (ou6 — oi)”. 
i<j 


0.1.15.3 对 于 4sE*, 设 {ei} 是 巨 的 一 个 标准 正 交 基底 , 所 有 a e As4E* 都 可 
以 写成 a=k:ef 人 …Aes. 令 
lall = Al. 
为 使 这 个 定义 是 良 定 的 , 应 当 验 证 |k| 不 依赖 标准 正 交 基底 的 选取 . 而 这 由 0.1.12 和 
正 交 变换 的 行列 式 等 于 士 1 得 到 . 
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0.1.15.4 由 前 面 的 令 述 得 知 a 维 定向 欧 几 里 得 空间 EE 具有 一 个 典范 元 素 Xe < 
A4E* - {0}, 其 范 数 等 于 1, 并 且 属 于 44E* - {0} 的 选 定 的 连通 分 支 . 

0.1.15.5 定义 

和》 称 为 定向 欧 几 里 得 空间 巨 的 典范 体积 形式 . 

注意 Ae 还 可 以 由 下 述 条 件 定义 : 


Ap(el,… ,ed) = 1，V 正 的 标准 正 交 基底 {e1,… ,ea}. 


0.1.15.6 引 理 
设 {ai]}i=1,.…4 是 E 的 任意 正 的 基底 , 则 


和 BE(al，… ,ad) = Vdet(aila;). 


事实 上 , 设 {ei}i=1.…4 是 的 一 个 正 的 标准 正 交 基底 ,而 4 是 {ai}ji=l. ae 对 
于 基底 {ei}i=1,.…,a 的 列 向 量 的 矩阵 . 如 果 4 表示 4 的 转 置 矩阵 , 那么 矩阵 乘积 的 
定义 表明 , 4 . 4 正 是 标量 积 (oiloj) 的 矩阵 . 于 是 


det(aila;) = det(‘A. A) = det ‘A det A = (det A)?. 
而 
Mp(a1,°* ,ad) = ME(A:e1,..., A:ea)= det A:Mg(e1,... ,ea) = det A. 


这 就 完成 了 证 明 . 

0.1.15.7 与 A?E* 一 样 , 可 以 定义 ?EE (一 个 向 量 空间 的 外 代数 , 参考 [3], 85). 
我 们 只 需要 知道 对 于 一 个 欧 几 里 得 向 量 空间 已, 定义 一 个 反对 称 的 映射 4 : Ex EE 一 
R; 这 只 要 对 于 zy e ,定义 zy = 和信 E A2E*， 根据 0.1.15.2, 可 以 谈论 
lz 信州 . 比如 , 如 果 {z,y} 是 一 个 标准 正 交 对 , 则 lz 入 如 = 1; 一 般 的 公式 是 


lz yl = zl? yl? ~ (zly)? 
和 在 一 个 标准 正 交 基底 下 的 计算 公式 


lzAy = > (za 一 zi 
ic 了 
0.1.16 现在 假设 是 3 维 定向 欧 几 里 得 空间 . 那么 Xe 通常 称 为 混合 积 ,并 
且 简 单 地 记 做 和 Ag(z,y,z) = (z,y,z). 根据 引 理 0.1.23, Xe 确定 4?E* 和 E 之 间 的 一 
个 同 构 c. 沿用 0.1.15.7 的 记号 , 由 此 得 到 一 个 由 


0.1.17 (z,y) = oT A 人 ww) 


定义 的 映射 Bx 已 一 Eo (mr 入 罗 ), 通常 称 为 忆 的 两 个 向 量 z,y 的 向 量 积 . 


0.1 外 代 数 7- 


0.1.18 内 积 

设 已 是 一 个 向 量 空间 , 而 是 EE 的 一 个 元 素 . 对 于 所 有 r > 1, 存在 一 个 
从 47E* 到 4"-1E* 的 线性 映射 int (56)， 称 为 内 积 , 其 定义 是 : 对 于 a e 4"E* 及 
,br-1 EE, 


0.1.19 (int (€)(0)) (6 ,€7-1) = a(€, 61, 7 ,Er-1). 
可 以 验证 int (5) 是 AE* 的 一 个 -1 阶 的 反 导 子 , 即 对 于 AE* 中 的 a 和 B, 有 


0.1.20 int (€)(@ A 8) = (int(6)(a)AB+(-DsegeaA (int (€)(P))|: 


0.1.21 用 坐标 计算 
假定 E 是 d 维 的 , 而 {e1,… ,ea} 是 EE 的 一 个 基底 . 设 ce HE", 而 = 


a 
Drie; 是 互 的 一 个 元 素 . 则 
11 


a 
(int (é)a)(e1, ,et ,ed) = 0 (S00 1 “] 

一 1 

， J 

= DD!zia(ey,.. ,en ,eq). 
i=1 
(其 中 6 表示 ei 不 出 现 ). 
由 于 a e hs4E*, 存在 数 a 使 得 c = a(ei 人 … 信 e5), 于 是 


0.1.22 int (Bae) (a)= Pes 1)'laziet 人 A 人 入 …Aes |, 
如 果 


Ga 一 aeiA… 人 ed 
由 于 ef 入 .… 和 全 人 …AeiG = 1,d) 组 成 44-1E* 的 基底 (参见 0.1.3), 由 此 得 到 : 
0.1.23 ” 引 理 
如 果 ae 44B*，a 关 0, 则 映射 上 -int(6)a 是 从 轧 到 A4-1E* 上 的 一 个 同 构 . 
0.1.24 ”密度 
0.1.25 定义 
如 果 从 d 维 实 向 量 空间 已 到 及 内 的 一 个 映射 5, 使 得 存在 a ce A4E* 一 {0} 满 
二 |al, 则 称 6 为 EE 上 的 一 个 密度 . 
0.1.26 ”例子 
如 果 已 = Rd, 密度 jo = |Az| = | det(-]| 称 为 Re 的 典范 密度 . 在 一 般 情形 , 所 有 
欧 几 里 得 空间 E 有 一 个 典范 密度 , 记 做 jp, 其 定义 是 pp = |Agl, 这 里 Xe 是 如 的 
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一 个 任意 定向 的 典范 体积 形式 . 根据 0.1.15.6, 对 于 5 的 任意 基底 {a1,.… ,aa}, 我 
们 有 : 


0.1.27 Hp(a1,** ,04) = Vdet(ailai) 


0.1.28 把 五 的 密度 的 集合 记 做 Dens (E). 

0.1.29 ”密度 的 初等 性 质 

0.1.29.1 如 果 5 和 6' 是 己 的 密度 , 则 存在 一 个 常数 >0, 使 得 65' = k6. 

0.1.29.2 如 果 5 和 6' 是 马 的 密度 ,而 太 和 kk' 是 不 全 为 零 的 常数 , 则 k6 十 kk'6' 
也 是 已 的 密度 . 

0.1.29.3 设 已 和 已 是 有 同样 维 数 d 的 向 量 空间 ,而 6€Dens(F), f elIsom (E, 下 )， 
则 由 

(六 5)(zi zad) = 6(f(71),** ,ff(Z4a), Vr,Ta EE 

定义 的 映射 f*5: Ba 一 有 是 已 上 的 一 个 密度 . 

事实 上 , 如 果 we hs4E* - {0} 使 得 |a| = 5, 则 

(大 5) 人 zzd] = 6(f(z) ,f(ra)) 
= |a(f(z1),.… ,f(za)| = fa)(z za)h， 

于 是 f*6 是 关联 到 f*a e 44E* - {0} 的 密度 . 

0.1.29.4 设 马 ,FG 是 有 同样 维 数 d 的 向 量 空 间 , f 和 g 分 别 是 从 妃 到 下 上 
和 从 已 到 G 上 的 同 构 . 则 对 于 G 的 密度 5 有 

(go 站 "6) = (f° og9°)(6), 

其 验证 是 直接 的 . 从 0.1.12.1 得 到 : 

0.1.29.5 如 果 f € lsom(E, 忆 ), 而 6 € Dens(E), 则 产 (5) = |det(f)|6. 

0.1.29.6 如果 dim(E) = 1, 已 的 一 个 密度 是 一 个 范 数 , 反之 亦 真 . 

事实 上 , 这 是 从 忆 到 R 的 一 个 映射 5, 使 得 存在 a € A1E* = E*, a 了 0, 满足 
6=|al. 于 是 

6(z) > 0, 并且 65(z)=0 人 z=0 (az0 坟 a 是 1 维 同 构 ); 

5(Az) = |a(Xz)| = [Mla(z)| = |Al6(z); 

dz+y) = la(z +y)| = |a(z) + a(Y| < le(z)| + la(y)| = 5(z) + 6(9). 


0.2 微分 法 


0.2.1 定义 

设 已 和 下 是 两 个 巴 拿 赫 空间 , U 是 已 的 一 个 开 集 . 称 一 个 从 U 到 下 的 映射 
f 在 zEU 是 可 微 的 , 如 果 存 在 fe 7( 忆 ;已 ) 使 得 上 f(z 十 hh) 一 了 (7) 一 了 f(z): (| = 
ol 上 |). 如 果 f 在 每 个 点 z E U 是 可 微 的 , 则 说 了 在 U 是 可 微 的 . 

0.2.2 f(z) 称 为 f 在 zx 的 导数 . 


0.2 微分 法 9. 


0.2.3 从 了 到 工 (百感 的 映射 rz 一 P(z) 称 为 f 的 导数 . 

0.2.4 注释 

对 于 实 变量 函数 就 重新 回 到 通常 的 导数 概念 ， 事 实 上 L(R; ) 典范 同 构 于 所 
(通过 从 L(R; F) 到 已 上 的 映射 p : 9 一 9(D)). 如 果 fr(z) 是 现在 定义 的 在 = 的 
导数 , 那么 f(z)(1) 是 通常 的 导数 . 

0.2.5 定义 

设 马 和 下 是 两 个 巴 拿 炎 空 间 , U 是 巴 的 一 个 开 集 . 称 一 个 从 U 到 下 的 映射 
了 是 连续 可 微 的 , 如 果 它 是 可 微 的 , 并 且 f' 属于 CO(U; LL(E; 媚 )， 

这 时 还 可 称 了 是 C1 类 的 ,或 f 是 C1.U 上 的 Cl 类 的 函数 的 集合 记 做 C1(U; 下 ). 
把 C1(U; BR) 简 记 为 C1(U). 

0.2.6 ”有 限 增 量 定理 

U 是 巴 拿 赫 空 间 已 的 一 个 凸 开 集 , 而 f : U 一 下 是 一 个 可 微 映射 , 满足 条 件 : 
对 于 所 有 z EU, | P(z)| 和 大 则 f 是 及 利 普 希 英 的 . (参见 定义 0.0.13.1, 而 对 于 证 
明 , 参见 [1], 3.4.1 或 团 , 351 页 ). 

0.2.7 推论 

如 果 f Ee CI(U;i 已 ), 则 f 是 局 部 利 普 希 英 的 . 

事实 上 , UV 是 局 部 凸 的, 而 f' 既然 是 连续 的 , 就 是 局 部 有 界 的 . 

0.2.8 ”Cl 类 的 稳定 性 公式 

0.2.8.1 复合 昂 数 定理 

设 ,下 G 是 三 个 巴 拿 赫 空 间 ，L 和 V 分 别 是 忆 和 下 的 开 集 ，f € CIU; 古 )， 
而 gE Cl(V;G), 并 且 f(V)CV, 则 gof ECi(U;G), 并 且 对 于 U 的 工 ， 

(gof)(z) = g(f(7))o f'(z) 

(参见 [2], 47.3.1 或 [1], 1.2.2.1). 

0.2.8.2 设 f 和 g 是 Cl 类 的 ， 和 AER, 则 f+g 和 和 f 是 Cl 类 的 , 如 果 下 上 
有 来 法 , 则 fg 是 C1 类 的 . 

比如 , 多 项 式 数值 函数 是 C1 类 的 . 

0.2.8.3 我 们 有 L(E;F) Cc C1(E; 下 ), 并 且 实际 上 对 于 所 有 ze 已 f'(z) = f. 如 
果 用 L(E,F;G) 表示 定义 在 Ex 下 上 且 在 G 取 值 的 双 线 性 映射 , 那么 L(E,F;G) C 
C1(E x F;G), 并 且 对 于 zu € E; y,v € F, jzy(uu)= f(r,v) + f(v,y) (参见 [1], 
1.2.4.3). 

0.2.8.4 设 五 … ,FF 是 巴 拿 赫 空 间 , 而 pi 是 从 xFx…xFn 到 F 上 
的 投影 , 则 有 f € Ci(U; Fx … x 后 ) 仿 Vi,pio EC1(D; 据 ). 此 外 ,对 于 任意 i， 
(pio f) (z) = pi o (f(z)) (参见 [1],2.5.1). 

0.2.8.5 设 及 ,…- ,Em, 下 是 巴 拿 赫 空间 ,U € O(El Xx:…x Em), 而 ff:U 一 古 
{zi1} x … x {zi1} x Bi x {zir1} x-… x {zm} 门 VU 是 U 的 平行 于 E; 的 截断 . 把 f 
在 这 个 截断 上 的 限制 等 同 于 定义 在 E; 的 子 集 上 的 函数 ( 仅 第 i 个 变量 变化 ). 如 果 
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这 个 限制 对 于 zi 的 导数 存在 , 则 把 它 记 做 


有 
起 或 所 或 六 或 DA 
于 是 有 家 
起 LE 有， 
并 且 可 以 证 明 


0.2.8.6 f ECUU;F) SWi=L,.,m: 3 中 并 且 臣 E CU; L(E;; F)), 
进而 有 
0.2.8.7 f(a)(hi, ,hm) = D> Of oj) 


(参见 [1], 1.2.6.1). 

特殊 情形 

设 E=R", 而 =R", Ue 0O(BE)，f e C1(U; 下 ), 其 分 量 为 1,… ,fn，fi 是 
m 个 变量 z1,… ,zm 的 函数 . 


0.2.8.8 如 果 用 5 在 表示 通常 意义 下 的 偏 导数 , 则 称 逢 阵 
7 


of1 of 
BE (a) … De (a) 
Ofn Ofn 
5) Bs Bam 


为 了 在 的 雅 可 比 答 阵 . 把 这 个 短 阵 记 做 (a). 
在 这 一 特殊 情形 下 , 我 们 有 


feCiU;F)e 9 ECo(U;R) Vi,vi. 
Oz; 


0.2.8.9 定义 , 记号 
设 fe C1(U;),U Ee O(E). 称 映射 


U3rm J(f)(r) = det(f’'(z)) ER 


为 三 的 雅 可 比 行列 式 , 并 且 记 做 J( 了 ). 
如 果 互 = Rm, 那么 J(f)(a) 正 是 f 在 a 的 雅 可 比 和 矩阵 的 行列 式 : 0.2.8.8. 
0.2.9 ”例子 
0.2.9.1 用 曲线 速度 计算 7 
定义 开 集 UE O(E) 的 一 条 曲线 指 的 是 由 及 的 一 个 区 间 了 和 p € CD) 
组 成 的 配对 (I,p). 这 条 曲线 在 ti ET 的 迷 度 是 向 量 y(t) €E (参见 0.2.4). 


0.2 微分 法 11: 


设 Ue0O(E), fe€ Ci(U;F), ze U, ye .我 们 希望 计算 f'(z)(y). 为 此 , 设 
(1,y) 是 U 的 一 条 曲线 , 使 得 0€ ,wp(0) = z, 并 且 w(0) = y. 那么 , 根据 0.2.8.1, 我 
们 有 

(fo 9)(0) = f'(9(0)) oy"(0) = f(z2)(y), 
即 f(z)(y) 等 于 曲线 (1,f oy) 在 0 的 速度 . 
注意 , 严格 地 说 , 应 该 写成 


FO)W=Y 和 (fop)(0)(D) = (fF"(p(0)) op(0))(1) = f(z)(y). 


0.2.9.2 设 忆 和 斑 是 同 构 的 巴 拿 圭 空间 , 并且 p 是 从 Isom (EE; 下 ) 到 Isom (F; 古 ) 
的 映射 ,其 定义 是 p( = 三 1. 则 


pe Cldsom (E; F);Isom (F; E)), 


并 且 
pf)(W) = -fouof™. 

首先 必须 证 明 Isom (BE;F) < O(L(E;F))， 在 有 限 维 时 ， 这 是 显然 的 ,因为 
Isom (B; F) = det“1(R 一 {0}), 而 映射 f det(f) 是 连续 的 (已 的 一 个 基底 和 下 
的 一 个 基底 业已 选 定 ). 

在 无 穷 维 情形 ， 为 了 证 明 Jsom (已 ;已 ) 是 一 个 开 集 ， 就 必须 确认 对 于 wo E 
Isom (已 ; F)， 和 充分 接近 于 wo 的 ue L(E;F), 有 u € Isom(E; 下)， 而 这 等 价 于 
us lu € Isom (E; E). 


对 于 fe L(E;), 如 果 | 用 <1, 那么 1- fe Isom(E; a (Sr 是 其 送 )， 
n=0 


令 业 = 1 一 下 则 f= ww 一 ww 故 | < wa 中 lwo 一 ll, 于 是 当 
lwo 一 il < LV 时, 1- 了 = lu 可 逆 , 从 而 w 也 可 逆 (参见 [1], 1.7.3). 

对 于 可 微 性 , 在 有 限 维 时 , 一 个 矩阵 的 逆 矩 阵 的 明晰 计算 证 明 该 映射 是 C1 类 的 
(参见 0.2.8.2). 

在 任意 维 情形 , 直接 有 


Pf +- PN)+f ouof T=(f+u) -f+f louof! 
=(f+w (f+ (f+ -fT +f ouof™)] 
=(f+w)- -1-uof-!+uof +uof-!ouof-!) 
=(f+tariuof ouof™), 


由 此 得 到 
ef + gf + owe 下 < 由 f+ 雪上 -这 (参见 0.0.10). 
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而 (f+) 上 |f 玉 是 有 界 的 (对 于 充分 小 的 lul), 终于 得 到 (由 于 |lul 的 出 现 ) 


lg +) -pf) + ft ouo f= lull: olllull). 

这 就 完成 了 证 明 . 

0.2.10 C? 类 , C? 类 ,p>2 

如 果 f 在 忆 的 开 集 U 上 是 C1 类 的 , 则 其 导 映射 1:U 一 L(E; 下), L(E; 下 ) 是 
巴 拿 赫 空间 (参见 0.0.10). 可 以 探讨 f' 是 否 可 微 . 

0.2.11 ”如果 对 于 U 的 所 有 z，(f')'(z) e L(E;L(E;)) 存在 , 则 说 在 UV 上 
是 二 次 可 微 的 ,并且 把 导数 (了 7)(z) 记 做 f(z). 

如 果 f"E CO(U;L(E;L(B; 下))), 则 说 映射 了 是 C2 类 的 . 我 们 知道 

0.2.12 设 马 ,和 G 是 三 个 巴 拿 赫 空 间 , 而 L(E,F;G) 是 从 羽 x 玉 到 G 内 的 
双 线 性 映射 的 空间 , 则 二 (已 , F;G) 同 构 于 L(E;L(F;G)). (参见 [1], 1.1.9). 

基于 这 一 事实 , 就 可 以 叙述 施 瓦 尔 茨 定理 (参见 [4], 356 页 , 或 [1], 定理 1.5.1.1): 

0.2.13 

0.2.13.1 如 果 f :UV 一 下 在 a 是 二 次 可 微 的 , 则 二 阶 导 数 f(a) e L(E,E; 下 ) 
是 一 个 对 称 双 线性 映射 , 即 对 于 EE 的 所 有 h,k， 


(fo :Ah) k= (fF"(0) 用 


0.2.13.2 复合 函数 的 二 阶 导 数 
对 于 一 个 复合 映射 ho g, 从 0.2.8.1 和 0.2.8.3 得 到 


(hog)"(z) = h"(g(z)) o (g'(z),g'(z)) + hr’(g(z)) og"(2). 


0.2.14 同样 定义 C?(U; 下 ) 为 p 次 连续 可 微 映射 的 集合 . 将 说 这 些 映射 是 Cz 
类 的 . 最 后 令 四 
Ce(Ui 刀 = 门 cz(U; 癌 
p=1 
(Ce。 类 的 或 无 穷 次 可 微 的 函数 的 集合 ). 
0.2.15 CP (p = 1,… ,co) 类 函数 的 性 质 
这 里 简短 重 提 0.2.8 中 的 相应 的 稳定 性 质 . 
0.2.15.1 CP? 类 函数 的 复合 仍 是 C? 类 的 . 
0.2.15.2 设 f 和 ge CP?(U;F), 和 ER, 则 f+g, 和 f 和 fg (如 果 乘 积 有 意义 ) 是 
CP 类 的 . 
比如 , 多 项 式 数值 函数 是 C? 类 的 (参见 [1], 1.1.6). 
0.2.15.3 ”连续 n 重 线性 函数 空间 L(,… , En; 下) 含 于 C™ (Ei,… ,En;F) 
0.2.15.4 设 及 ,… ,Fn 是 巴 拿 赫 空 间 , 而 pi 是 从 五 x 刁 x…x Fn 到 所 上 的 
投影 , 则 有 f € C?(U; Fi x… x Fn) SVi,fi=piof €C?(U;Fi). (参见 [1], 2.5.1). 
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0.2.15.5 UE O(B x…x Em), 则 feCr(U;F) 仿 所 有 p 阶 偏 导数 存在 并 且 
连续 . 
0.2.15.6 由 wu! 定义 yp :Isom(E;F) 一 Isom(F; 忆 ), 则 


Pp EC™(Isom(E;F);Isom (F; E)). 


在 本 教程 的 后 续 部 分 , 所 考虑 的 概念 涉及 的 都 是 Cz(p > 1) 类 的 , 但 是 往往 不 明 
确 指定 p 的 值 . 

0.2.16 Cm” 类 函数 的 例子 : 普 拉 托 函数 

定理 ”对 于 所 有 整数 n, 所 有 严格 正 数 5, 存在 Cee(Rm; 及 ) 中 的 函数 几 , 满足 条 
件 : 小 在 B(0,1) 的 限制 等 于 1, 而 在 R" 一 B(0,1+6) 的 限制 等 于 零 . 

(i) 考虑 定义 在 及 上 的 函数 p, 其 定义 是 


—1 
eg = (> (tw5) ‘ee 
0 ， teR— (a,b). 


pe Cs(R";R) 这 个 事实 是 经 典 的 (其 验证 留 给 读者 作为 习题 ). 
(ii) 定义 函数 


1 t 
0(t) p(s)ds, 
£ p(s)ds {fs 
它 满足 条 件 
0， 若 t<a; 
oo- 位 车 t>b 
并 且 


beC”(R). 


( 放 取 a=14b= (1+6)?, 则 w(t)=1-9(t) 是 Coe 类 的 , 当 上 > (1+5)2 时 等 
于 零 , 当 t < 1 时 等 于 1. 

(iv) 函数 z 一 %(z) = zllzl2) 是 Ce 类 的 (因为 z 一 llzl? 是 这 样 的 ), 并 且 满 
足 定理 的 要 求 . 


| 


b 


0.2.16 
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0.2.17 ”微分 同 胚 . 局 部 逆 映 射 定理 

现在 要 引用 的 结果 的 证 明 可 以 在 [2], 847.4 和 47.5 中 找到 , 0.2.22 的 结果 是 例外 ， 
它 的 证 明 可 以 在 [1] 的 56 页 找到 . 

0.2.18 定义 

设 巨 和 下 是 两 个 巴 拿 赫 空 间 ，U 是 巨 的 一 个 开 集 ,而 V 是 下 的 一 个 开 集 . 称 
从 UU 到 VV 内 的 一 个 映射 f 是 一 个 C?(p > 1) 微分 同 胚 , 如 果 

1) f € C?(U;F); 

2) f 是 双 射 ; 

3) f-!€ Cr?(V; E). 

0.2.19 ”注释 

如 果 了 是 从 U 到 V 上 的 一 个 CP 微分 同 胚 , 则 对 于 U 的 所 有 zr，j(z) < 
Isom (E;F), 并 有 (f(z))-! = (1-71) (f(z)). 

事实 上 , 对 于 f-1o0f=Idgp 和 fof-!=Ids 微分 得 


(TI) (Fz) of(z)=Idp 及 f(z)o(f7) (f(z)) =Idr. 


0.2.20 定义 

如 果 记 (z) e Isom (EB; 已) 则 称 一 个 从 到 的 (Cz(p > 1) 类 的 ) 映射 了 在 了 
是 平展 的 , 称 它 在 [ 上 是 平展 的 , 如 果 它 在 U 的 所 有 点 是 平展 的 . 

0.2.21 例子 

映射 f: R* x R 一 R2, 其 定义 是 


f(p,0) = (pcos9,psin9) ( 极 坐标 )， 


是 平展 的 . 其 雅 可 比 矩 阵 
Fog)= 外 | 


sing pcos0 


的 行列 式 是 p 0. 

这 个 映射 不 是 一 个 微分 同 胚 (关于 9 是 周期 的 ), 但 是 当 把 它 限制 在 R* x (0, 27) 
时 , 将 是 微分 同 胚 . 

在 一 般 情形 下 , 如 果 f 是 一 个 微分 同 胚 , 则 f 是 平展 的 , 而 如 果 它 是 平展 的 , 则 
它 局 部 地 是 一 个 微分 同 胚 . 

0.2.22 ”定理 (局 部 逆 映 射 定理 , 参见 [1], 1.4.2.1) 

设 可 和 了 分 别 是 巴 拿 赫 空间 已 和 已 的 开 集 ，f e CP(U;V) 是 在 zo EU 平展 
的 一 个 映射 . 则 存在 U 的 含 zo 的 一 个 开 集 U', 使 得 f 在 [ 上 的 限制 是 一 个 从 UU" 
到 f(U') 上 的 微分 同 胚 ( 即 f 局 部 地 是 一 个 微分 同 胚 ). 

0.2.22.1 提醒 一 下 , 即使 f 处 处 是 平展 的 , 它 也 未 必 是 一 个 单 射 ; 比如 从 R* xRR 
到 R2 - {0} 的 映射 (p,0) 一 (pcos0, psin 9). 
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0.2.23 定义 

设 电 和 斑 是 巴 拿 赫 空间 ,U 是 巨 的 一 个 开 集 , 是 从 UU 到 下 内 的 一 个 CP 类 
的 映射 . 如 果 让 (Zz) 是 单 射 ( 满 射 ), 则 说 在 z 是 一 个 浸入 (浸没 ). 

下 面 的 两 个 基本 定理 ([2] 中 的 定理 ) 表明 , 如 果 f 是 一 个 浸 人 或 一 个 浸没 , 那 
么 除了 一 个 (在 前 或 在 后 复合 的 ) 微分 同 胚 外 , f 局 部 地 是 一 个 满 射 的 或 单 射 的 线性 
映射 ( 即 映射 的 局 部 性 状 跟 其 导数 的 一 致 ). 

0.2.24 ”定理 ([2], 47.5.3) 

设 U 是 Rm 的 一 个 开 集 , f 是 从 U 到 Rn 的 一 个 CP 类 的 映射 , 它 在 z 是 一 
个 浸入 则 存在 V e Oj(z)(R") 和 U' Ee Oz(Rm), 使 得 f(U') CV， 又 存在 一 个 从 
V 到 Rn 的 一 个 开 集 g(V) 上 的 CP 微分 同 胚 g, 使 得 go f 在 U' 上 的 限制 是 从 
Rm x {0j"-m 到 Rn 内 的 典范 单 射 在 U' 上 的 限制 . 

0.2.25 ”例子 

m= 1,n=2: 考虑 “曲线 弧 ”: 


AUD 


图 0.2.25.1 


“局 部 的 ”这 一 限制 的 必要 性 从 重点 的 出 现 可 以 看 出 : 对 于 太 大 的 一 个 开 集 U7'， 
没有 双 射 性 . 
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图 0.2.25.2 


0.2.26 ”定理 ([2], 47.5.4) 

设 U 是 R" 的 一 个 开 集 ，f 是 从 U 到 Rm 的 一 个 CP 类 的 映射 , 它 在 z 是 一 
个 浸没 . 则 存在 U' e Oz(R"), 使 得 f(U') CV, 和 一 个 从 U' 到 g(U') e O(R") 的 微 
分 同 胚 g, 使 得 如 果 和 是 从 Rn 到 Rm 的 典范 投影 , 则 f 在 U' 上 的 限制 等 于 og. 


R 


~ ae ee 


f(x(g) 
图 0.2.26 


定理 0.2.26 可 以 用 来 在 U' 内 解 方程 f(z)= f(z). 这 是 因为 解 xsg-li(r-1(j(z)))， 
而 x-!(f(z)) 是 R" 的 一 个 n 一 m 维 仿 射 子 空间 同 g(U') 的 交 , 该 子 空间 容易 用 参 
数 表示 , 而 9-!(r-!(f(z))) 是 这 个 (被 g(U') 截断 的 ) 子 空间 在 9 的 逆 g-! 这 个 微 
分 同 胚 下 的 像 . 这 正 是 “ 隐 函 数 ” 定理 ([1], 1.4.7.1) 
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0.3 向 量 空间 的 开 集 上 的 微分 形式 


下 面 的 定义 和 记号 在 第 5 章 会 做 稍 许 修改 , 见 5.2.7. 

0.3.1 定义 

设 马 是 n 维 空间 , UE O(E). 从 U 到 /17E* 的 一 个 CP 类 映射 称 为 U 上 的 7 
阶 C? 微分 形式 . 

U 上 的 7 阶 C? 微分 形式 的 向 量 空间 记 做 825(V) = C?(U;A7E"*), 当 可 微 性 的 
阶 p 无 须 明 确 时 , 就 简单 地 记 做 2"(U). 


0.3.2 ”向 量 空间 本 
23(D)= 人 个 2 
r=0 
是 一 个 结合 的 和 反 交换 的 代数 , 其 乘法 定义 为 
(aAB)(z) =a(z) AB(z), Vr eVU. 


0.3.3 ”注释 

由 于 40E* = 及 , 故 有 22(V)= Cr(U)= CP?(U;R). 

0.3.4 例子 

设 U 是 n 维 向 量 空间 EE 的 一 个 空间 , {e1,… ,en} 是 EB 的 一 个 基底 ， 而 
{e?,… ,er} 是 BE* 的 对 偶 基底 . 

设 fe CrP(U), 而 z= (zi,… ,zn) 是 U 的 一 个 点 . 从 U 到 A1E* 的 映射 


是 C?-! 类 的 , 故 属于 2;_1(U). 
0.3.5 ”在 基底 下 的 分 解 
设 as 2075(U), 由 于 对 于 z e UV, a(z) e 47E*, 而 我 们 知道 47E* 的 一 个 基底 
(参见 0.1.3), 故 存在 数 az (z) = ar(z), 使 得 
az)= Dor) A Aer. 
1<ii<…<irgn 
0.3.5.1 如 果 把 记号 
ej=et A Net € QA%(R") 
也 看 作 取 常 值 的 映射 z 一 ef 人 … 信 et. 的 记号 , 则 有 


0.3.6 a= Dee = 3 0 


< <ir 


而 ce 825(U) 当 且 仅 当 VI,ar <e C?(U). 
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0.3.7 ”微分 形式 的 拉 回 像 
命题 设 U 和 VV 分 别 是 向 量 空间 巨 和 VV 的 开 集 . 若 J eCr(U;V),p 之 1 而 
Be 05_1(V). 则 由 


(f°B)(z) = (F(z))* (2(F(2))), (z ED) 
定义 的 映射 J"B 是 r 阶 p 一 1 类 的 微分 形式 . 映射 J* 是 从 QT _i(Y) 到 2 
线性 映射 . 
0.3.7.1 证 明 
把 1*6 表示 成 适当 的 复合 映射 (细节 参见 [5], 34 页 ), 特别 要 应 用 0.1.8 的 结果 : 


(U0) 的 


L(E;F)3 fo f° EL(AF";AE") 


是 Cs 类 的 , 因为 它 是 多 项 式 映射 . 
0.3.8 另外 一 个 证 明 由 取 坐 标 系 和 对 f*6 进行 的 实际 计算 组 成 . 
设 {及 ,… ,fm} 是 F (mm 维 的 ) 的 一 个 基底 . 则 对 于 V 的 所 有 y， 


By) = BA 


其 中 Br(y) e CP 1(V), 于 是 对 于 >e U, 则 有 
(7'(z))*B(F(z)) -2 of)(z)(F (2))° fi. 
设 
a EAA A 
则 对 于 巨 的 ww,… ,ur 有 
(FD FAA ,ur) 


= (AA)F (TD) ,f(T) (ur)) 
= ((fa of )(z) A A(fi of )(z) ,ur). 


考虑 从 UV 到 R 的 映射 襄 。f, 我 们 有 
(fa of) (7) = fi (F(T)). 


而 凡是 线性 的 , 其 导数 就 是 它 自己 , 终于 得 到 公式 
0.3.8 (Fo) BIT)= (Bai of (Tfi of) (TAA (FE oF) 


<ize<ir 
0.3.9 flat+B)= f(a) + f°(8), 
f(aAB)= f°"(o) AF°(B). 
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于 是 f* 是 一 个 代数 同 态 映射 . 
0.3.10 ”注释 
0.3.10.1 如 果 Be 99_1(V), 则 f*8=Bof. 
0.3.10.2 如 果 马 = 下, 而 B(z) = b(z)e? 入 … 人 es(E 的 维 数 是 n), 则 


f°(B)(y) =aly)ei 和 A-…Aes， 其 中 a=J(f). (bof). 


J(f) 是 fe Cz(Di 万 ) 的 雅 可 比 行列 式 (参见 0.2.8.9) (这 由 0.1.12.1 得 到 ). 换言之 ， 
如 果 令 


0.3.10.3 wo = Ei 人 人.…A 人 es 


(参见 0.3.5), 则 


0.3.10.4 f°(b:wo) = (bof): J(f):w 


如 果 E, FG 是 三 个 有 限 维 向 量 空间 ， 
UeO(E), VeoO(F) WeoO(G) 并 feCr(U;V), ge Cr(V;W) 
则 对 于 go fe C?(U;W), 在 整个 25_1(W) 上 有 
0.3.10.5 (gof) =f°0g. 


0.3.11 万 的 开 集 上 的 密度 

我 们 注意 到 , 当 是 一 个 有 限 维 向 量 空 间 时 , Dens (EB) 是 一 条 半 直 线 . 事实 上 ， 
固定 一 个 5o e Dens (), 则 根据 0.1.29.1, Dens (2) = R*… 60. 于 是 可 以 给 出 

0.3.11.1 定义 

UeO(E) 上 的 C? 类 密度 是 一 个 5e C?(U;Dens( 思 )). 它们 的 集合 记 做 Aj(U). 

如 果 固定 5o e Dens (E), 这 就 回 到 给 定 


f eCr(U;R'): 6=f.6. 


例如 , 如 果 Ue OURd). 那么 映射 V3 rm, io(z) = 60 e Dens (Ra) 仍然 记 做 io, 并 且 
称 为 典范 密度 (参考 0.1.26). 而 所 有 5 e 4,(U) 都 有 形式 1.650, 其 中 f e C?(U; RR*). 

现在 , 重复 0.1.29.3, 0.3.7 和 0.3.10.4 的 步骤 , 对 于 f e C?(U;V) 和 6 € A,_1(V)， 
这 里 Ue O(E),V & O(F), 在 f 是 平展 的 条 件 下 , 定义 

0.3.112 f*6 € A, 1(U). 

如 果 互 = FF = R4, 则 有 公式 


0.3.11.3 f°(b60) = (bo f) -1I(Ploo |. 
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并 且 仍然 有 
(gof) =f"og". 

0.3.12 ”外 微分 

定理 设 马 是 一 个 n 维 实 向 量 空间 , 而 U 是 马 的 一 个 开 集 ， 则 对 于 7+ = 
0,1,… ,mn 一 1, 存在 唯一 的 一 个 定义 在 25(U) 上 , 在 2p+i(D) 取 值 的 运算 d, 满足 
条 件 : 
(i) d 是 可 加 的 ; 
(dlaeAB) =daAB+(-l)degsaAdB; 
(ii) d(da) = 0; 
(iv) 如 果 fe 22(D0), 则 df = 
这 个 运算 称 为 外 微分 . 
为 了 验证 定理 , 只 需 利用 在 0.3.6 所 给 的 表示 : 


a=》 arej， 其 中 are Cz(D). 
1 
而 如 果 d 是 可 加 的 并 且 满 足 (ii), 那么 
da= > darAe 十 > ar Mdej. 
工 I 
设 7 = (人 … , 记 ), 现在 考虑 
好 一 ef 入 …A 人 el. 
由 于 e?, 其 实 是 EB 上 的 相对 于 基底 {e1,… ,en} 的 坐标 函数 , 我 们 有 
(Et) = ef (根据 例子 0.2.8.3). 
由 于 ef 在 U 上 的 限制 属于 20(U), 于 是 根据 (iv) 得 et = d (ez). 再 根据 (说 ) 可 得 
d(e},)=0, 则 留 下 的 是 
0.3.12.1 d (Ze = darAe} = Do Ne. 
I . CC 


其 中 oi 像 在 0.3.4 中 那样 定义 . 

这 就 证 明了 映射 d 的 唯一 性 . 可 以 直接 验证 0.3.12.1 满足 (i), (ii) 和 (ii). 还 需 
要 验证 的 是 (iv). 为 此 只 需 证 明 : 如 果 fe 28(D), 则 d(df)=0 (其 中 p>2). 利 
0), (ij) 和 (ii) 直接 计算 得 到 


0.3 ”向 量 空间 的 开 集 上 的 微分 形式 “21 


由 < 
os of 
Ac =0, 元 -二 二 ( 施 瓦 尔 茨 定理 , 0.2.13)， 
以 及 
eAei= -etAe, 
则 上 式 的 值 是 零 . 


J* 和 d 这 两 个 运算 使 得 下 列 图 表 是 交换 的 
QV) 一 一 Qs(V) 
0.3.13 “| |: dof*=f"od. 
pi(D) ti(V) 


上 面 给 出 的 外 微分 表达 式 用 到 了 A4"E* 的 典范 基底 . 还 可 以 建立 下 面 的 内 蕴 公 
式 (在 [5] 的 24 页 是 取 作 定 义 的 ): 
设 QE 825(U), 而 60,… ,+ 是 互 的 元 素 , 对 于 zeU 有 


0.3.14 dalzlG,… ,6) = 一 Del 人 (Go ,G7). 


i=0 
(在 这 个 公式 里 , a/(z) 表示 从 U 到 4"E* 内 的 映射 的 导数 , 而 (60,… ,&,… ,后 ) 表 
示 在 (0,… ,7) 里 去 掉 &6). 事实 上 , 设 a = > are;: 从 UV 到 47E* 内 的 函数 的 坐 


标 函 数 是 ay, a 的 导数 wz) 是 从 马 到 4"B" 内 的 线性 映射 ,其 坐标 函数 是 
zm aog(z) = 2 Fe (ne. 
如 果 we 已 则 
“OW = De =D 位 蛇 oao) 
由 于 aow(z)(u) € ArE*, 我 们 有 
OB = 人 ,eile )) ste, 


现在 考虑 da(z)(é0,… ,é&;). 根据 0.3.12.1, 我 们 有 
da(z)(é0,.-- ,8) = ar(z) Aei(é0,... ,&7) 
了 


(Esc 


和 
各 

-区 Oe Te je 6 
I k=1 
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而 如 果 
i AA, 
根据 0.1.2 的 公式 我 们 得 到 
(ek Aeh A Ne )(b0 ,br)= > eoer(éo(0)et (€00)) :et (on)), 
ETIr+1 


在 这 个 和 里 , 对 于 固定 的 i, 合并 o(0) =i 的 项 , 则 有 


(eAe)(6o ,ér) = DD ei)| DD evet (ér0)) :et (€o0)) 
i=0 ErA1 
oa(0)=i 
由 于 o(0) = co 把 {1,… ,7r} 映射 到 {0,… ,i 一 1,i+1,… ,r} 上 . 考虑 re .41 
其 定义 是 
T(0) =ir(D) 一 0 ,70) =i-l; Ti+tl)=itl, ,7(r) =r. 


我 人 有 (eon) = (0) = 纪 故 oo7-!=o. 保持 i 固定 ,而 使 {0,.… ,一 Li 
i 中 的 和 元素 信 记 是 扩 置换 结果 是 


0'(0) = 0(1),… ,0o(i—1)=o(),o(i+1)=o(i+1),.… ,0(r) = o(7). 
因此 得 
Et (éo01)) er (éo(r)) = et (€or(0)) :et (€or(r)) 


( 右 端 (i) 不 出 现 ). 
由 于 se(cor-1) = es(c') =e(o)e(T7-1), 而 e(7-!)=(-1)i (有 i 次 对 换 ), 故 得 


BD coe (€o0)) es (on) = (-1): BD evet, (€or(0) :et (€or0)), 
OEZr+l O'E.7r 
oa(0)=i 
进而 ; 
(ek Me?)(é0,* ,67) = (~—1)ier(€i)e} (0 ,G+ ,Er). 
i=0 
于 是 有 等 式 


dalzlG ,6) = DL) (5 人 ,a ) CN 加] 
1i=0 吉 


= (Doe'(z)(é)(é0,.… ,6 6). 


i=0 
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0.3.15 ”微分 形式 的 连续 族 

0.3.15.1 定义 

给 定 一 个 区 间 J C R 和 一 个 映射 Qa: J xU 一 ATE*, 如 果 a 满足 条 件 : 对 于 所 
有 上 te 部 有 {fz ma 人 ze CP(U;A7E*), 并 且 工 alt,z) 的 p 阶 导数 在 JxU 上 
连续 , 则 称 a 是 在 UE O(E) 上 的 > 阶 C?- 微 分 形式 的 带 一 个 参数 的 连续 族 . 

如 果 a 是 一 个 这 样 的 族 , 则 对 于 J 的 每 个 ta 在 {t} xU 上 的 限制 属于 25. 注 
意 J 不必 是 开 区 间 . 

0.3.15.2 例 

如 果 我 们 考虑 R 的 一 个 区 间 J 和 一 个 属于 C?(J x UAE*) 的 映射 a, 上 述 定 
义 的 条 件 是 满足 的 . 

设 a 是 在 U 上 的 + 阶 Cz- 微分 形式 的 与 R 的 一 个 区 间 J 关联 的 带 一 个 参数 
的 连续 族 , 而 a。 和。b 是 J 的 点 , 满足 a < b, 记 了 = [ao 由 于 对 于 U 的 所 有 x， 
alrxtz} 是 连续 的 (k = 0 时 定义 的 条 件 ), 我 们 可 以 在 一 个 关于 实 变量 的 且 在 一 个 有 
限 维 向 量 空间 (这 里 是 4"E*) 取 值 的 函数 的 通常 积分 (参见 0.4.7) 的 意义 下 定义 


0.3.15.3 f ad 
进而 , 我 们 可 以 考虑 从 U 到 A7E* 的 映射 


b 
0.3.15.4 “= ac 人 (bad 
。 


b 
f wat 
0.3.15.5 命题 
b b 
口 的 点 对 应 于 人 adt 的 映射 / asdt 属于 2r(u)， 
上 


记 这 个 映射 为 


结果 由 积分 号 / 下 求 导数 推出 : 0.4.8, 0.4.8.1 和 0.4.8.2. 


0.3.15.6 引 理 
如 果 a 是 在 U 上 的 7?(r <n 一 1l,n 是 马 的 维 数 ) 阶 Cl- 微分 形式 的 与 有 的 一 
个 区 间 J 关联 的 带 一 个 参数 的 连续 族 , 而 U 是 巨 的 一 个 开 集 . 则 对 于 J 的 a 和 b， 


我 们 有 
b b 
d (/ oa =/ dardt. 
必须 注意 到 这 个 等 式 有 意义 , 这 是 因为 
Qs € Q1(w)， 从 而 存在 d (os) € 202611(w). 
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根据 0.3.15.5, 映射 
b b 
[ mate gi), 从 而 af qrdt € Q5+1(U). 


设 0,… , 纪 是 忆 的 元 素 , 根据 0.3.14, 我 们 有 


D= ( ([ 四) (aeo ,6) 


-TC (fa coal (€) (oe Bb), 


i=0 


其 中 ( / ea 是 函数 


b 
Ed / al(t, x)dt 


关于 z 的 导数 . 根据 0.4.8 和 0.4.7, 即 得 
D -cy( [aeoa 人 
= be (f $e, 2), ke 
-[ (2 Da)GD(6o ,Bi | di 


再 次 利用 0.3.14 和 0.4.7, 我 们 得 到 


D= / date ,at= (/ seed) (a(eo 67) 


引 理 得 证 . 


0.4 积 分 法 


系统 讲述 积分 的 参考 文献 是 [6]. 

对 于 流 形 我 们 需要 的 积分 理论 是 拉 东 测度 理论 .这 个 理论 考虑 的 是 局 部 紧 拓 扑 
空间 X, 这 是 紧 集 的 可 数 族 的 并 . 事实 上 , [6] 为 了 使 其 37 页 的 引 理 成 立 , 附加 了 条 
件 和 是 可 度量 的 , 但 是 流 形 自动 满足 这 个 引 理 的 条 件 , 参见 3.3.11.1. 

我 们 用 K(X) 表示 有 紧 支 集 的 函数 fe C?(X) 的 空间 . 一 个 拉 东 测度 是 K( 


X) 
上 的 正 的 线性 型 jy, 参见 [6], 1.12.3. 积分 理论 把 这 个 线性 型 j, 延 拓 到 一 个 包含 K(X) 
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的 空间 , 后 者 称 为 对 于 j 可 积 函 数 空间 , 记 为 ZI(X). 我 们 将 记 之 为 


0.41 Li(X) = Ot (X). 
对 于 Je Cint (X), 我 们 使 用 记号 


0.4.2 4(f)= /sr “人 


0.4.3 

0.4.3.1 在 及 上 存在 一 个 典范 测度 jo, 叫做 勒 贝 格 测度 : 见 [6], 10 页 的 例子 . 
对 于 fe K(R"), p(f) 就 是 称 为 黎 曼 积分 的 普通 积分 . 在 Ue O(R") 上 也 有 勒 贝 格 
的 典范 积分 no. 

0.4.3.2 ”如 果 是 XX 上 的 测度 ,a E CO(X; R+), 我 们 用 (ap)(f) = ua 了) 定义 
一 个 测度 ay. 根据 [0], 81.11.1, Je Cinf(X) 蕴涵 af e Cinf(X), 并 且 


人 ro0=- 人 nx 


0.4.4 对 于 X 上 的 测度 / 我 们 定义 零 测度 ([6] 中 的 可 忽略 ) 子 集 的 概念 . 对 
于 勒 贝 格 测度 , 零 测 度 集 是 这 样 的 集 : 对 于 任意 <s > 0, 它 可 以 被 Rn 的 立方 体 的 可 
数 族 履 盖 , 这 些 立方 体 的 体积 之 和 (无 穷 项 的 ) 小 于 <( 参 见 [6], 10 页 的 定义 ). 

0.4.4.1 可 数 个 零 测度 集 的 并 仍 是 零 测度 集 ([6],11 页 ). 

0.4.4.2 对 于 Rn 中 的 勒 贝 格 测度 , 车 m <n, 则 Rm = Rm x1{0}C Rn 是 零 测 
度 集 (用 覆盖 准则 易 证 ). 随 之 , 若 Ue O(R"), 则 U 门 Rm 是 零 测度 集 ， 

0.4.4.3 设 a 是 X 上 的 一 个 正 的 连续 函数 ,1 是 义 上 的 一 个 测度 . 若 4 对 于 几 
是 零 测度 集 , 则 对 于 a, 凡 也 是 零 测 度 集 . 

把 X 表示 成 可 数 个 紧 集 的 并 , 利用 0.4.4.1 和 [6], 10 页 的 定义 , 并 且 注意 到 紧 集 
上 的 函数 是 有 界 的 , 即 可 证 明 这 一 事实 . 

0.4.4.4 我 们 称 一 个 性 质 y 几乎 处 处 成 立 (或 几乎 处 处 成 立 , 如 果 没 有 混淆 之 
谋 )， 如 果 它 除 一 个 零 测度 集 外 处 处 成 立 。， 类似 地 ， 人 们 还 会 称 一 个 函数 几乎 处 处 
定义 ， 

0.4.4.5 设 UeO(Rn),feClICU;Rn), 而 4 对 于 Rn 的 勒 贝 格 测度 jvo 是 零 测 
度 集 . 则 f(A) 也 是 零 测 度 集 - 

事实 上 , 根据 0.4.4.1, 我 们 可 以 假定 4 含 于 一 个 集 UV"' CU 内 , 本 是 紧 的 , 并 且 
UV"' 是 凸 的 ; 于 是 可 以 设 | fj" 在 VU' 上 有 一 个 界 k. 根据 0.2.6, f 是 k- 利 普 希 区 的 ， 
特别 说 来 , Rn 的 体积 为 a 的 立方 体 在 f 下 的 像 将 含 于 一 个 体积 为 im .a 的 立方 体 
内 , 由 此 推出 结论 . 

0.4.4.6 一 个 特殊 情形 是 : 若 UE O(R™"),f e Cl(DU,R"), 并 且 n>m, 则 f(U) 
是 Rn 的 零 测度 集 . 


“6. 第 零 章 ”复习 和 补充 


为 了 证 明 , 只 需 考虑 由 f(z,y) = f(z) 定义 的 映射 了: U x R"-m 一 Rn, 并 且 注 
意 到 Ux {0} c Rm x R"-m 是 零 测度 集 . 

0.4.5 车 义 和 YY 是 分 别 具 有 测度 4 和 ” 的 空间 , 我 们 在 X x Y 上 定义 乘 
积 测度 4@ v: 参见 [6], 81.7. 举例 来 说 , 车 用 mm 表示 R* 上 的 勒 贝 格 测度 , 则 有 
jm+tn 二 jm @ Ar, 参见 [0], 19 页 的 例子 . 对 于 乘积 测度 , 我 们 有 富 比 尼 定理 : 

0.4.5.1 设 了 EC 器 ,(XxY)) 则 对 于 六 几乎 所 有 的 y, 我 们 有 


{z+ f(z,y)} € Cint (X). 


进而 V- 几乎 处 处 定义 的 函数 sf f(z,y)ne Cimt(Y), 并 且 


frev= [fs 


0.4.6 ”变量 替换 公式 
给 定 由 Ye O(R") 和 从 也 到 V 上 的 微分 同 构 了 (参见 0.2.18). 沿用 0.2.8.9 的 
记号 ,并 且 设 jvo 是 Rn 的 勒 贝 格 测度 , 我 们 有 下 列 结果 (参见 [6], 33 页 ): 
车 aE Cs (V)， 则 (ao f)IJ(P)| e Ci (U), 
并 且 
bee Dp = an 
UvU Vv 


0.4.7 向量 值 函数 的 积分 

前 面 的 所 有 理论 都 可 以 不 加 修改 应 用 到 在 有 限 维 向 量 空间 媚 取 值 的 函数 . 设 
X 是 一 个 空间 , 在 其 中 我 们 在 测度 y 下 对 于 函数 进行 积分 . 设 BE" 是 妃 的 对 偶 空间 . 
对 于 f :XX 一 已 我 们 规定 : 


0.4.7.1 f EOCm(X;E) SV Ee E*:€of € Cint(X). 


并 且 我 们 定义 /fueB: 


0.4.7.2 s(f 5-1)= /eonDn VegE. 


0.4.7.3 车 {eiji=l nm 是 巨 的 一 个 基底 , 对 于 这 个 基底 , f = (有 1,… , 轧 ), 则 


(人 


0.4.8 ”在 积分 号 下 求 导数 
给 定 UE O(R"),he O(R:),f :Ux 4 一 忆 (E 是 有 限 维 赋 范 向 量 空 间 ), / 是 
Rn 上 的 勒 贝 格 测度 . 假定 f 满足 以 下 三 个 条 件 : 
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人 vA: {em f(z N} e Oi: (UD; B); 
人 i) Wz: 入 f(z 入 是 可 徽 的 ,并 且 其 导数 54 在 UU x 4 上 连续 ; 
( 道 ) 存在 he Cint (U), 使 得 对 于 所 有 AEA 有 


es) sm 


则 
(a) 人 忆 Xe} € Cint (U; L(B’; E)); 
(b) A F(A) = / f(z, Np 

是 可 微 的 
人 =/ em 


0.4.8.1 例如 , 当 z ffz,A) 在 U 内 有 与 和 无 关 的 紧 支 集 时 , 条 件 (i) 和 (ii) 
满足 . 

0.4.8.2 还 应 该 注意 到 从 这 个 结果 我 们 可 以 用 归纳 法 推出 一 个 关于 C? 类 的 类 
似 结果 . 最 后 要 指出 的 是 在 这 个 结果 之 前 应 该 先 建立 一 个 有 关 Co 的 结果 . 

对 于 证 明 , 参见 [6], 26 页 , 那里 在 应 用 0.2.8.6 和 0.2.8.7 之 后 得 到 上 述 结果 ， 


0.5 习 题 


0.5.1 设 忆 是 一 个 d 维 定向 欧 几 里 得 向 量 空间 . 证 明 对 于 每 个 p(0 < p < d)， 

存在 一 个 映射 
*: APE* — AdPE*, 

其 特征 是 满足 条 件 : 

Y 正 标准 正 交 基底 {ei}i-1,…,a 和 Ya € APE*: (+a)(ep+1,*… ,eq)= afel ,ep). 
通过 d 和 了 计算 * o*. 

0.5.2 给 定 一 个 欧 几 里 得 向 量 空间 E, (.|.) 表示 E* 上 的 典范 标量 积 . 证 明 对 于 
所 有 p(0 < p<d), 公式 


lor A A apll? = (det (ailay))) 


允许 在 A?E* 上 定义 一 个 欧 几 里 得 结构 ; 记号 det 表示 对 于 元 素 为 (aila;) 的 矩阵 求 
行列 式 . 
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0.5.3” 刘 维尔 定理 

我 们 考虑 在 R"(n > 3) 的 开 集 U,V 之 间 的 C3 类 映射 丰 : D 一 V, 它 是 保 形 的 ， 
这 就 是 说 , 对 于 所 有 z e U, 它 的 导数 P(z) 是 Rn 的 一 个 相似 变换 ( 即 一 个 双 射 的 
线性 映射 He 是 常数 ). 证 明 f 是 一 个 相似 和 一 个 反 演 的 乘积 在 U 上 的 限制 . 


(需要 的 话 , 参见 [40] 的 9.5 节 ) 首先 要 证 明 数 值 函 数 wx = | fj'(z)l-: 满足 两 个 关系 
grad2u = 2pu 和 Hessu = pl 其 中 p 在 UV 上 是 常数 . 这 里 grad 是 函数 的 梯度 ， 
而 Hess 是 其 黑 塞 行列 式 , 即 由 其 二 阶 导 数 定义 的 二 次 型 . 换 句 话说 , 在 典范 坐标 下 ， 
我 们 有 


Ou oR UO Ou 2 
Dro = i #7), Bi =P 并 且 区 (总) = 2pu. 


由 此 推出 , 或 者 v 是 常数 , 或 者 v = SD 一 ai)2, 其 中 各 个 ai 是 常数 . 


第 一 章 ”微分 方程 


微分 方程 除了 其 本 身 以 及 在 力学 , 物理 学 中 的 重要 性 外 , 在 微分 几何 中 , 微分 方 
程 往往 也 是 一 个 起 本 质 作 用 的 工具 (例如 见 7.2.3 和 8.6.13). 在 定义 微分 方程 及 这 
种 方程 的 解 的 概念 之 后 , 我 们 把 这 些 概念 演变 为 向 量 场 及 这 种 场 的 积分 曲线 的 概念 . 
随后 我 们 证 明 积分 曲线 的 局 部 存在 性 和 唯一 性 定理 (1.2.6). 

接 下 来 我 们 关注 如 何 延 拓 一 条 积分 曲线 为 最 大 积分 曲线 (1.3). 进而 研究 解 与 初 
始 条 件 和 出 现在 微分 方程 中 的 参数 相关 的 性 状 (1.2.7 和 1.4.7). 事实 上 , 我 们 把 此 项 
研究 分 为 两 步 : 第 一 步 , 涉及 的 是 一 个 向 量 场 , 即 一 个 方程 z' = f(z), 其 右 端 不 依赖 
时 间 (1.2); 第 二 步 , 我 们 过 渡 到 情形 z' = f(z,t) (1.4). 

在 1.6 节 , 前 一 部 分 研究 线性 方程 的 情形 , 这 种 方程 具有 非常 特殊 和 基本 的 性 
质 , 它们 的 解 在 定义 方程 的 整个 时 间 区 间 内 存在 ; 第 二 部 分 , 我 们 叙述 若干 基本 结果 ， 
但 不 予 证 明 . 虽然 这 些 结果 后 面 不 会 用 到 , 不 过 我 们 认为 对 以 后 不 再 接受 微分 方程 
教育 的 读者 来 说 应 当 了 解 它 们 . 


1.1 概述 

1.2 不 依赖 时 间 的 微分 方程 : 局 部 解 的 存在 性 
1.3 整体 唯一 性 研究 . 整体 流 

1.4 依赖 时 间 的 向 量 场 . 依赖 一 个 参数 的 向 量 场 
1.5 唯一 性 和 对 于 依赖 时 间 的 向 量 场 的 整体 流 
1.6 ”相关 知识 和 线性 方程 
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1.1 概 述 


给 定 实数 域 上 的 一 个 巴 拿 赫 空间 E 及 从 R 的 一 个 开 区 间 到 已 内 的 一 个 映射 
9. 如果 yp 是 可 微 的 , 它 对 上 的 导数 记 做 w' (区 , 则 yp'(t) 是 从 R 到 E 内 的 一 个 线性 
映射, 从 而 有 形式 
A MV, 


这 里 V 是 EE 中 的 一 个 向 量 ( 即 是 向 量 yp'(i)(1), 1 € R). 

在 本 章 , 我 们 将 把 w'( 和 对 应 的 V 等 同 起 来 , 即 认 为 yp'(t) 属于 五, 而 微分 映 
射 yw' 在 巨 中 取 值 , 而 非 在 L(R;E) 中 取 值 (参见 0.2.4). 

1.1.1 给 定 Rx 万 的 一 个 开 集 U 及 从 UU 到 万 的 一 个 连续 函数 f. 如 果 一 个 
从 民 的 一 个 区 间 了 到 万 内 的 C1 类 映射 p 满足 条 件 : 对 于 了 的 每 个 (t,yp(t)) 属 
于 UU, 并且 pg/(t) = f(t,p()), 则 称 yp 是 一 阶 微 分 方程 


的 解 . 

事实 上 , 只 需 假定 p 的 连续 性 , w' 作为 连续 映射 的 复合 必 连 续 . 

在 = x… x En 是 实 的 巴 拿 赫 空间 的 乘积 情形 ,U 是 R x El x… x EE 
的 一 个 开 集 , 而 f 是 从 U 到 已 的 一 个 映射 , 其 分 量 映射 是 从 U 到 E; 内 的 映射 廊 . 
方程 色 = f(b,2) 的 解 由 从 RR 的 一 个 区 间 了 到 E; 的 个 映射 w 确定 ,它们 满足 

(iD (tp1(t), ,pnt)) EU, viel, 

的 = 六 bpa(b ,pn(D)， viel. 

于 是 我 们 得 到 含 n 个 方程 的 一 阶 微分 方程 组 党 = fi(t, zzn) (1 < i < n). 

1.1.2 了 阶 微分 方程 

仍然 是 给 定 一 个 巴 拿 赫 空间 E, R x E" 的 一 个 开 集 U 和 一 个 从 U 到 巨 内 的 
连续 映射 . 我 们 称 形式 如 


d"z dz d"-!lz 
Kya A 


的 方程 称 为 n 阶 微分 方程 . 
一 个 从 R 的 一 个 区 间 了 到 巨 内 的 Cn 类 映射 w, 满足 条 件 : 
@) Ver:(t, p(t), pp WE)) ed, 
GY) viel:yp"(t) = (tp(0),p (0), ,yp™ Nt)), 
则 称 y 是 该 ” 阶 微分 方程 的 一 个 解 . 
必须 注意 我 们 把 导数 和 对 应 的 EE 中 的 向 量 等 同 . 
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1.1.3 ”命题 
n 阶 微分 方程 的 研究 归结 为 一 阶 微分 方程 的 研究 . 


n. n—l 
设 arz (es 四 ,和 地) 是 一 个 n 阶 微分 方程 . 我 们 令 


解 n 阶 微分 方程 归结 为 确定 从 R 的 一 个 区 间 工 到 内 的 C1 类 映射 p,p1,… ， 
ypn-1, 满足 
P(t) = plt) 
Pilt) = p2(t) 


Pn-2lt) = pn-1(t) 
Pr-1(t) = f(t, p(t), p1(t), pn-1(t)). 


设 忆 是 一 个 从 U 到 E” 内 的 映射 ,其 坐标 隔 数 是 


f(t,z1,.** Zn) = 1, 


fn-i(t,T1,*** ,Tn) = Tn-1, 
fn(ty m1 Ln) = ft, Tl ,Tn), 


问题 就 归结 为 解 一 阶 微分 方程 


入 = F(t, X(t),， 其 中 X(D = (21,.… ,2n). 


于 是 从 理论 观点 看 来 , 只 需 考虑 一 阶 微分 方程 . 
1.2 不 依赖 时 间 的 微分 方程 : 局 部 解 的 存在 性 


本 节 涉及 的 是 至 = f(z) 这 种 类 型 的 方程 , 这 里 f 是 从 忆 的 一 个 开 集 到 已 内 
的 连续 映射 . 

给 定向 量 空间 马 的 一 个 开 集 U. 我 们 称 从 U 到 巨 的 一 个 映射 为 UV 上 的 一 个 向 
量 场 . 
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图 1.2.1 


今后 , 我 们 将 假定 是 有 限 维 的 . 

为 了 更 好 地 适应 几何 直观 和 实际 应 用 , 在 表示 向 量 场 f 时 , 我 们 把 向 量 f(z) 放 
置 在 点 z, 也 就 是 画 出 以 z 为 起 点 , z + f(z) 为 终点 的 向 量 . 

如 果 /是 连续 的 (或 同样 说 成 向 量 场 是 连续 的 ), 我 们 可 以 把 向 量 场 和 下 列 方程 

z = f(z) 

紧密 联系 起 来 . 

1.2.2 定义 

如 果 U 的 CP 类 曲线 (Ja) (参见 0.2.9.1) 满足 条 件 : 0€ 小 并 且 对 于 所 有 tE 
有 ao(i) = f(al(t)), 则 (Ja) 称 为 向 量 场 f 的 Cz 类 的 积分 曲线 . 如 果 a(0) = zo, 则 


a() 
加 


图 1.2.2 
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称 它 是 初始 条 件 为 zo 的 积分 曲线 . 

注 : 为 了 方便 起 见 , 在 初始 条 件 的 表述 中 要 求 0 e J 这 个 条 件 是 非 本 质 的 . 我 
们 的 讨论 可 以 针对 任何 J 进行 , 而 对 于 如 < J 和 zo e U 谈论 初始 条 件 a(t0) = zo. 

1.2.3 ”局 部 流 

定义 设 f 是 U 上 的 一 个 向 量 场 , 如 果 给 定 了 zo 的 含 于 U 的 一 个 领域 [1,， 
一 个 含有 0 的 开 区 间 几 和 一 个 从 J x U' 到 U 内 的 映射 a, 满足 条 件 : 对 于 U' 的 
每 个 1, a 在 J 了 x {fz} 上 的 限制 是 初始 条 件 为 > 的 积分 曲线 . 则 这 三 者 合 起 来 称 为 Ss 
在 zo 的 一 个 局 部 流 . 

1.2.4 例 

给 定 = R2, 点 0(0,0), 4(8,0), B(4,4). 而 U 表示 三 角形 04B 的 内 部 . 我 们 
考虑 常 值 映射 z 一 el (ze EE, el 是 R2 的 规范 基底 的 第 一 个 向 量 ). 

积分 微分 方程 乍 = el 得 到 解 x = tel + zo( 初 始 值 为 zo), 而 t 的 值 应 当 使 得 
向 量 tel + zo 留 在 U 内 . 

这 样 一 来 , 对 于 点 zo = (4, 2), 初始 值 为 zo 的 积分 曲线 (这 里 是 C~ 类 的 ) 的 定 
义 区 间 对 应 于 从 (-2,2) 到 U 内 的 映射 a, 其 定义 是 a(t) = tel + zo. 

以 ri = (2,1) 为 出 发 点 时 , 积分 曲线 的 定义 区 间 将 是 (-1,5). 显而易见 , 无 论 从 
的 哪 一 点 出 发 , 都 有 一 条 积分 曲线 以 该 点 为 初始 条 件 . 


1.2.4 


再 考虑 点 zo = (4,2). 求 在 点 zo 的 局 部 流 , 归结 为 求 zo 的 这 样 一 个 邻 域 D/ 
使 得 不 论 y 是 UV' 的 哪个 点 , 初始 值 为 y 的 积分 曲线 都 定义 在 一 个 与 y 无 关 的 区 间 
了 

比如 , 当 取 U' 为 以 zo 为 中 心 , 以 1 为 半径 的 开 圆 B(zo,1) 时 , 存在 一 个 数 
5b > 0, 使 得 初始 值 在 B(zo, 1) 内 的 所 有 积分 曲线 至 少 定义 在 J = (-b,b) 上 . 

反之 , 圆 V' = B(zo, V2) 就 不 存在 这 样 的 区 间 J, 因为 在 V' 内 有 任意 接近 UV 的 
边界 的 点 , 从 这 样 的 点 出 发 的 积分 曲线 的 定义 区 间 将 有 形式 (-s, 妇 ) 或 (-t2,e), 而 
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< 可 以 任意 小 . 

1.2.5 “注释 

如 果 我 们 指出 了 在 点 zo 的 局 部 流 的 存在 性 , 有 可 能 对 于 z e U', 以 z 为 初始 值 
的 积分 曲线 定义 在 比 7 更 大 的 区 间 上 , 这 就 引发 了 一 个 解 的 延 拓 问题 . 

1.2.6 ”局 部 流 存在 定理 

给 定 [ 上 的 一 个 k- 利 普 希 茨 的 向 量 场 [, 其 中 大 > 0. 设 zo 是 U 的 一 个 点 ,a 
是 一 个 正 数 , 使 得 


Blzo,2a) CU, 记 1= sup f(D 
zrEB(z0,2a) 


若 b<inf (= 3 则 存在 唯一 的 在 点 zo 的 、 定 义 在 (-b,b) x B(zo,a) 上 并 且 
在 其 上 连续 的 局 部 流 ao. 

注 : 如 果 k= 0, 结果 仍然 有 效 , 关于 的 条 件 改 为 5 < 2 7 事实 上 , k- 利 普 希 区 
意味 (参见 0.0.13.1) 对 于 U 的 所 有 z 和 zx, 有 


f(z) — f(z < le — ll; 


当 大 = 0 时 , 上述 条 件 变 为 f(z) = 常量 = v， 我 们 回 到 了 前 面 的 例 1.2.4: 在 球 
B(zo,a) 上 , 积分 曲线 由 t 一 tv + zo 给 定 , 其 中 的 t 满足 


llte+zo-zol<a， 即 上 < 一 


区 看 
而 这 里 lv|| = 

证 明 : 

我 们 的 任务 是 求 一 个 函数 a(t,z), 满足 oil z) = f(al(t,z)) 及 a(0,z) = z. 而 这 
等 价 于 下 式 成 立 ; 


和 

1.2.6.1 和 六) 守 由 f(alu, 7))du+ xz. 
0 

这 就 引导 到 考虑 映射 5,, 它 使 函数 a 对 应 由 

1.2.62 S(O)(t) = + / ‘latau 


定义 的 S-(a). 1.2.6.1 的 解 将 是 5; 的 不 动 点 a, 即 a 满足 S-(a) = a. 但 这 些 计算 ， 
只 有 当 a 在 U 内 取 值 时 , Sz(a) 也 要 在 UV 内 取 值 ， 和 

现在 考虑 点 ze B(zo,a) 和 定义 在 [-b, 外 上 的 且 在 B(zo, 2a) 内 取 值 的 连续 函 
数 a 的 空间 .Ni, a 满足 a(0) = z. 我 们 将 要 指出 , 适当 选择 b, 可 以 使 5 映射 A。 
到 NM 内 (于 是 对 于 NM 中 的 @, 5z(a) 将 在 巨 (zo,2a) 内 取 值 , 当然 更 在 UV 内 取 
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值 ). 我 们 用 一 致 收敛 范 数 使 .4 成 为 赋 范 空间 (这 就 解释 了 引进 闭 区 间 [-5, 的 必 
要 性 , 参见 0.0.8). 

由 于 Ss(a) 是 [-b,4] 上 的 连续 函数 , 只 需 证 明 不 等 式 ||S,(a)(t) - zol < 2a. 我 
们 有 


<at+ 


t 
1ss()) sol < Ie aol+ | feta 


t 
| ellad. 


由 于 ve [-6,4] 蕴涵 a(w) e B(zo,2a), 进而 | 7(a(w) < 于 是 Ss(a)(t) - zoll < 
a 二 以. 如 果 取 4b 满足 


1.2.6.3 bx 了 


将 有 |lS=(a)(t) - zoll < 2a, 即 Se(a) e Ns (如 果 ! = 0, 显然 无 需 附 加 任何 条 件 ) 
现在 探讨 如 何 使 得 S- 是 压缩 的 . 为 此 必须 做 放大 估计 


Iss(a) — $2-(A)l = bn 


| [ Vietw) = ft0(w) a 


< sup 
ts 


根据 假设 , f 是 k- 利 普 希 茨 的 , 这 里 > 0, 我 们 有 


1s-(a) ~ Se(A)I < sup | klalw) - Bll ad. 
sb 


A f(a(w) — Few)lda 


由 于 lla(w) -8(wWI < ep le(w) - 6Cwll = le 一 Bl 我 们 有 


lSz(a) — Se(6)1 < sup = 好 la 一 有 
lil<b 


t 
ae-alav 
0 


映射 5; 将 是 压缩 的 , 如 果 取 "满足 
1.2.6.4 kb<1. 
这 时 就 可 以 对 5; 应 用 压缩 映射 定理 0.0.13.2. 
最 后 同时 考虑 条 件 (1.2.6.3) 和 (1.2.6.4), 当 b < inf 人 时 , 对 于 每 个 re 


B(z,a), 对 应 的 映射 5; 从 .Ni 到 .Ni 内 将 是 压缩 的 , 而 由 于 [-b,4] 是 紧 的 , 是 完 
备 的 , 故 .Ns 是 一 个 完备 度量 空间 (参见 0.0.8). 于 是 对 于 每 个 点 z, 对 应 映射 S。 的 

一 个 不 动 点 , 即 一 个 从 [-b,4] 到 巨 (zo, 2a) 内 的 映射 az, 满足 条 件 az(0) = z, 并 且 
它 在 (-b,b) 的 限制 满足 


de (00). 
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令 alt,z) = oz 人 ,我 们 就 定义 了 一 个 从 (--b,8) x Btzo,a) 到 巨 (zo, 2c) 内 的 映 
射 a. 

a 在 (-b,b) x {z} 的 限制 就 是 已 经 求 得 的 az: 它 是 初始 条 件 为 z 的 积分 曲线 . 
于 是 我 们 有 了 在 点 zo 的 一 个 局 部 流 . 

余下 的 任务 是 研究 这 个 流 的 连续 性 . 尽管 对 于 固定 的 z, a(t, z) 作为 上 的 函数 是 
连续 的 , 但 是 我 们 应 当 研究 的 是 对 于 一 对 变量 (t,z) 的 连续 性 . 

为 此 目的 , 给 定 属于 B(zo,a) 的 z 和 y, 以 及 属于 [-b,9] 的 t 和 s, 我 们 要 指出 
对 于 接近 (s,y) 的 (t,z), 量 lla(tz) -a(s,)| 可 以 任意 小 . 

我 们 有 


llalt, 2) — a(s, I < llalt, 2) — a(s, z) + lla(s, 2) ~ a(s, ))|, 

lls, 2) = f(alt, 2) < i. 

根据 有 限 增 量 定理 (参见 0.2.6) 
llalt, 2) ~ a(s, 2)| < lt — sl. 

至 于 量 la(s,z) - a(s,y) 咱 我 们 有 

= +/ flalu zo)du—y— / f(a(uw y))du 

< lz—yll+ |/ lf(a(w, 2)) — f(a(u, y)ldu 
0 
由 于 f 是 k- 利 普 希 获 连续 的 , 而 且 |s| < b, 令 


la(sz) — a(s, WI = 


las 一 col = sup llalu, 7) 一 a(wg)， 
lulsb 


我 们 得 
llals,z) — a(s, WI < |z -y+ kb lar — oyll, 
而 这 个 不 等 式 对 于 任意 ss (一 b,b) 成 立 , 对 于 左 端 取 上 确 界 即 得 


laz 一 ayl < lz -yl + kb las — oyll, 

于 是 
(1— kb) loaz 一 ao 和 lz 一 可， 

注意 到 kb < 1, 我 们 得 


les -oyl < Ts ls —fl- 
最 终 对 于 任意 z,y e B(zo,a) 和 s,t € (一 b,b), 我 们 有 


1 
lott,z) ~ als,D < Ue— sl+ is le —yl, 
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此 不 等 式 保证 了 局 部 流 的 连续 性 . 

1.2.7 ”定理 

车 了 是 CP 类 的 向 量 场 p > 1]), 则 存在 唯一 的 C? 类 的 局 部 流 . 

事实 上 , f 既然 是 Cz(p > 1) 类 的 , 必然 是 连续 可 微 的 , 从 而 是 局 部 利 普 希 茨 的 . 
前 面 的 讨论 可 以 沿用 , 这 就 指出 处 处 存在 连续 的 局 部 流 . 人 们 业已 证 明 , 我 们 也 将 承 
认 这 些 局 部 流 是 C? 类 的 (参见 [7], 第 VI 章 , 84). 
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定理 1.2.6 和 1.2.7 让 我 们 断言 在 某 些 条 件 下 , 给 定 初始 条 件 的 积分 曲线 的 存在 
性 , 而 事实 上 人 们 的 兴趣 还 在 于 同样 初始 条 件 的 两 条 积分 曲线 在 它们 定义 区 间 的 公 
共 部 分 上 是 否 重合 , 以 及 它们 是 否 可 以 延 拓 . 对 于 延 拓 问题 , 见 1.6.1, 对 于 重合 问题 ， 
我 们 有 

1.3.1 命题 

给 定 定义 在 羽 的 开 集 U 上 的 一 个 CP 类 (或 上- 利 普 希 蒋 的 ) 向 量 场 . 若 al 和 
Q2 是 定义 在 含有 0 的 区 间 用 和 .有 上 的 满足 同样 初始 条 件 的 积分 曲线 . 则 它们 在 
册 门 J2。 上 重合 . 

我 们 可 以 把 这 个 命题 看 作 非 分 歧 性 的 肯定 : 参见 3.5.5. 

事实 上 , 令 Q={t:te 刀 门 J 并且 adt) = oz(t)}. 我 人 Qc 刀 门 J, 非 空 
(0 € @). 由 于 8=(@i 一 a2)-({0D 几 (人 门 J2), 则 Q@ 是 二 门 J 的 闭 集 .如果 我 们 
证 明了 @ 是 石门 的 开 集 , 由 于 九 门 J 是 连通 的 , 我 们 将 得 到 @ = 站 J. 

给 定 be Q, 考虑 由 


Bt)=a(t+b) 及 Palt) = oo(t +b) 


定义 的 映射 . 
今 有 扩 (t) = oA(t+9) = f(ar(t +))) = f(B1(t)) 以 及 同样 的 B&(t) = f(B2(t)). 
于 是 对 于 属于 区 间 由 和 平移 -6b 后 的 区 间 的 t, 81 和 Bo 是 积分 曲线 , 并 且 


PB1(0) = a1(b) = a2(b) = Bab) = To. 


根据 局 部 流 的 唯一 性 (定理 1.2.6), 积分 曲线 Bl 和 bo 在 具有 点 0 的 一 个 区 间 上 
重合 , 从 而 al 和 az 在 平移 5 后 的 区 间 上 重合 , 即 在 b 的 一 个 邻 域内 重合 , 此 即 
所 证 . 

1.3.1.1 设 初始 条 件 z 的 积分 曲线 的 集合 是 {(ax, 及)}iex, 这 里 .有 是 积分 曲线 
ox 的 定义 区 间 , 而 K 是 指标 集 . 令 J(z) = U 尖 , 这 是 一 个 区 间 , 对 于 te J(z), 存 


在 Re 天 ,使 得 te hh, 令 alt) = ak 人 根据 舍 题 1.3.1, 这 个 定义 不 依赖 满足 te 关 
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的 大 的 选择 .J(z) 是 定义 初始 值 为 z 的 积分 曲线 的 最 大 开 区 间 . 把 积分 曲线 (J(z), a) 
记 为 oz, 并 且 称 之 为 7 的 初始 条 件 x 的 最 大 积分 曲线 . 

我 们 对 于 下 列 问题 颇 感 兴趣 : 给 定 zo e Uti € J(zo). 若 上 alt,zo) 是 初始 值 
为 zo 的 积分 曲线 , 令 zi = alti, zo), 由 于 zl e UV, 则 应 当 有 一 条 初始 值 为 zi 的 积分 
曲线 8 定义 在 一 个 最 大 区 间 J(z1) 上 . 试问 a 和 8 之 间 以 及 J(zo) 和 J(zi) 之 间 的 
关系 是 什么 ? 返回 例 1.2.4, 这 次 取 点 zo = (3,2), 有 一 条 相应 的 由 alt, zo) = zo 二 tel 
给 定 的 积分 曲线 , te J(z0) = (-1,3). 设 t1 =2€ J(zo0),z1 = a(2,zo) = (5,2). 

初始 值 为 z 的 积分 曲线 是 8(7) = zl + reur e (-3,1). 把 zl 的 表达 式 代 人 
B(r) 得 


有 (r) = zo+2e1+Tel = Zo+ (T+2)e1. 


我 们 看 到 J(z1) 是 J(zo) 的 -ti (这 里 是 -2) 平移 , 而 对 于 re J(z1), 我 们 有 
B(7) = a(r + 己 ,z0). 这 种 状况 是 普遍 的 . 

1.3.2 定理 

在 巨 的 开 集 U 上 给 定 一 个 CP 类 向 量 场 f 车 Zo E U,ti € J(zo), 则 初始 
值 为 zl = alt1zo) 的 积分 曲线 有 定义 在 最 大 区 间 J(z1) = J(zo) 一 如 上, 而 对 于 
tE J(zo) 一 娘 , 我 们 有 B(t) = at 十 二 ,zo). 

事实 上 , 考虑 由 B(t) = att 十 ,zo) 定义 的 8. 它 定义 在 J(zo) 一 刀 ( 即 J(zo) 的 
-ti 平移 ) 上 , 并 且 


P(t) = lt +ti, To) = f(alt +t1,70)) = f(B(t), B(0) = a(b,zo) = zl- 


于 是 6 是 初始 值 为 zi 的 定义 在 J(zo) -所 上 的 积分 曲线 , J(zo) -ti 是 8 的 最 大 定 
义 区 间 , 否则 , 初始 值 为 zo 的 积分 曲线 将 定义 在 比 J(zo) 更 大 的 区 间 上 . 

1.3.3 ”定义 

给 定 在 已 的 开 集 [ 上 的 一 个 CP 类 向 量 场 f. 令 9(f)={(t,z)eRxU:te 
J(T)}, az 是 初始 条 件 为 z 的 积分 曲线 , 则 由 a(t,z) 二 az(t) 定义 的 映射 a: 9(f) 一 
U 称 为 的 整体 流 ， 
而 多 (f) 称 为 它 的 定义 域 . 

多 (f) 还 可 以 表示 成 

92(1) = UY (7(z) x {z]) 
EU 

总 有 {0} x UC 9(f)， 不 过 应 当 注 意 到 , 一 般 说 来 , 不 存在 开 区 间 J 3 0, 使 得 
J xU cc 9(]), 参见 例 1.2.4. 尽管 如 此 , 我 们 有 定理 1.3.6. 

定理 1.3.2 的 公式 8(t) = alt 十 妈 有 ,20) 的 一 种 慨 意 的 表达 方式 如 下 所 述 : 对 于 
人 bz) e 9(f), 令 


1.3.4 Gt: z= alt,z). 


1.3 ”整体 唯一 性 研究 . 整体 流 “39 


我 们 可 以 称 Gt 是 一 个 从 U 到 UV 内 的 “局 部 ” 映射 . 如 果 {t} x Tc 9(7), 那么 Gi 
是 一 个 U 一 上 的 映射 . 根据 1.3.2, 如 果 各 个 Gi- 都 有 意义 , 则 


1.3.5 Ge (Ga 70) = (Gio Gu): zo = Gert :Zo | 


如 果 Rx Uc 9(]), 公式 1.3.5 就 可 以 写成 Ge G。 = Gi+。 其 中 ts e BR., 并 且 表明 
t 一 Ge 是 从 R 的 加 法 群 到 从 U 到 U 内 的 双 射 的 群 的 一 个 同 态 . 我 们 把 这 个 事实 
说 成 Got < R 形成 带 一 个 参数 的 群 . 一 般 说 来 , 对 于 任意 9(f), Go 仅仅 形成 U 的 
“局 部 双 射 的 局 部 群 ”. 

粗略 地 说 , 1.3.5 断言 , 在 积分 曲线 a 上, 沿 着 积分 曲线 a 走时 间 1, 再 走时 间 蕊 
就 相当 于 走 了 时 间 t 十 春 

1.3.6 ”定理 

设 是 开 集 U 上 的 CP 类 的 向 量 场 , 则 

(i) 9(f) 是 RxU 的 一 个 开 集 ; 

(i) a € C7?(2(1);U). 

为 了 证 明定 义 在 2(f) 上 的 a 是 C 类 的 , 我 们 必须 指出 对 于 9(f) 的 所 有 点 
(to, x0), 存在 它 的 一 个 含 于 9(f) 的 邻 域 , 在 此 令 域 上 , a 是 Cz 类 的 . 而 由 于 了 是 
CP 类 的 , 故 局 部 流 是 C? 类 的 , 这 就 归结 为 证 明 存在 (to,zo) 的 一 个 含 于 9(f) 的 
邻 域 , 在 此 邻 域 上 存在 局 部 流 . 在 点 zo 的 局 部 流 的 存在 性 保证 结论 对 于 9(f) 的 点 
(0, zo) 成 立 . 问题 于 是 归结 为 证 明 局 部 流 的 存在 性 对 于 2(f) 的 点 (to,zo) 成 立 , 由 
多 (了 ) 的 定义 知道 , 事实 上 有 to e J 了 (zo). 为 证 明 上 述 事实 , 我 们 引进 下 列 记号 . 

我 们 说 s 具有 性 质 (多 ), 如 果 存 在 R 的 一 个 含有 点 s 的 区 间 J 以 及 U 的 一 
个 含有 zo 的 开 集 U', 使 得 

(TxU cc 9D); 

(ii) a 在 J xUV' 上 的 限制 是 C 类 的 . 

令 Qzo = {t € J(zo) : Vs € [os 具有 性 质 多 }. 我 们 要 证 明 Qs。 和 J(zo) 具 
有 相同 的 上 确 界 ， 类 似 地 证 明 J(zo) 和 已 。= {t € J(zo) : Vs < [t,0],s 具有 性 质 
多} 具有 相同 的 下 确 界 . 二 者 结合 起 来 得 结论 Qzo U Pz。= J(zo). 于 是 对 于 任意 点 
(to,zo) e 多 (7]), 都 存在 此 点 的 一 个 邻 域 , 使 得 a 在 此 邻 域 上 的 限制 是 C? 类 的 . 

由 于 @-。 含有 0, 而 Q@-。 在 J(zo) 内 是 闭 集 , 所 以 在 Qs。 无 上 界 的 情形 , 8。。 = 
[0, +oo), 更 不 待 说 J(zo) 门 R+ = [0, +oo); 此 时 就 没有 什么 可 证 的 了 . 

现在 设 @Q-。 有 上 界 , 其 上 确 界 b < +oo 存在 . 用 反 证 法 证 明 Qz。 和 .J(zo) 具有 
相同 的 上 确 界 . 假设 5 关 sup J(zo0), 于 是 be J(zo). 令 z= a(b,zo). 我 们 要 证 明 : 
在 Qzo 中 存在 t > b, 具有 性 质 多 . 于 是 我 们 需要 求 一 个 包含 b 的 区 间 J 还 需要 求 
一 个 包含 zo 的 开 集 可, 使 得 7x VU'C 2(f), 并 且 aljxv' 是 C? 类 的 . 对 于 碧 <b 
性 质 多 满足 . 我 们 试图 考虑 初始 值 为 z6 的 积分 曲线 , 把 它 “衔接 ” 到 一 条 通过 zo 
的 积分 曲线 上 . 由 于 5b 属于 J(zo), 存在 中 心 为 z6 = a(b, ro) 的 局 部 流 , 即 存在 U 的 
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含 z6 的 开 集 U”, 一 个 区 间 K = (-a,a) 和 一 个 从 K x U” 到 U 内 的 映射 6, 构成 在 
26 的 局 部 流 . 

我 们 把 这 个 局 部 流 与 男 一 局 部 流 衔接 起 来 . 后 者 的 定义 区 间 含 0, 从 二 出 发 , 这 
里 五 < 也 从 而 所 s Qz。. 为 此 , 必须 定义 在 所 的 解 a 在 U” 取 值 , 8 是 在 VU” 有 定义 
的 . 而 a(b zo) 定义 在 J(zo) 上 , 从 而 在 5b 有 定义 ,并且 是 连续 的 : U” 是 zg = a(bzo) 
的 邻 域 , 存在 7 > 0, 使 得 对 于 te (6 一 nm,b), 有 zi = alti,z0) EU". 

为 了 衔接 a 和 6, 我 们 要 延 拓 a 的 定义 区 间 , 使 之 包含 十 K. 为 了 超越 b, 必 
须 选 择 主 满足 妇 +a > b， 即 ti > b 一 a. 最 终 选 择 广 满足 sup{b 一 a,b 一 n} < 二 < 了 
由 于 所 e Qzo, 存 一 个 含有 点 志 的 区 间 九 , 以 及 U 的 一 个 含有 zo 的 开 集 U', 使 得 
厂 xc9(1)ialvxu 是 C? 类 的 . 

由 于 alti,z0) = zl EU", U” 是 开 集 , 且 z 一 a(b,z) 连续 , 如 果 必 要 , 缩小 六 
和 UU, 可 以 假定 a({t} x DO) Cc U”. 设 teti+K (K 的 平移 ), ze VU'. 由 于 
要 € hia 人 bz) se U”, 则 存在 初始 值 为 a(t1,z) 的 、 在 K 上 由 Bl(7,alti,z))(7 € K) 
定义 的 积分 曲线 . 


a({n}xU) 


图 1.3.6 


于 是 对 于 te 蝗 十 开 t 一 右 E 天 ,映射 tm 6 一 如 ,a(tz)) 定义 一 条 积分 曲线 ， 
t = 二 时 通过 点 a(t1,2): 于 是 a 对 于 teti+K 和 zew 有 了 定义 (局 部 唯一 性 ). 

区 赣 = ++K 具有 性 质 : 

(De (因为 记 >b-a, 故 刁 十 下 含有 刘 ; 

(ii) 存在 UV 的 含 zo 的 开 集 UV', 使 得 对 于 te 五 和 ze UV', alt,zx) 存在 , 从 而 
LxU'c 9(f). 

由 于 alr,xv' 与 局 部 流 6 重合 , 故 a 是 C? 类 的 . 这 样 就 得 到 了 b 以 及 (b,t1 十 a) 
的 点 都 具有 性 质 多 , 于 是 (b,t1 + a) 的 点 都 属于 Qz。, 这 与 5 的 定义 矛盾 . 故 必 有 
b == sup J(zo) (这 个 上 确 界 可 能 是 co). 
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1.4 依赖 时 间 的 向 量 场 . 依赖 一 个 参数 的 向 量 场 


我 们 现在 考虑 形式 为 r = f(t,z) 的 微分 方程 , 提出 与 1.2.1 叙述 不 同 的 下 列 
定义 : 

1.4.1 定义 

设 U 是 妃 的 一 个 开 集 . 给 定 且 的 一 个 含 0 的 开 区 间 J 及 从 Jx 了 到 已 内 的 
一 个 映射 f, 两 者 合 起 来 称 为 依赖 时 间 的 [ 上 的 向 量 场 . 

一 个 定义 在 及 的 含 0 的 一 个 区 间 K 上 且 在 UV 内 取 值 的 函数 a, 如 果 满 足 : 对 
于 K 的 每 个 t 有 oa(t) = f(t,al(t)) 和 a(0) = zo, 则 称 a 是 初始 值 为 zo 的 积分 
曲线 . 

为 了 证 明 积分 曲线 的 存在 性 , 我 们 尝试 把 问题 归结 为 一 个 不 依赖 时 间 的 向 量 场 ， 
这 就 需要 考虑 一 个 定义 在 R x 五 的 开 集 上 的 向 量 场 . 

从 了 :J 了 xU 一 忆 出 发 , 我们 定义 从 JxU 到 R x 互 的 映射 


1.4.2 F(t, 2) = (1, f(t,7)). 


这 样 7 就 是 一 个 定义 在 R x EE 的 开 集 J x U 上 上 且 在 R x EB 取 值 的 一 个 向 量 
场 . 并 且 , 如 果 f 是 Cr 类 的 , 了 也 是 C 类 的 . 从 而 , 如 果 假 定 f 是 Cr 类 的 , 由 定 
理 1.2.7, 就 处 处 存在 唯一 的 了 的 C? 类 的 局 部 流 . 

现在 设 (s,z) € J x U, 而 互 是 了 的 初始 值 为 (sz) 的 积分 曲线 . 这 是 从 一 个 区 
间 7(s,z) 到 J x U 内 的 映射 , 记 其 分 量 函 数 为 El 和 aa, 则 有 


A(t; (s, 2)) = (1(t; (s, 7)), di2(t; (s, 2))), 


区 da _ (dm dm -Fa 人) 一 OF a 
a ( 坚 , 守 ) = F(a, 52) = (1, f(a, 52)), 
初始 值 为 
a(0; (s,z)) = (s, 7). 
按 分 量 写 出 为 
1 及 (0;(s,2)) =s, 
于- f(au52) 及 62(0;(s,7)) =z. 


由 于 za 在 R 的 区 间 J 上 取 值 , 我 们 有 
1.4.3 Gilt; (s, 7)) =t+ s. 


代 信 得 本 
(ea 一人 + 本 人 (oo)， 
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邻 s=0 即 得 98 = f(t,a) 的 解 ; 此 即 为 由 


1.4.4 B(t, 1) = a2(t; (0, 1)) 
定义 的 函数 6. 
前 面 的 讨论 证 明了 积分 曲线 的 存在 性 和 唯一 性 : 
1.4.5 “定理 


给 定 及 的 区 间 J 和 已 的 开 集 D. 设 是 定义 在 JxU 上 且 在 五 内 取 值 的 CP 
类 向 量 场 , 则 存在 f 的 CP 类 的 唯一 的 局 部 流 . 

现在 考虑 另 一 个 巴 拿 赫 空 间 F, V 是 它 的 一 个 开 集 , U 是 的 一 个 开 集 , 可 以 
定义 U 上 的 一 个 向 量 场 , 依赖 或 不 依赖 于 时 间 , 但 是 依赖 一 个 在 V 取 值 的 参数 入 . 
这 就 是 一 个 定义 在 V xU 上 (或 了 x Y x U 上 , 如 果 依 赖 时 间 ) 在 E 内 取 值 的 映射 
f. 对 于 和 eV, 考虑 微分 方程 至 = fJ(A,z), 我 们 要 知道 局 部 流 怎样 依赖 X; 更 一 般 


地 , 还 可 以 考虑 形式 如 下 的 方程 : 


dz 
= jb 入 


我 们 仍然 归结 到 1.2 节 的 情形 , 我 们 需要 定义 在 F x E 上, (或 更 一 般 的 在 R x 
下 x 媚 上 ) 的 向 量 场 . 为 此 需要 定义 一 个 从 V x U 到 FF x EE 内 的 映射 了: 
1.4.6 F(X,7) = (0,F(Az)). 
如 果 / 是 C? 类 的 , 那么 这 样 定义 的 了 是 V x U 上 的 0? 类 的 向 量 场 , 于 是 根 
据 1.2.7, 得 到 了 的 一 个 局 部 流 忌 其 分 量 是 a 和 a2, 对 应 初始 条 件 (和 \, z). 
我 们 得 到 
Po) =0 及 (0;(No) = 
DEA) = fm) Rh 0;(No) = 
由 此 推出 1(t; (A,z)) = 入, 代入 得 
00) = Om ,0)). 
由 8B(t,z) = G2(t; (和 ,7z)) 定义 的 8 满足 


65) = F066.2). 
8 正好 是 初始 条 件 为 z 的 积分 曲线 . 
1.4.7 ”定理 
若 了 和 局 分 别 是 已 和 也 的 开 集 ,而 JEeCz(Y x U;U), 则 存在 f 的 属于 
C?(J xV xU;U) 的 唯一 的 局 部 流 8. 
特别 说 来 , 局 部 流 对 于 参数 是 C? 类 的 . 
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1.5 ”唯一 性 和 对 于 依赖 时 间 的 向 量 场 的 整体 流 


1.5.1 给 定 依赖 时 间 的 一 个 向 量 场 f e C?(J x U; 本. 根据 定理 1.4.5, 命题 
1.3.1 不 必修 改 就 保持 有 效 . 于 是 对 于 每 个 点 z € U, 可 以 定义 最 大 开 区 间 J(z) C 小 
j 的 初始 条 件 为 z 的 最 大 积分 曲线 (J(z),az) 有 定义 . 继而 同样 令 9(f) = {(bz) 

J xU :te J(z)}, 并 且 用 alt,z) = az(b 定义 a: 9(f) 一 U. 0 

1.5.2 但 是 ,定理 1.3.2 和 公式 1.3.5 不 再 成 立 ; 这 来 源 于 下 列 事实 :tr alt) 是 
j 的 积分 曲线 , 对 于 固定 的 s, 上 一 a(t + s) 不 再 是 积分 曲线 , 为 了 寻找 取代 1.3.5 的 
公式 , 只 需 注意 下 列 事实 : 如 果 ao (wu) = f(w,alw)), 并 令 6( = alt + s), 则 


P(t) = (t+ 8) = f(t+ ,at+ 8) = f(t+ s,B(t)). 
换言之 , 6 是 新 的 微分 方程 


户 = g(t, 7) 


的 解 , 这 里 g(t, x) = Flt + sz)， 或 者 说 B 是 向 量 场 
(t,7) + glt, 2) = f(t + s,7) 
的 积分 曲线 . 
1.5.3 ”记号 
把 类 似 于 1.3.4 定义 的 Gi、 但 是 对 于 向 量 场 由) 一 Flt 十 sz) 定义 的 局 部 映射 
记 为 G3. 
特别 地 , 对 于 s = 0, 我 们 有 G; = Ge. 如 果 下 面 所 执行 的 运算 都 有 定义 , 则 


1.5.4 GT = GTtsoGT 


7=0 时 则 有 
Giss = G1 0G,. 
事实 上 , 对 于 z e U, 我 们 有 + s+te J(z), 设 az 是 初始 条 件 为 z 的 /的 
最 大 积分 曲线 , 根据 1.5.2 和 唯一 性 , 得 v ~ a(r + z) 是 初始 条 件 为 zk = a(r) 的 
(wa) 局 Fu +mg) 的 积分 曲线 . 若 令 zz = alr + s), 则 根据 定义 有 z2 = G5 . zl. 同 
样 , 令 
Zs = a(r + s+ tt), 
则 有 zs = Gry4:z1, 又 有 za = CGI+ .z2. 此 即 所 证 . 
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本 章 前 面 仅仅 讲述 了 微分 方程 的 部 分 有 趣 的 内 容 . 本 节 介绍 这 个 理论 的 若干 重 
要 的 知识 , 除 1.6.6 外 一 概 不 加 以 证 明 . 


4. 第 一 章 微分 方程 


1.6.0” 先 验 放大 估计 . 近似 解 的 比较 

对 于 方程 = f(t,z), 如 果 知 道 f 的 利 普 希 茨 常 数 和 对 于 | 的 一 个 界 , 我 
们 就 可 以 给 出 方程 解 的 一 个 上 界 的 估计 , 比较 两 个 解 , 或 更 进一步 比较 两 个 近似 解 . 
参见 [, 2.1.5.3. 下 面 的 引 理 1.6.7 是 其 特殊 情形 . 

1.6.1 解 的 延 拓 

可 以 指出 , 限制 一 个 解 延 拓 到 整个 R 的 本 质 障碍 来 自 两 个 方面 : 或 者 是 积分 
曲线 到 达 了 U 的 边界 : 见 图 1.2.4 所 示 的 例子 ; 抑或 是 解 不 是 有 界 的 , 典型 的 例子 
是 z' = -z2, 初始 条 件 为 z 的 解 是 tz/(iz +1), 如 果 > > 0, 则 其 最 大 区 间 是 
J(z) = (-1/z,+co). 要 了 解 精确 的 结果 , 请 参见 [8], 10.5.5 或 [9], 382 页 定理 5. 那 
里 要 利用 1.6.0 中 那样 的 估计 . 定理 1.6.6 的 证 明 提 供 了 延 拓 的 一 个 特殊 情形 . 

1.6.2 “导数 

在 证 明 解 对 于 初始 条 件 或 对 于 参数 的 可 微 性 的 同时 (参见 1.2.7 和 1.4.7), 证 明 
了 表示 相应 导数 的 公式 . 公式 表明 导数 满足 一 个 新 的 微分 方程 , 后 者 有 一 个 突出 的 
优点 , 即 它 是 线性 的 (参见 1.6.4)， 关 于 这 些 内 容 , 参见 [7], 135 页 , [8], 10.7.3.1 和 
10.8.4.1 或 [1], 2.3.6.2 和 2.3.4.6. 

1.6.3” 常 系数 的 n 阶 数值 线性 方程 

方程 zx) + aitztnD 十 … 二 an-lz' 十 anz = 0 (a1,… ,an € R) 可 以 得 到 显 式 解 ， 
其 解构 成 一 个 向 量 空间 , 它 的 一 个 基 由 指数 - 多 项 式 组 成 , 这 些 指数 - 多 项 式 由 方 
程 "二 at”! 十 … 十 an-_1€ 十 an = 0 的 根 确定 , 参见 [1], 2.2.9. 

1.6.4 ”线性 微分 方程 


我 们 说 微分 方程 9 = f(s,z) 是 线性 的 , 如 果 它 有 形式 


1.6.5 = A(t) :z+ b(t). 
其 中 , 4e C9(J;L(E;)),be CJ; EE), J 是 RR 的 区 间 , 这 里 UV = 已 是 整个 空间 . 线 
性 方程 的 基本 事实 在 于 : 

1.6.6 ”定理 

对 于 方程 1.6.5, 我 们 有 多 (f) = J x 忆 , 换言之 , 对 于 所 有 ze B,J(z) = 了 

1.6.7 ” 引 理 

给 定 ge CV (lto, b); Re+). 假定 存在 两 个 常数 C,K, 使 得 对 于 所 有 t € [to 加 有 
g(t) < C+K /| g(w)du, 则 对 于 所 有 te [to,b), 有 g(t) < CeK(t-to). 特别 地 ,有 g 在 
[tovb) 有 界 。 

临时 固定 < 5b, 并 且 假 定 B 是 9 在 [to,9 上 的 一 个 界 . 从 引 理 中 作为 假设 的 
放大 不 等 式 出 发 , 利用 归纳 法 和 从 to 到 t 的 积分 , 我 们 推出 对 于 所 有 t € [to ,ij 和 正 
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整数 nn 有 
K+ K"™-1(t — to)"-! BK™(t— to)™ 
Ee 
令 n 趋 于 无 穷 , 就 得 到 g(t) < CeK(:-t). 此 不 等 式 对 于 所 有 b <5 成 立 , 引 理 得 证 . 
1.6.8 引 理 
设 [a 是 CJ 而 Qa 是 1.6.5 的 定义 在 (a,6) 上 的 解 . 则 a 在 (a,b) 上 有 界 . 
取 定 to e (a,b). 根据 方程 1.6.5, 我 们 有 


gt) oC E + 


t 
al) =ot) = {AW al) + Hw) 
由 此 ， 


1.6.9 lalt) = alto) = 大 | / localldu 


+ hlt— tol, 


其 中 (对 应 地 h) 是 |4|| (对 应 地 loll) 在 紧 集 [a 上 的 上 界 . 然后 只 需 应 用 引 理 
1.6.7. 

定理 的 证 明 

给 定 z € 5,to € J 而 J(z) 是 最 大 区 间 , 在 J(z) 上 定义 了 1.6.5 的 满足 a(to) = z 
的 解 a (参见 1.2.2 后 的 注 ). 设 J(z) = (1,t2), 我 们 必须 证 明 ti ¢4 J 和 to。 #4 J. 比如 
设 to € J 我 们 指出 这 将 导致 矛盾 . 

设 (对 应 地 h) 是 | (对 应 地 || 如) 在 [to,t2] 上 的 一 个 界 , 而 j 则 是 llal 
在 [to,t2] 上 的 一 个 界 (其 有 界 性 由 引 理 1.6.8 保证 )， 由 公式 1.6.9 推出 对 于 所 有 
ste [to, t2], 

lalt) 一 a(s) < (kK7 + h)lt— sl. 

这 表明 alt) 满足 柯 西 收敛 原理 的 条 件 (由 于 EE 是 完备 的 ), 从 而 存在 z1 € ,使 
得 zi = dm ob， 存在 (局 部 存在 性 定理 ) 1.6.5 的 一 个 解 6, 定义 在 一 个 含 to 的 区 


间 工 上 , 满足 8(o) = zy. 但 对 于 所 有 t < bo alb = / “fw a(w))dw 由 连续 性 ， 


ao)= 人 “jlwata)au 于 是 a 是 1.6.5 在 [to, 刀 ] 上 的 解 , 并 且 在 bo, 切 ME 上 
to 
与 8 重合 (唯一 性 )、 这 让 我 们 能 够 在 [to, 刀 UL 上 定义 1.6.5 的 一 个 解 , 只 需 对 于 
te [to,t2], 令 它 等 于 a(lt), 而 对 于 te 卫 , 令 它 等 于 B(t). 而 这 与 定义 
t2 = sup J(z) 


了 矛盾. 
定理 1.6.6 只 不 过 是 线性 方程 理论 的 一 个 出 发 点 ; 至 于 详情 , 请 参见 [1], 2.2,127- 
144 页 . 


第 二 章 ”微分 流 形 


本 章 是 全 书 的 基础 , 也 是 包含 最 多 习题 的 一 章 . 首先 定义 Rn 的 子 流 形 (2.1), 这 
些 子 流 形 是 研究 微分 几何 的 优良 的 具体 对 象 , 我 们 列举 它们 的 许多 例子 ， 然 后 定义 
这 些 子 流 形 的 参数 化 ; 衔接 两 个 参数 化 的 方式 , 正好 用 来 过 渡 到 给 出 抽象 (微分 ) 流 
形 的 定义 (2.2). 流 形 是 研究 微分 几何 的 优良 对 象 , 有 时 甚至 会 出 现在 具体 的 问题 中 . 

我 们 研究 与 流 形 联系 着 的 数学 概念 : 态 射 、 切 空间 、 切 丛 、 一 个 流 形 的 子 流 形 、 
漫 和 人 浸没、 嵌入 和 它们 的 性 质 . 既 为 了 诠释 理论 , 也 为 了 后 面 的 需要 , 两 个 例子 被 
仔细 讨论 : 窗 合 映射 (2.4) 和 欧 几 里 得 空间 的 一 个 子 流 形 的 法 从 (2.7). 另外 一 个 简 
单 的 结果 是 当即 给 出 的 , 该 结果 断言 一 个 连通 流 形 的 微分 同 胚 是 转移 的 (2.3.7). 

本 章 还 呈现 了 几 个 更 加 鲜明 的 例子 (2.1.6.2 和 2.4.12): 球面 , 实 射影 空间 和 环 面 ， 
后 面 会 经 常用 到 它们 的 德 拉 姆 群 的 计算 (5.7 和 5.8), 以 及 它们 的 体积 的 计算 (6.5.5). 


2.1 Rn 的 子 流 形 

2.2 抽象 流 形 

2.3 态 射 

2.4 和 覆 释 映射 . 商 

2.5 切 空间 

2.6 子 流 形 . 浸 和 人 . 浸没 . 嵌入 
2.7 单位 法 从 . 管 形 

2.8 习题 


2.1 R" 的 子 流 形 “47. 


2.1 Rn 的 子 流 形 


对 于 d sm 典范 包含 及 4 C R" 是 映射 (z1,… ,za] 一 (Z1,… Tay0,… ,0); 这 
也 可 以 表示 成 R" = Rz x Rnr-4. 

2.1.1 定义 

给 定 Rn 的 一 个 子 集 V. 我 们 称 V 是 Rn 的 d 维 C? 类 的 子 流 形 , 如 果 对 于 VV 
的 每 个 点 z, 存在 Rn 的 一 个 含有 点 z 的 开 集 U 及 一 个 从 Uf 到 其 像 f(U) 的 CP 类 
的 微分 同 胚 f(f(U) 是 Rn 的 开 集 ), 满足 条 件 : f(U 站 V) = 有 (DU) 门 Rin 一 d 称 为 VV 
的 余 维 数 . 


图 2.1.1 


2.1.2 ”定理 

给 定 Rn 的 一 个 子 集 V. 下 列 五 个 性 质 等 价 : 

(了 是 Rn 的 d 维 CP 类 的 子 流 形 ; 

(六) 对 于 VV 的 所 有 点 z, 存在 Rm 的 一 个 含有 点 z 的 开 集 U 和 nn 一 d 个 从 UU 到 
RR 的 CP? 类 函数 fi(i = 1,.… ,n 一 d), 使 得 线性 形式 


fi(z), i=1,...…,n-d 
是 线性 无 关 的 , 并 且 
vNvV= 站 F000); 
i=1 


(ii) 对 于 V 的 所 有 点 z, 存在 Rn 的 一 个 含有 点 z 的 开 集 U 和 一 个 从 U 到 
Rn-d 的 CP 类 浸没 f, 使 得 UV = 广 !(0); 

(iv) 对 于 VV 的 所 有 点 z, 存在 Rn 的 一 个 含有 点 工 一 (61,… ,én) 的 开 集 U, 一 个 
含有 点 (1,… ,4) 的 R4 的 开 集 U' 和 从 U' 到 RR 的 CP 类 函数 hhi(i=1,…,n 一 )， 
在 坐标 适当 置换 后 , 人 iD 是 从 U' 到 Rn-d (对 于 典范 同 构 Ri x R" = R") 的 映 
射 (hi,… ,hn-a) 的 图 像 ; 


"4 名， 第 二 章 微分 流 形 


(Y) 对 于 T 的 所 有 点 z, 存在 Rm 的 一 个 含有 点 z 的 开 集 D Rd 的 一 个 含 0 的 
开 集 0, 一 个 从 0 到 Rn 的 映射 9, 使 得 g(0) = zg 是 从 8 到 VNU ( 赋 以 由 Rn 
的 拓扑 诱导 的 拓扑 ) 上 的 CP 类 同 胚 , 并 且 g'(0) 是 单 射 . 

2.1.3 ”注释 

(i 和 ( 进 ) 的 等 价 是 显而易见 的 , 因为 显然 (证 ) 坊 (i), 而 如 果 (i 成 立 , 分 量 为 
二 的 从 U 到 Rn e 的 映射 了 在 点 z 是 一 个 浸没 , 从 而 在 z 的 一 个 邻 域内 是 一 个 浸 
没 (行列 式 是 连续 映射 ) 于 是 如 有 必要 , 缩小 U, 则 有 (iii). 

在 n=2,d= 1 的 情形 , 子 流 形 的 概念 推广 了 曲线 的 概念 , 并 且 回 到 我 们 熟悉 的 
图 像 观 点 (iv) 和 参数 表示 观点 (v). 在 n = 3,d = 1 时 , 我 们 重新 找 回 了 曲线 作为 两 
张 曲面 的 交 的 熟知 体验 (ii) 和 (ii)). 


Re 


观点 (iv) 
(图 像 ) 


a 
R 


图 2.1.3.1 
Re 0 8 
2 - 
~e CY 
观点 (w) Wz 
(浸入 ) R” 
图 2.1.3.2 


2.1.3.1 观点 (ii) 在 于 用 局 部 方程 定义 子 流 形 , 或 把 子 流 形 看 作 超 曲面 的 交 ( 参 
见 2.1.6.5); 观点 (证 ) 是 把 子 流 形 看 作 一 个 浸没 的 核 ; 观点 (iv) 是 把 子 流 形 看 作 图 像 ， 
而 观点 (v) 是 把 子 流 形 看 作 浸 入 的 像 (都 是 局 部 的 ). 这 最 后 的 观点 的 缘由 是 : 如 果 
9'(0) 是 单 射 , 则 对 于 充分 邻近 于 0 的 z,g'(z) 也 是 单 射 . 
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2.1.4 证 阴 
由 于 我 们 已 经 知道 (ii) 全 ( 进 ), 所 以 只 需 证 明 


(ii) > 1) = (v) = (iv) = (DD. 


(ii) 一 (0: 这 正 是 定理 0.2.26 所 断言 的 . 

0) 全 (v)， 利 用 定义 2.1.1, 如 有 必要 , 经 过 平移 可 以 假定 f(z) = 0. 取 2 = 
JUnTV), 令 9= 广 1oii 是 典范 单 射 ,i: Rd 一 R*. 利用 V 从 Rn 的 拓扑 诱导 所 
得 的 拓扑 的 定义 , 我 们 得 到 9 是 从 2 到 VNU 上 的 C 类 同 胚 . 

(v) > (iv); 凭借 R" 的 坐标 的 重新 编号 , 可 以 假定 9%(0)(Rd) 门 Rn-a = {0}， 
这 里 , 按照 表示 R" = Rz x Rd4 认为 Ra Cc Rn". 设 p : Rn 一 Rd 是 从 Rn 
到 其 第 一 个 因子 的 投影 , 从 g'(0)(RJ)NR"4 = {0} 推出 pog)'(O)J(Ra) = Re, 即 
p09 在 点 0 是 平 直 的 ， 根 据 定理 0.2.22, 存在 8' e Oo(0) 使 得 pog 是 从 2' 到 
UV' = p(g(22')) e O(R4) 上 的 一 个 微分 同 胚 . 从 而 只 需 取 这 个 V' 作为 V' 和 取 映 射 
hh =go(pog)-! eC?(U';R") 的 后 nd 个 坐标 函数 作为 hi,… ,hn_a, (iv) 就 满 
足 . 事实 上 , 由 假设 , h(V') = g(2') 是 VU 的 一 个 开 集 , 故 存在 Ue Ou(R") (由 
诱导 拓扑 的 定义 ), 使 得 9(20 = MD = 帮 门 V. 于 是 由 U” 和 h 的 构造 的 过 程 知 
道 VNV 正好 是 (hn,… ,hn_a) = 上 h 的 图 像 


Ra SA 
“一 FE 一 
De > 4 poe) 
esa 
PS 
图 2.1.4 


(iv) = (i: 只 需 令 
icC Tn) = hz Ta) Tira 一] 下 


定理 2.1.2 的 证 明 到 此 完成 . 
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2.1.5 ”注释 

在 (v) 中 “浸入 ”和 “ 同 胚 ” 两 个 条 件 是 本 质 的 . 事实 上 , 如 果 取 0 = R,g(t) == 
( 台 , 如 ) e R2, 映射 9 是 Ce 类 的 , 并 且 是 从 R 到 其 像 g(R) 的 一 个 同 胚 , 但 是 g(R) 
不 是 R? 的 子 流 形 ; 定义 2.1.1 在 zx = (0,0) e R? 决 不 满足 (参见 习题 2.8.1). 其 实 ， 
g'(0) = 0, 浸 和 人 条 件 不 满足 . 

如 果 取 4 = R,g e Cc(R;R2), 由 图 2.1.5.1 确定 . 其 中 箭头 二 表示 当 t 趋 
于 +oo 时 ， 


R 8 性， 
一 一 -一 -一 R 
CG 


图 2.1.5.1 


对 应 的 点 g(t) 趋 于 g(0), 一 > 的 意义 类 似 . 在 点 z = g(0), 定义 2.1.1 肯定 不 满足 ， 
因为 对 于 R? 的 所 有 含有 g(0) 的 开 集 Y, 9-1(0) 包含 R 的 含 0 的 区 间 外 , 还 包含 形 
如 (-eo,b 和 (c, +co) 的 区 间 ; 参见 习题 2.8.1. 还 可 以 参见 习题 2.8.4 中 的 另 一 个 重 


要 例子. 


图 2.1.5.2 


2.1.6 ”R" 的 子 流 形 的 例子 

2.1.6.1 给 定 Rm 的 d 维 CP 类 子 流 形 V 和 BRm 的 e 维 CP 类 于 流 形 W. 则 
VxW 是 R"tm 的 d+e 维 Cr? 类 乘积 子 流 形 . 

对 于 ze Vy e W 应 用 性 质 (ii), 得 到 n+m 一 (d+e) 个 定义 在 R"+m 的 含有 
(z,9) 的 一 个 开 集 U = Un x U2 上 的 函数 所 , 它们 对 于 V x W 满足 性 质 (ii). 还 可 以 
参见 习题 2.8.3. 

2.1.6.2 给 定 Ra+l 中 的 球面 54 = {zlz e Rd+l,|zl = 1}, 这 是 R4+t1 中 的 也 
维 C™ 类 子 流 形 ( 若 d=1, 是 圆周 , 若 d = 0, 则 是 两 个 点 ). 
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事实 上 ， 
5 = {z= (6 , an) + + 1=0}. 
念 
(6 一 全 + 二 全 1， 
则 /是 Rd+l 到 RR 的 一 个 C™ 类 映射 ,使 得 54 = f-1(0). 并 且 , f'(z) 是 向 量 
(2€1,.* ,2éa+1). 

如 果 z = (和 ,fat1) es Ss, 则 至 少 一 个 坐标 不 为 零 , 从 而 f(z) (等 同 于 Rad+l 的 
一 个 向 量 ) 不 是 零 向 量 : 根据 性 质 (i), S54 的 确 是 Rs+! 中 的 d 维 Ce 类 子 流 形 . 

我 们 更 愿意 摆脱 坐标 而 把 f 写成 f= |. | 一 1, 相应 的 导数 写成 f(z) = 2(z|) 
(参见 0.1.15.1), 如 果 z 关 0, 则 f'(z) 不 是 零 . 

2.1.6.3 环 面 , 第 一 个 生成 方法 (另外 参见 2.4.12.1). 给 定 一 个 整数 d > 1. 考虑 
R2 中 的 中 心 在 O 半径 为 a ”的 圆周 S1(d-!/?), 进而 考虑 在 R2d = (R2)d 中 的 a 
个 这 样 的 圆周 的 乘积 


d 
T = (Sa)) = Sd 2) x x Sd) c R2 x. x BR? = RY 


根据 2.1.6.1 和 2.1.6.2, 这 是 R24 的 一 个 d 维 Ce 类 子 流 形 , 称 为 d 维 环 面 . 这 也 可 
以 说 成 T4 由 方程 


二 全 二 2 | 
+= 坟 TZ3+T4=  ， 7Z2d-1 十 72d 一 也 


定义 的 . Te 是 紧 致 的 , 并 且 T4 < 524 1. 

2.1.6.4 正 交 群 O(n) (参见 中 ，35.11.1) 的 一 个 实现 是 n 阶 可 逆 的 满足 条 件 
th = A-! 的 方 阵 4 的 集合 . 这 是 R" 的 子 集 ， 事 实 上 , 这 是 Rm 的 一 个 维 数 为 
n(n 一 1)/2 的 Ce 类 的 子 流 形 . 为 确认 这 一 事实 , 我 们 指出 从 R"” 到 Rn” 对 称 矩 
阵 集合 的 映射 4 一 “4 . 4 是 一 个 浸没 , 而 对 称 矩 阵 集合 与 R"("+1/2 等 同 , 再 利用 
2.1.2 的 性 质 (iii), 即 得 欲 证 . 参见 习题 2.8.10. 

2.1.6.5 Ratl 的 一 个 (Cz 类 ) 超 曲 面 是 Ra+l 的 一 个 d 维 (Cz 类 ) 子 流 形 , 其 
余 维 数 是 1. 
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定理 2.1.2 的 性 质 (ii) 指出 超 曲面 局 部 地 分 割 Ra+1 成 两 个 区 域 , 如 果 f = 用 
是 具有 定理 2.1.2 性 质 (i 的 一 个 函数 , 它们 是 广 !(R3) 和 /1(R*). 虽然 要 注意 ， 
一 般 地 说 , 无 法 区 分 这 两 个 区 域 ; 不 过 参见 6.4, 有 些 情 形 还 是 能 够 区 分 的 . 问题 在 于 
要 知道 一 个 超 曲面 局 部 地 把 空间 分 割 成 两 个 区 域 , 整体 地 是 否 也 这 样 , 这 一 般 地 称 
为 “从 局 部 到 整体 ”的 问题 : 参见 9.2 和 3.5.2. 

2.1.6.6 余 维 数 为 0 的 子 流 形 是 Ra 的 开 集 . 

2.1.6.7 维 数 为 0 的 子 流 形 是 R4 的 孤立 点 的 集合 . 

2.1.6.8 书 罗 内 塞 曲 面 . 球面 


$2 = {(z,Y,2) :22+ +2z = 1} 
在 映射 
2.1.6.9 ff: (1,Y,2) (72, 92, 22, V2yz, V3azz,V2zg) 


下 的 像 是 Rs 的 2 维 子 流 形 , 叫做 韦 罗 内 塞 曲 面 , 习题 2.8.5 是 关于 这 个 主题 的 , 参 
见 2.4.12.2 和 2.6.13.2. 

2.1.6.10 ”习题 2.8.1, 2.8.3, 2.8.4, 2.8.5 提供 了 子 流 形 的 其 他 例子 或 反例 

2.1.6.11 d = 1,n = 2 的 情形 将 在 第 八 章 和 第 九 章 仔细 研究 , 4 = ln = 3 的 情 
形 将 在 第 八 章 (曲线 ) 研究 , 而 4 = 2,n = 3 (Rs 曲面 ) 的 情形 将 在 第 十 章 和 第 十 一 
章 研究 . 

2.1.7 ”过渡 

下 面 的 定理 2.1.9 建立 Rn 的 子 流 形 V 和 抽象 流 形 之 间 的 本 质 联系 . 

2.1.8 定义 

Rn 的 子 流 形 V 的 一 个 参数 表示 (1,9) 是 一 个 配对 , 其 中 Q € O(R4)，9 € 
Cp(V; Rn), 并 且 9 是 一 个 浸入 , g() 是 V 的 一 个 开 集 ,9g 诱导 从 人 2 到 9(8) 的 一 个 
同 胚 . 

2.1.9 ”定理 

给 定 Rn 的 一 个 4 维 Cp 类 的 子 流 形 V,V 站 Di 和 V 门 Us 的 参数 表示 (01,g1) 和 
(Ca;,ga), 其 中 四 和 本 是 z 在 Rn 中 的 邻 域 . 则 映射 gj 1ogi 属于 C?(Q 人 Ng7 (U1); 
R") (或 者 说 gl 和 g2 是 CP- 相 容 的 ). 

由 于 V 是 d 维 的 子 流 形 , 根据 定义 2.1.1, 存在 含有 z 的 一 个 开 集 S, 一 个 从 
5 到 /(5) 上 的 微分 同 胚 j, 使 得 f(SNV) = FS) 门 R< 由 于 9(2) = VN 
适当 缩小 和 平移 9 成 Wi, 可 以 假定 Wi 是 0 的 邻 域 , 并 且 gi(Wi) C V 站 5 ( 
为 5S 是 开 集 ), 从 而 (fo gi)(Wi) c Re， 同样, 存在 含有 0 的 人 2 的 开 集 Wo, 使 得 
(fog92)(W2) C Rd. 于 是 在 集合 论 的 意义 下 


gz!og=92!of lofog= (fo09) !o(fo9). 
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fog 和 fog 是 CP 类 的 ; fogs 是 双 射 和 平 直 的 (因为 gs 是 从 Ra 到 Rn 的 单身 
而 /是 从 R" 到 R" 的 双 射 ) 于 是 根据 0.2.22, (foga)-1 是 Cr 类 的 . 最 后 , g7! og 
处 处 局 部 是 C? 类 的 , 从 而 是 CP? 类 的 . 

对 于 条 :egi 的 具体 例子 , 参见 习题 2.8.2 和 2.8.7. 
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2.2.1 定义 

给 定 一 个 集合 X 和 一 个 整数 p > 0. 配对 的 集合 {(Ui, gi)]ier 称 为 X 上 的 CP 
类 的 a 维 图 册 , 如 果 以 下 三 个 公理 满足 : 

(A.T.1) 于是 于 的 子 集 , 并 且 瑟 =[. 


TYE 了 

(A.T.2) 每 个 pi 是 从 Ui; 到 Rd 的 一 个 开 集 上 的 双 射 ,并 且 对 于 每 个 配对 人 
gi(Ui 门 0) 是 Rd 的 一 个 开 集 . 

(A.T.3) 对 于 每 个 配对 (i,j), 映射 pj o p71 是 从 oi 人 (天门 万) 到 pj(Ui 门 Dy) 的 
一 个 CP 类 的 微分 同 胚 . 

2.2.2 ”注释 

在 条 件 (A.T.3) 中 , 以 下 注解 是 适宜 的 . p71! 定义 在 pi(U;) 上 , pjop7! 要 有 定义 ， 
必须 p71(z) e U5, 即 z€ pi( 力 ), 故 pjowr! 定义 在 pi(Ui 由 0;) 上 ,在 eino) 
内 取 值 . 

代替 R4, 可 以 取 一 个 巴 拿 赫 空 间 EE, E 不 必 是 有 限 维 的 , 这 就 扩大 了 研究 的 
范围 , 但 也 增加 了 复杂 程度 ,因为 在 这 种 情形 下 , 线性 映射 未必 是 连续 的 , 参见 [7]， 
421 页 . 

2.2.3 定义 

定义 2.2.1 中 的 (Liepi 称 为 图 册 的 坐标 卡 ， 如 果 ze Ui, 则 说 (Uipi) 是 在 
z 的 坐标 卡 ， 如 果 wpi(z) = 0 (Rd 的 零 向 量 ), 则 说 它 是 中 心 在 z 的 坐标 卡 ， 如 果 
Wai(z) = (pal(Z),… ,pia(T), 函数 pik(z) (1<kk< qd) 称 为 与 坐标 卡 (Li pi) 关联 
的 局 部 坐标 . 

2.2.4 定义 

给 定义 的 一 个 子 集 U, yp 是 U 到 Ra 的 一 个 开 集 上 的 双 射 如 果 并 集 {(U,p)}U 
{(Ui, pi)}ier 仍然 是 图 册 , 我 们 称 坐 标 卡 (Up) 与 图 册 {(Ui, gpi)]ier 是 相 容 的 . 两 个 
CP 类 的 d 维 图 册 是 相 容 的 , 如 果 它 们 的 并 集 仍然 是 图 册 . 

为 使 坐标 卡 (U,w) 与 图 册 {(Ui, yi)}ier 是 相 容 的 ， 必 须 诸 p(UNUi) 和 
yi(U 门 Ui) 是 Ra 的 开 集 , 并 且 映 射 

yogir! 和 ypioyg-! 

在 其 定义 域 上 是 C? 类 的 . 
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图 册 之 间 的 相 容 关系 是 等 价 关系 , 由 此 引出 流 形 的 定义 . 

2.2.5 ”定义 

车 在 一 个 集合 禄 上 给 定 了 一 个 X 上 的 CP (p > 1) 类 的 d 维 图 册 的 一 个 等 价 
类 , 则 称 六 是 一 个 C? 类 的 d 维 流 形 . 给 定 等 价 类 的 任何 一 个 图 册 的 一 个 坐标 卡 称 
为 流 形 X 的 一 个 坐标 卡 . 

相对 于 拓扑 流 形 , 对 应 于 p = 0 的 情形 , 这 里 定义 的 流 形 (对 应 于 p > 0 的 情形 ) 
经 常 称 为 微分 流 形 , 我 们 将 不 谈论 拓扑 流 形 . 

实际 上 , 往往 在 定义 流 形 X 时 , 只 给 定单 独 的 一 个 图 册 , 它 取 自 图 册 的 等 价 类 ， 

我 们 现在 要 给 流 形 X 装配 一 个 典范 拓扑 (只 依赖 流 形 的 结构 ). 而 在 另外 的 陈 
述 方式 里 , 我 们 从 一 个 拓扑 空间 X 出 发 , 要 求 坐 标 卡 的 定义 域 U; 是 X 的 开 集 , 映 
射 w 是 从 Ui 到 pi(Ui) 上 的 同 胚 . 

2.2.6 ”定理 

设 X 是 一 个 CP 类 的 d 维 流 形 . 则 对 于 X 可 以 装配 一 个 拓扑 , 其 开 集 是 坐标 
卡 的 定义 域 的 并 集 . 这 个 拓扑 称 为 典范 拓扑 . 

问题 涉及 的 是 验证 拓扑 的 公理 (01) 和 (O02): 用 O 表示 开 集 的 集合 , 以 下 两 个 
公理 必须 满足 : 

(01) O 的 集合 的 所 有 并 集 在 O 内 ， 

(02) O 的 集合 的 所 有 有 限 交集 在 O 内 . 

O 的 元 素 本 来 就 是 坐标 卡 的 定义 域 的 并 集 , (01) 平凡 地 满足 . 至 于 (02), 只 需 
考虑 O 的 两 个 元 素 的 交集 . 设 


A4=【JU 和 B= Uv 
JEJ keEK 
是 坐标 卡 的 定义 域 的 两 个 并 集 . 求 交集 得 
ANB= U (UND), 


Gk)EIxXK 


只 需 证 明 U; 站 Ui 是 流 形 的 坐标 卡 的 定义 域 , 即 与 其 他 的 坐标 卡 相 容 . 设 wj 是 从 UU; 
到 R? 内 的 映射 , 我 们 有 yj(Uj 站 Us) s O(R4), 并 且 配 对 


(UNUis ein 
是 一 个 与 X 的 坐标 卡 相 容 的 众 标 卡 . 因为 车 令 忆 = ojlu ao, 则 
YUNU) = pi(UNUs) seO(R9)， 


并 且 对 于 X 的 所 有 坐标 卡 (U,yp), po yp7! 是 从 py(U 站 nD) 到 yp(VUNnD) 的 Cr 类 
的 微分 同 胚 , 故 


= 
po “pp | wwnumunm 
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是 从 yDUNO; 站 0k)) 到 p(U NU;N 几 Us)) 上 的 CP 类 的 微分 同 胚 . 类 似 得 到 yow-! 
是 从 em( 万 门 瑟 ) 到 wm(Z 站 De)) 上 的 Cr 类 的 微分 同 胚 

现在 的 任务 是 在 X 装配 典范 拓扑 之 后 , 用 单独 的 一 个 图 册 来 表示 X 的 开 集 的 
特征 . 

2.2.7 ”定理 

给 定 d 维 流 形 X 的 一 个 图 册 {(Vi, yi)Jier 和 XX 的 一 个 子 集 U. 当 且 仅 当 对 于 
所 有 坐标 卡 (Vi, pi), pi(U 门 Vi) 是 Re 的 开 集 ,U 是 X 的 开 集 . 

事实 上 , 如 果 用 多 表示 X 的 满足 定理 2.2.7 中 的 条 件 的 子 集 的 集合 , 我 们 首先 
证 明 & 定义 X 上 的 一 个 拓扑 , 然后 证 明 这 个 拓扑 跟 在 2.2.6 由 集合 O 定义 的 拓扑 
一 致 . 

给 定 % 的 元 素 (Us)ae4a, 考虑 并 集 0 = | Ua. 取 定 图 册 的 一 个 坐标 卡 (Vi, gi)， 


a€A 
由 于 UNV= (Vs 几 W), 我 人 有 


ae4 


yiUNV) = ps (U (on) = U vi(VaNY), 
aEA aEA 

由 于 Vi 在 中 , pi(UVa 门 Vi) 是 Ra 的 开 集 , pi(C 门 W) 作为 Ra 的 开 集 的 并 集 , 必 

是 开 集 . 由 此 得 到 U e 多 . 对 于 rr 的 元 素 的 有 限 交 集 进行 类 似 的 推理 (这 时 要 用 

到 wi 是 从 Vi 到 其 像 上 的 单 射 ), 得 到 它 必 在 Y 中 . 于 是 Y 在 X 上 定义 一 个 拓扑 ， 

转 而 证 明 多 = 0. 设 Ue WY. 由 于 诸 Vi 覆盖 X, 我 们 有 局 = LUnV); 如 


果 证 明了 每 个 UN Vi 都 是 与 图 册 {(W,wi)jey 相 容 的 坐标 卡 的 定义 域 ,将 有 U e O， 
从 而 多 CO. 令 

Wi=UNV, 和 大 =oilonw， 
那么 (Wi, w;) 是 一 个 与 给 定 图 册 相 容 的 坐标 卡 。 这 是 因为 对 于 任意 指标 j, 映射 
oo 定义 在 


上 (mn 一 Cn = pAUNVNY) = pVUNVI pVNY) 


上 ,第 二 个 等 式 用 到 y; 是 双 射 . 于 是 pioyj 定义 在 Rd 的 一 个 开 集 上 (由 于 Ue 多 ， 
由 于 两 个 坐标 卡 (Vi, yi) 和 (Vi,wj) 满足 图 册 的 性 质 (A.T.2), p,(Vi 站 VW) 是 Ra 的 
开 集 , 作为 R4 的 两 个 开 集 的 交集 (Wi 站 Vi) 是 开 集 ). pj 。 wr! 是 pj o yp7! 在 这 
个 开 集 上 的 限制 , 从 而 是 C? 类 的 微分 同 胚 . 

同样 验证 wo pj! 是 一 个 C 类 微分 同 胚 . 

现在 只 需 证 明 包 含 关系 O C 多 .为 此 只 需 证 明 X 的 两 个 相 容 的 图 册 
{(WVi, pi)hier 和 {(Wi, 尹 )}ey 定义 同一 个 拓扑 多 . 

事实 上 , 假定 这 已 经 证 明 , 而 设 Ve O, VU 是 X 的 坐标 卡 的 定义 域 (Ui)ier 的 车 
干 元 素 的 并 集 . 取 X 的 一 个 单独 的 图 册 , 让 它 含有 所 有 的 Ui, 对 于 这 个 图 册 的 每 个 
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坐标 卡 (Ui, px), 我 们 有 


ok(U 站 DR) = pk (( oj no = Ok (U (ney) = (J pr(UNUs). 
i€ET iET iET 

根据 (A.T.2), px(Ui 门 Us) 是 Ra 的 开 集 , pk(U 站 Uk) 作为 Ra 的 开 集 的 并 集 , 必 是 
Ra 的 开 集 , 由 此 推 知 Te 多 . 

该 是 证 明 下 列 引 理 的 时 候 了 . 

2.2.8 引 理 

给 定 流 形 X 的 两 个 图 册 {(WV, pi)}ier 和 {(, 力 )}jje7, 它们 分 别 定义 拓扑 久 
和 UY',U 是 义 的 一 个 子 集 . 则 当 且 仅 当 X 对 于 人 WY 是 开 集 时 , X 对 于 W' 是 开 集 . 

设 Ue, 而 (Wi;,) 是 第 二 个 图 册 的 任意 一 个 坐标 卡 , 必须 证 明 wv;(U 站 Wi) 
是 Rs 的 一 个 开 集 , 即 要 证 它 是 它 的 每 个 点 的 邻 域 . 设 ye wj(U Wi), 于 是 存在 ze 
UN 站 mW, 使 得 y=;(z). 六 被 诸 Vi; 覆盖 ,可 设 ze Vi, 那么 有 ye wi(U 站 Vi 站 Wi). 
但 是 坐标 卡 

(UNVio, piolunw) 


与 第 一 个 图 册 是 相 容 的 (在 2.2.7 中 Wc O 的 证 明 ), 而 两 个 坐标 卡 是 等 价 的 , 故 
此 坐标 卡 与 第 二 个 图 册 也 是 相 容 的 ， 特 别 地 , 有 (UV 门 Vio 门 W;) 是 Ra 的 含 于 
几 (U 门 一) 的 开 集 . 这 就 完成 了 引 理 的 证 明 . 

定理 2.2.7 给 我 们 提供 了 另外 一 种 定义 流 形 的 拓扑 的 方式 . 

2.2.9 ”定理 

设 给 流 形 X 配备 了 典范 拓扑 , 则 对 于 流 形 的 每 个 坐标 卡 (Up), 从 局 到 p(U) 
上 的 映射 p 是 一 个 同 胚 . 

由 于 yp 是 双 射 , 所 以 只 需 证 明 yp 是 双方 连续 的 . w 是 连续 的 , 当 且 仅 当 对 于 Rs 
的 每 个 开 集 V, p-!(Y) 是 X 的 一 个 开 集 . 如 果 证 明了 配对 (yp-1(V), ylp-icv)) 是 流 
形 X 的 一 个 坐标 卡 , 其 定义 域 就 是 X 的 一 个 开 集 . 记录 = yplp-1(v), 并 且 设 (Vi, wpi) 
是 天 的 任意 一 个 坐标 卡 . 由 于 是 从 yp-1(V) 到 站 门 w(Z) 上 的 双 射 , 映射 piow-! 
事实 上 就 是 iop-1 在 了。 的 开 集 


VYne(mea = VNpUNU:) 


上 的 限制 ,由 此 推出 giow-! 是 从 V 站 pg(U 站 U3)=yV(p-1VN0) 到 ygi(y-1(V) 败 Ui) 
上 的 C? 类 微分 同 胚 . 

映射 op; 1 定义 在 pi(Ui 门 p-1(V)) 上 , 既然 少 是 yp 在 yw-1(V) 上 的 限制 ， 
Yor! 就 是 powr! 在 


yi(UiNp™ (V)) = paUiNU Np (V)) 
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上 的 限制 , 在 pi(Ui 几 VU) 几 V 上 取 值 , 从 而 是 Re 的 开 集 (根据 (A.T.2)， vp(UiNUD) 
是 Re 的 开 集 ). 再 根据 (A.T.3), 推出 pi(Ui 丫 gp-1(V)) 是 Ra 的 开 集 ,并且 风 op7! 
是 C? 类 微分 同 胚 . 

现在 只 要 证 明 从 yp(U) 到 UV 上 的 映射 p-! 是 连续 的 , 即 证 明 对 于 X 的 所 有 开 
集 5, (5) 是 Ra 的 开 集 . 

由 于 yp 只 定义 在 UV 上 , 所 以 事实 上 有 yp(5) = (5 站 中 . 设 {(Uieajier 是 X 
的 一 个 图 册 , 我 们 有 SU = (Uy a) 站 Smz, 于 是 


iET 


iel 


(SNV)=¢ (U nsno) = (re(sNUND). 
TET 


5 既然 是 X 的 开 集 , S 门 U 也 是 X 的 开 集 , 根据 定理 2.2.7, p(S 站 UNUi) 是 Ra 的 
开 集 , 故 w(S 门 ) 是 Ra 的 开 集 . 

2.2.10” 流 形 的 例子 

首先 指出 , R* 对 于 由 唯一 坐标 卡 (Rn",id nn) 组 成 的 图 册 是 一 个 流 形 ， 人 们 总 
是 默认 这 个 结构 作为 R” 的 流 形 结构 . 

2.2.10.1 定理 

R" 的 子 流 形 以 典范 的 方式 是 流 形 , 并 且 它 们 的 流 形 的 拓扑 与 由 Rn 诱导 的 拓 
扑 重 合 . 

设 V 是 Rr" 的 d 维 Cr 类 的 子 流 形 . 根据 定理 2.1.2(v), 对 于 Y 的 每 个 z, 存在 
BR” 的 包含 z 的 一 个 开 集 U, Ra 的 一 个 开 集 0,, 和 一 个 从 2 到 Rn 的 映射 gs, 使 
得 gs 是 从 2: 到 VNU 上 的 一 个 同 胚 , 并 且 根 据 2.1.3.1 末尾 所 说 的 是 一 个 浸入. 

考虑 VV 的 子 集 Us = gz(Q:) 和 从 Us 到 82, 的 映射 gz1, 配对 (Us,gz1)s 确定 
一 个 图 册 , 这 是 因为 


(A.T.1) Uw=v; 


zEV 


(AT.2) 951(I) = 0 


是 R4 的 一 个 开 集 , 如 果 考 虑 gz1(Uz 门 轴 ), 这 是 Us 站 Us = ge(2) 站 gw( 僻 ) 在 同 
胚 gz! (参见 2.1.2 的 (v)) 下 的 像 , 而 三 门 殉 = gz(222) 门 gy(2,) 是 Rn 的 开 集 , 故 
9z1(Uz 门 Uy) 是 开 集 . 

(A.T.3) 这 正 是 定理 2.1.9. 

稍 迟 在 (3.1.5) 将 看 到 , 在 某 种 意义 下 , 除 Rn” 的 子 流 形 外 ,Rn" 不 再 有 其 他 的 
流 形 . 


.58 第 二 章 微分 流 形 


2.2.10.2 
对 于 一 个 流 形 不 配备 它 的 典范 拓扑 , 则 它 的 开 集 是 一 个 流 形 . 这 时 我 们 称 它 在 
典范 的 意义 上 是 一 个 流 形 . 
X 既然 是 一 个 流 形 , 它 有 图 册 {(Ui, pi)jier. 诸 配 对 


(UNUi, pilynv)ier 


组 成 UV CX 的 一 个 图 册 . 

(A.T.1) 诸 Ui 覆盖 XX, 诸 UNU 覆盖 U; 

(A.T.2) 令 如 = pilunv,s 则 根据 2.2.7, Yi(UNn5)= wpi(UNDi) 是 Ra 的 开 集 
(假定 X 是 d 维 的 ), 由 于 UNU 也 是 XX 的 开 集 ， 则 (Znn 态 ) 是 Ra 的 开 集 . 

(A.T.3) 最 后 Wo Wr! 是 pj o yp?! 在 win 于 站 万) 的 限制 ,从 而 是 从 
(UN 站 配 ) 到 wi(UVNNUViNnUD;) 上 的 C 类 微分 同 胚 . 

2.2.10.3 

设 兴 是 一 个 C? 类 的 d 维 流 形 ,{(Ui,4pi)}ier 是 的 一 个 图 册 , 而 了 是 一 个 CP 
类 的 e 维 流 形 , {(Vi,Wj)}jeJ 是 了 的 一 个 图 册 . 则 基 xY 是 由 一 个 图 册 


{Us x Vs, pi x Yi}(ij)erx7 


定义 的 CP 类 的 d 十 e 维 流 形 . 
yi x 由， 的 定义 是 


pix i: (TY) + (Piz), Wi(W)) E Re x Re = RAte. 


注意 , 如 果 X 是 C? 类 , 而 Y 是 Co 类 的 , 则 X xY 是 Cintz,9) 类 的 . 

命题 2.2.10.3 的 验证 是 直截了当 的 . 还 需 验 证 ( 留 给 读者 ) X 上 的 相 容 的 图 册 和 
Y 上 的 相 容 的 图 册 在 X x Y 上 提供 相 容 的 图 册 . 于 是 X x Y 上 的 流 形 结构 仅 依赖 
XX 和 YY 的 流 形 结构 . 这 样 , 我 们 就 可 以 谈论 X x Y 是 流 形 X 和 了 的 乘积 流 形 . 

2.2.10.4 下 面 的 例子 指出 流 形 的 拓扑 一 般 不 是 分 离 的 . 

在 R? 上 给 定 两 个 子 集 


Ei={(z0);zeR} 和 Es={(z,1);z € R}. 
在 三 = 玉 U Es 上 定义 一 个 等 价 关系 多 : 


(2,0)%(y,0) z=Y, 
(2,1)2(y,1) Sr=Yy, 
(z,0)R(Yy,1) OrI=y<O0. 


商 集 X = F/ 锡 的 类 用 元 素 (z,0),z < 0 和 元 素 (x,0),(z,1),z > 0 表示 , 见 
图 2.2.10.4. 


2.2 抽象 流 形 -59 . 


图 2.2.10.4 


下 列 两 个 坐标 卡 给 X 配备 流 形 结构 : 


={(7,0);r ER}, pi((z,0))=7, 
U2 = {(z,0);z < O}U{(y, D,y > 0}, v2((z,0)) = 7, p2((y,1)) =y. 


我 们 有 UU U2 = X, (A.T.1) 满足 . 

pi( 太 ) = R, yp2(U2) = R 是 开 集 , p1(U1 门 U2) = {z;z < 0} 是 开 集 , pz( 门 2) 
(= gi(Ui 门 02)) 是 开 集 . p10 yz! 是 从 po(U1 门 02) = (-00,0) 到 p(V 败 U2) = 
(-co,0) 上 的 映射 z (zx,0) 一 z, 这 是 一 个 Ce 类 的 映射 . 我 们 为 X 配备 的 流 形 
结构 是 C™ 类 的 . 

而 与 之 关联 的 拓扑 不 是 分 离 的 . 这 是 因为 点 (0,0) 和 (0,1) 是 两 个 不 同 的 点 , 却 
没有 不 相交 的 邻 域 . 如 果 U 是 X 的 包含 点 (0,0) 的 开 集 , 则 pg1(U 站 0) 应 当 是 R 
的 一 个 开 集 , 而 (0,0) e U 门 i, 故 pg1(U 门 ) 是 R 的 一 个 包含 0 的 开 集 , 因而 包 
含 一 个 形 如 (a,a) (a > 0) 的 区 间 ,{(z,0); -a < z < 0} c U; 同样 , 如果 V 是 X 的 
包含 点 (0,1) 的 开 集 , 应 当 包 含 一 个 形 如 {(z,0); -8 < z < 0} 的 子 集 . 于 是 Z 和 站 
必定 相交 . 

今后 , 像 这 个 例子 一 样 的 流 形 将 排除 在 外 . 

2.2.10.5 设 久 是 一 个 流 形 , 而 羽 是 任意 一 个 集合 , 则 外 x 互 可 以 配备 一 个 流 
形 结构 . 

设 {(Ui, ypi)hier 是 X 的 一 个 图 册 , 那么 {(Ui x {e},Wie)jieneeg 是 Xx 忆 的 
一 个 图 册 , 其 中 wi,e(w,e) = pi(w). 事实 上 , 如 果 e 承 了 ,那么 Ui x {e} 门 U; x {f} 是 
空 集 , 如 果 e = f, 那么 Ui x {e} 门 0; x {e} = (Ui 门 蕊 ) x {e}, 这 就 使 得 (A.T.2) 和 
(A.T.3) 的 验证 简单 易 行 . 

如 果 已 不 是 可 数 的 , X x 已 将 是 一 个 不 大 合理 的 太 大 的 流 形 , 其 意义 将 在 3.1.3 
明确 , 我 们 会 指出 这 样 的 例子 中 的 流 形 是 不 连通 的 . 我 们 立即 给 一 个 连通 的 不 合理 
的 流 形 . 

2.2.10.6 ” 半 直 线 或 超 限 半 直线 

设 2 是 一 个 非 可 数 的 良 序 集 , 其 每 个 切断 Hs = {ye 2 :y < z} 是 可 数 的 . 这 
样 的 集合 确实 存在 , 关于 其 细节 , 参见 [10], A.1 到 A.12. 设 w 是 2 的 最 小 元 素 , 而 


X= 1x|[0,1)— {(w,0)}, 
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我 们 可 以 说 X 是 以 2 的 元 素 做 指标 的 线段 的 一 个 汇集 , 第 一 条 线段 是 (0,1), 其 余 
的 是 [0,1). 我 们 为 X 以 词典 法 排序 , 并 且 给 X 配备 和 这 个 次 序 关联 的 拓扑 . 可 以 
验证 这 样 X 就 配备 了 一 个 C~ 类 的 维 数 为 1 的 连通 的 流 形 结构 . 

在 习题 3.6.4 中 也 给 了 一 个 怪异 的 但 构造 更 简单 的 2 维 流 形 的 例子 . 在 第 三 章 ， 
3.1.6, 我 们 将 排除 这 类 流 形 , 但 现在 就 决定 


2.2.10.7 从 今 以 后 , 假定 所 有 流 形 都 是 分 离 的 


不 言 而 喻 “分 离 的 ”是 对 于 典范 拓扑 说 的 . 下 面 给 出 流 形 的 拓扑 的 几 个 性 质 . 

2.2.11 ”定理 

流 形 X 是 局 部 紧 致 的 拓扑 空间 . 

必须 证 明 , X 的 每 个 点 有 一 个 紧 致 邻 域 .给 定 ze X 及 在 z 的 一 个 坐标 卡 (Up)， 
根据 2.2.9, p 是 U 到 w(V) 上 的 同 胚 , p(z) 在 Ra 的 邻 域 是 局 部 紧 致 的 .于 是 存在 
92(z) 在 Rs 的 一 个 紧 致 邻 域 K c wp(D), 而 p-: 是 连续 的 , 又 X 是 分 离 的 , 故 p-1(K) 
是 z 的 一 个 紧 致 邻 域 . 

2.2.12 ”定理 

一 个 流 形 X 是 局 部 连通 的 . 

证 明 是 类 似 的 : p(UV) 是 w(z) 在 Rs 中 的 一 个 邻 域 , 它 包含 p(z) 的 一 个 连通 邻 
域 C, e-!(C) 是 X 的 一 个 含有 z 的 连通 邻 域 . 对 于 含有 z 的 开 集 U 的 内 部 , 这 一 
推理 都 成 立 , 而 不 限于 一 个 给 定 的 坐标 卡 . 

2.2.13 ”定理 

一 个 流 形 X 是 连通 的 , 当 且 仅 当 它 是 弧 连 通 的 . 

我 们 知道 对 于 一 个 拓扑 空间 , 绝 连 通 蕴涵 连通 . 反之 , 假定 X 仅仅 在 拓扑 的 意义 
下 连通 . 给 定 ze X, 令 8 = tyeXi 存在 从 z 到 y 的 道路 }. 我 们 必须 证 明 Q = X， 
而 为 此 , 我 们 将 证 明 @ 非 空 , 既是 开 集 , 又 是 闭 集 . 由 于 ze @, 所 以 @ 非 空 . 

Q@ 是 开 集 . 设 y e 8, (Uyp) 是 在 点 y 的 一 个 坐标 卡 , p(U) 是 Rd 的 开 集 , 故 存在 
es > 0, 使 得 B(y(y),e) c w(D). 设 ze B(y(y),e). 存在 连续 映射 7 : [0,1] 一 Rd, 使 得 
Y(0) = p(y),7(1) = > 并 且 7([0,1]) c B(e(y),s) (例如 映射 y(t) = p(y)+t(z 一 p(2))). 
映射 

poy:[0, 1 = p(B(p(y),e)) 

是 一 条 从 y 到 2-:!(z) 的 道路 . 由 于 我 们 可 以 用 道路 连接 z 到 y, 故 可 以 从 z 用 道路 
连接 到 yp-1(z), z 是 B(y(y),e) 的 任意 一 个 点 . 于 是 ye @ > p-1(B(p(y),a)) c Q. 
由 于 % 是 从 U 到 yp(U) 的 同 胚 , p-1(B(p(y),e)) 是 一 个 开 集 , 从 而 Q 是 它 的 每 个 点 
的 邻 域 . 

@ 是 闭 集 . 设 ye @, (U,y) 是 在 点 y 的 一 个 坐标 卡 , p(y) e p(U) 是 Ra 的 开 
集 , 故 存在 。 > 0, 使 得 B(p(y),e) c P(D), 于 是 pg-1(B(y(y),a)) c U. 因为 ye 可， 
而 p-1(B(w(y),e)) 是 包含 y 的 一 个 开 集 , 故 存在 2 € QNMp-1(B(y(y),e)). 由 于 
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2(z) e B(y(y),e), 故 存在 Ra 中 的 道路 连接 w(y) 和 yp(z), 与 p-! 复合 , 可 以 用 多 
中 的 道路 连接 y 和 z. 而 > e @, 存在 X 中 的 道路 连接 z 和 z 最 后 , 连接 z 和沙 于 
是 ye 8, 即 Qce. 

终于 证 明了 Q 是 X 的 非 空子 集 , 既是 开 集 , 又 是 闭 集 , 故 @ = X. 

2.2.14 重要 流 形 的 例子 是 曲线 和 紧 致 曲面 , 对 于 曲线 , 将 在 3.4 节 对 其 进行 分 
类 , 对 于 紧 致 曲面 , 参见 4.2.25. 


2.3 态 射 


2.3.1 定义 

设 久 和 YY 分 别 是 d 维和 e 维 , C4 类 和 Cr 类 的 两 个 流 形 , p < inf(g,7). 我 们 
称 一 个 从 义 到 Y 内 的 连续 映射 是 一 个 C? 态 射 , 如 果 对 于 X 的 每 个 在 z 的 坐标 
卡 (U,p), 和 YY 的 每 个 在 f(z) 的 坐标 卡 (多 为) 从 P(Cm -ITY)) 到 Re 内 的 映射 
Wofoy-! 是 CP 类 的 . 所 有 从 X 到 内 的 CP 态 射 的 集合 记 作 CP(X;Y). 

为 了 谈论 可 微 性 , 我 们 必须 经 由 坐标 卡 过渡 . 细 说 如 下 : yo。fo wp-! 仅 在 p(U) 
的 一 部 分 上 有 定义 : 必须 ye yp(U), 使 得 f(yp-i(y)) s V, vy 在 了 有 定义 . 于 是 
p71(y) E f71(V)， 由 于 p 是 从 U 到 yp(V) 上 的 双 射 , 故 y e yp(f-1(V)), 最 终 
yeoe(nm FI(V), 后 者 是 (DZ) 的 涂 阴 影 的 部 分 . 


2 


BY) 
Cs 


见 


图 2.3.1 


由 于 假定 了 / 是 连续 的 , 并 且 Y 是 Y 的 开 集 , U 门 1-!(V) 是 X 的 开 集 , 而 w 
是 从 U 到 yp(V) 上 的 同 胚 , p(V 门 -1(V)) 是 Ra 的 开 集 , 可 以 谈论 在 wp(C 门 FI() 
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的 C? 类 映射 . 

如 果 没有 必要 明确 是 什么 类 的 , 有 时 就 称 是 一 个 态 射 . 

这 个 定义 涉及 在 z 的 和 在 f(z) 的 所 有 坐标 卡 , 有 时 候 不 大 便于 应 用 . 我 们 有 下 
列 态 射 特征 . 

2.3.2 ”定理 

给 定 维 数 分 别 为 d 维和 e 维 的 , 大 于 或 等 于 p 类 的 两 个 流 形 久 和 YY, 设 是 
一 个 从 和 到 YY 内 的 连续 映射 . 下 列 三 个 条 件 是 等 价 的 : 

人) j 是 一 个 从 X 到 闻 内 OP 态 射 ; 

(i 对 于 X 的 每 个 点 z, 对 于 X 的 在 z 的 每 个 坐标 卡 (U,yp) 和 在 flz) 的 每 个 
坐标 卡 (Vi 如), 只 要 FI) CV, 就 有 Wofoyg-! 从 yp(U) 到 Re 内 是 CP 类 的 ; 

(ii) 对 于 X 的 每 个 点 zi 存在 X 的 在 z 的 一 个 坐标 卡 (Uw) 和 YY 在 f(z) 的 
一 个 坐标 卡 (V,W), 只 要 p(U) CTV, 就 有 oj opr-le Cpz(P(D);Re). 

Q) > 如 如 果 (Vw) 是 在 f(z) 的 一 个 坐标 卡 , 使 得 f(V) c V, 则 有 Uc 
f-1(V), 于 是 UNnf-!1(V) = Uf 是 态 射 , 故 在 这 个 情形 下 , yofop-le Cr(yp(U);Re). 

多 全 ( 适 取 Y 在 f(z) 的 一 个 坐标 卡 (Vy), 由 于 / 是 连续 的 , -1(V) 是 XX 
的 一 个 包含 z 的 开 集 , 根据 X 的 拓扑 的 定义 , 存在 一 个 在 z 的 坐标 卡 (Uy), 使 得 
UC 广 !(V), 从 而 f(V) c V, 已 经 假定 (i) 的 性 质 满足 , 故 yo fowp-! 从 p(U) 到 
Re 内 是 Ce 类 的 . 

(ii) 沪 (0) 设 (S,a) 是 X 在 z 的 一 个 坐标 卡 , (T,B) 是 Y 在 f(z) 一 个 的 坐标 
卡 , 8o foa-! 定义 在 Ra 的 开 集 a 1(T)) 上 , 取 值 在 R* 内 , 要 证 明 它 是 Cz 
类 的 . 为 此 , 只 需 证 明 站 a(Snf7(7)) 的 每 个 点 的 一 个 邻 域 是 C? 类 的 . 

取 定 vs a(S 门 7 T)), 并 令 r' = arl(u) e S. 把 性 质 (iii) 应 用 到 z', 存在 X 
在 z' 的 一 个 坐标 卡 (U， 和 YY 在 f(z') 的 一 个 坐标 卡 (V,w), 使 得 F(Z) < V, 并 且 
Wofop-le Cn(P(U);Re). 考虑 映射 


Boy -loofoyg lopoa !=fBofoa-!. 


Jo aT! (坐标 卡 的 变换 映射 ) 从 包含 点 v = a(z) 的 a(SNU) 到 p(sSNU) 上 是 cz 
类 的 ; yo fow-! 从 P(D) 到 Re 是 C? 类 的 . 由 于 SNU 是 X 的 开 集 , 而 p 是 
从 了 到 p(U) 上 的 一 个 同 胚 , 故 p(SNMv) 是 yp(U) 的 一 个 开 集 , 随 之 %e fow-! 在 
92(3 门 Z) 上 的 限制 是 C? 类 的 . 最 后 6oy-! 从 wTNV) 到 8(TNV) 上 是 0? 类 
的 . 我 们 有 


ae pe’) Efe, y(f (2)). 


而 f(z') eV (坐标 卡 (V, 光 ) 的 选取 ), 又 有 


uvea(SNf- 1(T) = a lu) = 7 € f(T) = jz) eT, 
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故 (f(z)) e w(T)Nw(V) = w(TNV). 8ovw-! 在 (TNV) 上 是 C? 类 的 , 故 在 
(f(z)) 的 一 个 邻 域内 是 C 类 的 , 终于 得 到 映射 
(Bow!)o(yof op !)o(poa!) 

在 wu € a(S 门 f-!(T)) 的 一 个 邻 域内 是 CP? 类 的 . w 既然 是 任意 选取 的 , 这 就 表明 
Bofoa! eC?(a(SNf-1(T));R’). 

2.3.3” 态 射 的 例子 

2.3.3.1 设 久 和 YY 是 两 个 流 形 . 久 xY 在 久 内 和 在 Y 内 的 投影 分 别 是 态 射 . 

设 p:XxY 一 六 是 第 一 个 典范 投影 . 根据 2.3.2 (iii), 只 需 证 明 对 于 XxY 的 每 
个 点 (z,), 存在 XXxY 的 在 (z,y) 的 一 个 坐标 卡 (UxV,pxwy) 和 XX 在 z=p((z,)) 
的 一 个 坐标 卡 (W,0), 使 得 p(UV xV)c WwW, 并 上 且 9opo (wp xy)-! 从 (px)(U xV) 
到 R4 ( 设 X 是 d 维 的 ) 内 是 Cee 类 的 . (UV x Vy x 切 是 在 (z,y) 的 乘积 类 型 的 坐 
标 卡 (参见 2.2.10.3), 其 中 (U,y) 是 X 在 zx 的 坐标 卡 . 我 们 有 p(U x V) = U, 而 映 
射 popo (wp x)! 由 


(st) (P78), WO) pr1(s) rs 
EUxW 
定义 在 (p x g)(U x V) 上 , 故 是 Cee 类 的 . 

2.3.3.2 X, 有 2 是 三 个 流 形 . 若  E CP(XiY) 且 g e Cr(Y;2), 则 gof e 
CP?(X, 2). 

设 工 eX,z = g(f(z)),y = f(z). 由 假设 , 并 且 对 于 g 应 用 2.3.2 (ii), 存在 了 
的 在 y 的 一 个 坐标 卡 (V,w) 和 2Z 在 z 的 一 个 坐标 卡 (W,6), 使 得 g(V) c W, 并 且 
gogoy% 1 € Cr(w(V);9(W)). 由 假设 , 并 且 把 定义 2.3.1 应 用 到 J, 对 于 X 在 z 的 任 
意 一 个 坐标 卡 (U0, p), 我 们 有 wofowp-! € Cr(p(UN 站 nf-1(V));W(V)). 于 是 2.3.2 (iii) 
对 于 gof 满足, 只 需 取 (UV 门 f-1(V),y) 和 (TY, 9) 作为 所 需要 的 坐标 卡 , 并 且 由 于 

Gol(gof)owp =(00goy!)o (Yof ow.), 
9o(gof)ow-! 是 Cr 类 的 (参见 0.2.15.1). 

2.3.3.3 设 XX, 了 ,2Z 是 三 个 Cr 类 的 流 形 ,而 p 和 gq 分 别 是 XxY 到 X 及 YY 上 
的 典范 投影 . 从 Z 到 xY 的 映射 了 是 Cr 态 射 , 当 且 仅 当 坐标 函数 pof 和 gof 
都 是 Cr 态 射 . 

事实 上 , 如 果 f 是 Cr 态 射 ,根据 2.3.3.1, 得 p 和 g 是 Cr 态 射 ,再 由 例子 2.3.3.2， 
则 得 po f 和 gof 都 是 Cr 态 射 . 

反之 , 设 pof 和 gof 都 是 C" 态 射 . 

设 z € 2Z, 而 f(z) = (z,y) = (p(f(z)),gq(f(z))). 我 们 知道 存在 在 z 的 坐标 卡 
(Wi,91) 和 在 z = po f(z) 的 坐标 卡 (U, yp), 使 得 (假定 X 是 d 维 的 ) 


(pof)(Wi) CU, ¥f 有 po(pof)o07! € C"(0(Wi);R). 
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同样 , 存在 在 z 的 坐标 卡 (W,92) 和 在 y = (go f)(z) 的 坐标 卡 (Vj), 使 得 (假定 
是 e 维 的 ). 


(gof)(Wz) CV, 并 有 wo (gof)o07! eC"(02(W2);R®). 


令 琴 = 了 两 们 配 及 9 = blw, 考虑 在 z 的 坐标 卡 (W,0) 及 XxY 在 (z,y) = 
((po 有)(z)， (qo 了)(z)) 的 坐标 卡 (U x Vy x 如 ). 我 们 有 


FW) C (pof)(W) x (qo f)(W) CUxV, 
并 且 从 0(W) (Ra 的 开 集 , h 是 Z 的 维 数 ) 到 Ra+e 的 映射 
(Px)ofo0 =(popofo0!)x (yogofo0!) 


是 Cr 类 的 , 这 是 因为 其 分 量 函数 是 Cr 类 (这 里 涉及 的 是 从 R* 到 Ra+e 内 的 函数 )， 
事实 上 ， 
wopofo0!=yo(pof)o0!o(0 00-1), 

而 166-! 作为 坐标 卡 的 替换 映射 是 Cr 类 的 , po (po f)o07! 根据 假设 是 Cr 类 的 . 
同样 可 以 证 明 wogo fo0-! 是 Cr 类 的 . 

2.3.3.4 设 Y 是 一 个 流 形 , 而 V 是 Rn 的 一 个 Cz 类 的 子 流 形 . 那么 若 从 Rn 
(看 作 n 维 Cee 类 流 形 ) 到 YY 内 的 映射 是 CP 类 的 , 则 从 V 到 YY 内 的 映射 flv 
是 CP 态 射 . 

设 re VY, 而 f(z) = yeY. 由 于 我 们 假定 R" 配备 了 典范 流 形 结构 , 其 坐标 卡 
是 (Uidlv), U 是 Re 的 开 集 ,idlr 是 从 UV 到 U 上 的 恒 等 映 射 . 由 于 f 是 C? 类 的 ， 
存在 包含 z 的 Rn 的 一 个 开 集 ,Ui 对 应 Rn 在 z 的 一 个 坐标 卡 ,Y 在 y 的 一 个 
坐标 卡 (Wy), 使 得 f(Di) c W, 并 且 pof :Ui 一 Rr (r 是 Y 的 维 数 ) 是 Cn 类 的 . 

由 于 V 是 R" 的 子 流 形 , 存在 (定理 2.1.2 (v)) Rn 的 一 个 含 x 的 开 集 Uo, Ra 的 
一 个 开 集 0 ( 设 V 是 d 维 的 ) 和 一 个 浸 人 9 : 2 一 R", 使 得 g 是 一 个 从 8 到 VU 
上 的 一 个 C? 类 的 同 胚 . 根据 例 2.2.10.1, (g(2),g-!) 是 V 在 zxz 的 一 个 坐标 卡 . 令 
VU= 太 门 U2, 这 是 R" 的 一 个 包含 > 的 开 集 ,并 且 f(DV) c W. 考虑 2 =g-1(V 几 U) 
和 9 = glm, gl 是 从 2 到 VNU 上 的 Cr 类 的 同 胚 , 故 配对 (gi( 人 91), g7!) 是 在 zx 
的 一 个 坐标 卡 , 与 在 y 的 坐标 卡 (Wy) 一 起 , 我 们 有 


fk))=7JVnOcAFODCc 胞 


eofo(gi) -1 = ”pofogi 定义 在 0 上 ,这 是 因为 gu(2) = VNU c Uv 并且 
pof 在 U 上 有 定义 . po f og 作为 C? 类 函数 的 复合 是 C? 类 的 .这 就 证 明了 
flv € C?(V;Y). 

2.3.3.5 设 X 是 一 个 流 形 , W 是 Rn 的 一 个 子 流 形 , fe Cz(X;Rn), 若 f(X)c 
W, 必 有 f € Cr?(X;W). 
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验证 留 给 读者 ; 鉴于 2.2 节 和 2.3 节 也 已 给 出 了 详细 的 证 明 , 为 了 让 大 家 掌握 证 
明 的 “技术 ", 从 今 以 后 , 证 明 经 常 是 简要 的 , 甚至 留 作 习题 . 

2.3.4 ”定理 

给 定 一 个 流 形 X 和 Cz(X;R), 这 里 RR 看 作 流 形 (参见 2.2.10). 则 C7(X;R) 对 
于 自然 定义 的 运算 f 十 g, 和 ff.g 是 一 个 代数 . 

给 定 从 X 到 R 内 的 两 个 C? 态 射 户 和 户 , 入 和 Xz 是 两 个 实数 , 设 re X， 
存在 一 个 在 z 的 坐标 卡 (Up), 使 得 fioyp-! 和 foow-! 在 yw(U) 上 是 Cr 类 的 (对 
于 R 的 坐标 卡 (R,idR) 应 用 (2.3.1)). 随 之 


(Nfit+ hfo) og! =A(f og)+ Mf og!) 


在 p(UV) 上 是 C? 类 的 , 根据 定理 2.3.2, 这 就 证 明了 Xi 户 + )a 户 是 Cr? 类 的 . 对 于 
及 肥 同样 可 以 证 明 . 

2.3.5 定义 

给 定 两 个 流 形 X 和 YY. 如果 厂 是 从 X 到 Y 上 的 双 射 ， 并且 f € C?(X;Y)， 
f-!1E CP(Y;XX), 则 说 是 从 XX 到 Y 上 CP 微分 同 胚 . 从 X 到 Y 上 CP 微分 同 胚 
的 全 体 记 为 Diff (X;Y), 从 X 到 X 上 CP 微分 同 胚 的 全 体 记 为 Dif (X),， 如 果 需 要 
明确 指出 整数 p, 则 分 别 记 为 DifP(X;Y) 和 Difz(X). 

2.3.6 ”注释 

2.3.6.1 从 例子 2.3.3.2 推 知 Dif (X) 配备 了 映射 的 复合 运算 之 后 是 一 个 群 . 

2.3.6.2 如 果 (U,w) 是 X 的 一 个 坐标 卡 , 则 yp 是 从 U 到 Rs 的 开 集 w(V) 上 的 
一 个 微分 同 胚 , 这 里 对 于 Ra 配备 流 形 的 典范 结构 (2.2.10.2). 

2.3.7 ”定理 

设 X 是 一 个 连通 流 形 , 则 群 Dif(X) 以 迁移 方式 在 X 上 作用 . 

迁移 方式 的 意思 是 对 于 所 有 (z,y) e X x X, 存在 从 X 到 X 上 的 微分 同 胚 f， 
使 得 f(z) = y. 证明 分 为 几 步 : 首先 针对 情形 X = 及 , 其 次 是 情形 X = R4, 最 后 是 
任意 流 形 X, 这 时 首先 考虑 充分 接近 的 两 个 点 > 和 y, 以 便利 用 一 个 坐标 卡 归结 为 
R4 的 情形 . 

第 一 步 : 存在 把 0 变 到 一 个 邻近 点 的 及 的 微分 同 胚 . 

设 w(z) 是 一 个 普 拉 托 函 数 (参见 0.2.16): yp 是 从 R 到 R 内 的 Cee 的 函数 , 满足 
条 件 : 对 于 所 有 z,0 < yp(z) < 1 在 [-1H 上 ,elz)=1 当 lz|>2 时 w(z)=0. 考虑 
函数 g(z) = sp(z)+z, 其 中 ,e < co, 而 eo 是 一 个 待定 常数 . 我 们 有 g'(z) = sp'(z) 二 1. 
由 于 w 有 紧 支 集 , 它 是 有 界 的 , 故 存在 常数 so, 使 得 so jp 小 < 1, 从 而 对 于 0 < se 和 so， 
对 于 所 有 zx, g'(z) > 0. 于 是 函数 g(z) 是 Cee 的 严格 单调 函数 : 这 是 一 个 Cee 微分 
同 胚 ( 反 函 数 定理 ), 我 们 有 g(0) = s, 并 且 当 |z| >2 时 g(z) = zx. 
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第 二 步 : Ra 的 情形 . 
仍然 用 yp 表示 已 经 考虑 过 的 普 拉 托 函数 , 令 


jz yzd) = (TZ1 十 ep(Z1) p(z3 + + 13), 72,.. ,za). 


我 们 就 定义 了 一 个 从 Ra 到 Re 的 映射 h. 
因为 p 是 C 类 的 , h 也 如 是 . h 是 平 直 的 , 因为 其 雅 可 比 和 矩阵 的 行列 式 


1+e:H(zi) .ep(z3 十 十 z3) *# 
0 1 
.0 =1+e: p(T1): p(T2 + .+ 72). 
0 … 
0 1 


由 于 < 的 选取 和 yp(z3 十 … + z3) < 1, 此 行列 式 关 0. 并 且 h(0,… ,0) = h(0) = 
(e,0,… ,0)， 如果 把 与 Ra 的 一 个 旋转 ( 它 是 C~ 类 的 微分 同 胚 ) 复合 , 我 们 可 
以 构造 把 原点 变 到 Re 的 满足 |al| < 1 的 任意 点 . 再 通过 一 个 适当 的 位 似 , 可 以 使 
B(0,2) x B(0, V2) 进入 B(0, 1). 

最 终 得 到 , 存在 < > 0, 使 得 对 于 B(0,e) 的 每 个 点 y, 存在 he Dif (Rd) 满足 条 
件 : h(0) =y, 并 且 有 hh 在 Rs-B(0,1) 上 是 恒 等 映射 . 

第 三 步 : 过 渡 到 流 形 . 

设 (Vp1) 是 X 的 一 个 在 z 的 坐标 卡 . 由 于 pl(V) 是 Ra 的 一 个 开 集 , 存在 Rd 
的 一 个 微分 同 胚 (平移 和 位 似 的 复合 ) 使 得 


B(0,1) C wp1(V)). 


令 gp =oy1, 则 配对 (V,y) 是 X 的 一 个 在 z 的 坐标 卡 (既然 是 Ce 类 的 , 则 
(we) 与 图 册 的 坐标 卡 的 相 容 性 显而易见 ). 我 们 还 可 以 假定 这 个 坐标 卡 的 中 心 在 z. 

由 于 B(0,1) C yp(V), 并 且 p 是 Y 到 yp(V) 上 的 微分 同 胚 , UV = P-L(B(0,e)) 
是 X 的 一 个 包含 zx = %-1(0) 的 开 集 ， 对 于 UV 的 所 有 点 y, 令 z = yw(y), 存在 
he Dif (R4), 使 得 h(0) = z. 我 们 如 下 定义 从 X 到 X 内 的 映射 了: 


f=id, 在 X-w-!(B(0,1)) 上 ， 
f=w!ohoy, 在 yp-1(B(0,1)) 上 . 
f 是 从 和 到 和 内 的 双 射 (由 在 互补 集合 上 的 双 射 定义 ), 并 且 是 C? 类 的 , 这 是 


因为 它 在 覆盖 X 的 两 个 开 集 Xp-1(B(0,1)) 和 V 上 是 C 类 的 . 事实 上 , 由 于 在 
Vp-!1(B(0,1)) 上 , e-lohop=id, 故 在 了 上， 


f=y !ohoy. 


此 外 有 f(z) =y, 为 什么 V 一 yg-1(B(0,1)) 是 开 集 呢 ? 这 是 因为 (参见 2.2.11 的 证 明 ) 
p(B(0,1)) 是 一 个 紧 集 在 可 分 离 (参见 2.2.10.7) 流 形 X 中 的 连续 像 . 


2.4 ” 材 双 映射. 商 “的 


我 们 证 明了 : 对 于 X 的 所 有 z, 存在 X 的 一 个 包含 z 的 一 个 开 集 U, 使 得 对 于 
U 的 每 个 点 y, 存在 fe DifE (X)， 满足 条 件 f(z) = y. 

第 四 步 : X 的 任意 点 和 4 的 情形 . 

在 夭 内 取 定 一 点 zx, 用 @ 表示 X 的 点 y 的 集合 , 点 y 由 z 被 Dif (X) 的 一 个 元 
素 变换 而 得 . 由 于 ze Q, 只 需 证 明 @ 既是 X 的 开 集 , 又 是 X 的 闭 集 . @ 的 确 是 X 
的 开 集 , 因为 若 y e Q@, 第 三 步 末 尾 提供 了 一 个 Ue Ov(X), 它 必 满 足 Uc Q. 事实 
上 , 设 ze U, 则 存在 he Diff(X), 使 得 h(y) = z. 由 关于 y 的 假设 ,存在 f € Dif (X)， 
使 得 f(z) = y, 我 们 有 ho fe Dif(X), 并 且 (ho f)(z) = h(f(z)) = h(y) = z. 同样 
仿照 2.2.13 的 证 明 , 可 以 证 明 @ 是 闭 集 . 


2.4 ” 覆 秋 映射 . 商 


在 本 节 , 我 们 首先 给 出 覆 倒 映射 的 定义 和 性 质 , 尔后 , 在 2.4.5 和 2.4.9 给 出 构造 
覆 释 映射 的 一 个 明确 方法 . 

2.4.1 定义 

X 和 和 是 两 个 Cs 类 的 流 形 . 我 们 称 从 X 到 YY 内 的 一 个 映射 p 为 覆 秋 映射 ， 
如 果 下 列 性 质 满足 : 

人 了 是 一 个 满 射 和 从 X 到 YY 内 的 一 个 Cs 类 的 态 射 ， 

人 i) 对 于 Y 的 每 个 y, 存在 Y 的 包含 y 的 一 个 开 集 V, 使 得 p-1(V) 有 一 个 形 
如 prI(Y) 三 Ui 的 分 解 , 其 中 各 个 Ui 是 的 开 集 , 并且 对 于 每 个 记忆 在 Ui 的 限 


i€T 
制 是 从 Ui 到 Y 上 的 一 个 微分 同 胚 . 
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2.4.2 ”注释 

指标 集 7 依赖 于 点 y, 请 参见 2.4.4. 

2.4.3 例子 

从 有 到 圆周 51 的 映射 p :tr (cos2nt,sin2nt) 是 一 个 履 司 映射 . 

根据 例子 2.1.6.2 和 2.2.10.2, 我 们 已 经 知道 S! 和 R 都 是 Cee 类 的 1 维 流 形 . 
映射 

p:tm (cos2nt, sin2nt) 

是 从 R 到 R2 内 的 Ce 态 射 , 从 而 根据 2.3.3.5, 也 是 到 51 内 的 Ce 态 射 . 给 定 51 
的 一 个 点 (zo,yo), 存在 实数 to 使 得 zo = cos 2rto,yo = sin2rto, 取 a e (0,1/2). 考 
虚 V=p((to 一 a,to 十 a)), 这 是 S1 的 一 个 包含 (zo,yo) 的 开 集 , 并 且 


Pr) = (to—at+k,tot+atn), 
大 EZ 


而 p 在 (to 一 a 十 ,to 十 Qa 十 k) 上 的 限制 是 从 这 个 区 间 到 V 上 的 一 个 微分 同 胚 . 


Xo 


一 -一 一 
1 一 (cos2rrt,sin2rrf) 
图 2.4.3 


2.4.4 ”定理 

若 X 和 是 两 个 Cs 类 的 流 形 , p 是 Y 上 的 一 个 履 登 映射 , 则 p-1({y}) 的 基 
数 局 部 地 是 常数 . 如 果 Y 是 连通 的 , 则 p-1({y}) 的 基数 是 常数 ; 如 果 它 是 有 限 的 , 则 
称 之 为 敌 胎 映射 的 时 数 . 

设 yeY, 存在 Y 的 一 个 包含 y 的 开 集 V, 使 得 划分 p-1(V) = 上 【Ui 满足 定义 


YE 了 

的 条 件 . 特别 地 说 , 对 于 7 的 每 个 指标 i, 存在 VU; 上 单独 一 点 zi 使 得 p(zi) =y, 由 
于 p71({y}) Cp-1(V), 由 此 推出 p-1({y}) 与 7T 有 相同 基数 . 对 于 Y 的 任意 一 个 z， 
p-!1({z}) 与 了 同样 有 相同 基数 . 故 p-1({z}) 局 部 地 是 常数 . 

假定 X 是 连通 的 , 运用 2.2.13 的 证 明 技术 可 以 证 明 : 任意 两 个 点 pe X 可 
以 用 开 集 (Ui)i-1..…,k 的 有 限 链 连接 , 使 得 p € Ui,g € Ur,UiNnUitl 2 (Vi = 
1,… ,一 1), 并 且 p-!({y)}) 的 基数 对 于 每 个 i 和 每 个 ye U; 上 是 常 基数 , 故 对 于 了 
和 q, 有 相同 基数 . 

2.4.5 定义 

给 定 一 个 流 形 X 和 群 Dif (X) 的 一 个 子 群 G. 我 们 说 G 是 无 不 动 点 真 不 连续 
的 , 如 果 下 列 两 个 条 件 满足 : 
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(i) 对 于 XX 的 每 对 点 和 人 纪 只 要 y 不 在 工 的 轨道 G(z) 里 ,就 存在 工 的 邻 域 UU 
和 yy 的 邻 域 V, 使 得 对 于 G 的 所 有 g, 有 9(U) 站 TV = Ci 

(i 对 于 X 的 每 个 z, 存在 的 包含 z 的 一 个 邻 域 U, 使 得 对 于 G 的 所 有 不 
是 恒 等 映 射 的 g, 都 有 g(U) 站 U = 2. 

我 们 提醒 一 下 , 在 群 G 作用 下 , ze X 的 轨道 G(z) 是 集合 {fg(z) :ge G}. 

2.4.6 ”注释 

条 件 (i) 可 以 表述 为 下 列 等 价 的 形式 : 

(i') 对 于 X 的 每 对 点 Z 和 Yy, 只 要 Y 不 在 工 的 轨道 G(T) 里 , 就 存在 z 的 领域 
U 和 9 的 邻 域 V, 使 得 对 于 G 的 所 有 g 和 hh, g(U) 站 h(V)=@. 

事实 上 , g(0) 几 h(V) = 名 全 (iog)(O)mY= 2 9 和 在 G 内 取 遍 时 ,h-!1og 
也 在 G 内 取 遍 . 

条 件 (i 解释 了 表述 “无 不 动 点 ", 因为 如 果 z 是 不 动 点 , 则 存在 ge G, 9 不 是 
恒 等 映射 , 使 得 g(z) = z, 于 是 对 于 z 的 每 个 邻 域 V, 将 有 ze glV) 站 7. 条 件 (i) 
表明 G 里 的 微分 同 胚 相互 之 间 不 是 “接近 的 ”, 这 就 是 使 用 “间断 ”这 个 词 的 理由 . 

2.4.7 例子 

2.4.7.1 设 X= Rn (参见 2.2.10), 取 群 G 兰 Zn", 其 元 素 是 Rn" 的 平移 : 


Zr gk(z) 一 工 十 大 ke2Z"={(k,... ,kn): Vi,ki€ Z} 


显然 有 G c Dif ~“(R"). 我 们 证 明 G 是 无 不 动 点 真 不 连续 的 . 

首先 设 z,y 满足 y #4 G(z). 我 们 有 inf{d(y,z) : ze G(z)} = e > 0, 这 是 因为 在 
R" 的 一 个 紧 致 集 里 仅 有 G(z) 的 有 限 个 点 . 取 U = B(z,e/2),V = B(y,e/2), 我 们 
就 得 到 U 和 满足 (i). 至 于 满足 (ii 的 U, 对 于 ze R", 只 需 取 U = B(z,1/2). 
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图 2.4.7.1 
2.4.7.2 给 定 Ra+! 的 子 流 形 54, 这 是 通常 意义 下 的 流 形 , G 是 Dif (S9) 的 由 
两 个 元 素 


idsae:zcZ， 一 idse:z 哺 一 Z 
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《后 者 称 为 对 径 映 射 ) 组 成 的 子 群 ，G 是 Dif (Sa) 的 一 个 无 不 动 点 真 不 连续 的 子 群 
这 里 为 了 满足 (i), 对 于 z 和 y 了 士 z, 仍然 取 U = B(z,e/2) 和 了 = B(y,e/2), 其 
中 < = inf{d(z,y),d(z, 一 胃 }, 而 为 了 满足 (ii), 取 U = B(z, V3); 这 里 的 球 是 对 于 由 
R4+1 诱导 的 54 的 度量 说 的 , 反之 , 如 果 我 们 利用 5S4 的 内 兹 的 度量 , 即 取 过 两 点 的 
大 圆 中 的 短 弧 的 弧 长 作为 距离 ,V3 必须 换 成 r/2. 


图 2.4.7.2 


2.4.8 ”命题 

给 定 一 个 流 形 X 和 Diff (X) 的 一 个 子 群 G. 若 在 X 上 定义 二 元 关系 多 : zy 
当 且 仅 当 存在 G 的 g, 使 得 g(z) = y, 则 弦 是 等 价 关系 . 

这 是 显然 的 . 由 此 可 以 考虑 商 集 X/ 多 , 也 可 以 把 它 记 为 X/G, 并 用 p 表示 典范 
满 射 X 一 X/G. 

2.4.9 ”定理 

设 X 是 一 个 CP 类 的 d 维 流 形 , G 是 Dif (X) 的 一 个 无 不 动 点 真 不 连续 的 子 
群 . 则 在 商 集 X/G 上 存在 一 个 唯一 的 CP 类 d 维 (分 离 ) 流 形 结构 , 使 得 从 太 到 商 
流 形 X/G 上 的 典范 映射 p 是 一 个 禾 登 映射 . 

设 yeY = X/G, 而 zx 是 y 这 个 类 的 代表 . 由 于 G 是 一 个 无 不 动 点 真 不 连续 
的 子 群 , 存在 X 的 含 点 z 的 开 集 U, 使 得 对 于 G 的 所 有 不 是 恒 等 映 射 的 g, 都 有 
gm = @. 由 于 U 是 X 的 开 集 , 它 是 坐标 卡 的 定义 域 的 并 集 , 不 妨 设 U 本 身 就 
是 一 个 坐标 卡 (UV, yp) 的 定义 域 . 令 V = p(U), 考虑 p-1(V) = {2 :ze X,p(z) EV}. 
我 们 有 > e p-1(V) 对 3u e U, 使 得 p(z) = p(w) 伟 对 于 G 关联 的 等 价 关 系 z 等 价 
于 久 人 3u EU,3geG 使 得 z=g(w). 故 

71(V)= (gO). 
gEG 

此 外 , U 的 选取 保证 诸 g(U) 是 两 两 不 交 的 . 我 们 取 配 对 (Vw) 作为 X/G 的 坐标 
卡 , 其 中 ,V = p(D), 而 妙 :Y 一 Rd 如 下 定义 : 如 果 w EV = p(U), 存在 v 的 一 个 
在 U 内 的 代表 , 而 且 根 据 U 的 选取 , 这 个 代表 是 唯一 的 , 我 们 把 这 个 唯一 代表 记 作 
4 二 p11(v), 就 是 说 这 里 p71(v) 表示 的 不 是 集合 , 而 是 其 唯一 的 元 素 . 令 小 = pop-1. 

我 们 就 这 样 定义 了 X/G = 了 的 一 个 C? 类 的 d 维 图 册 . 理由 如 下 : 


2.4 ” 覆 垒 映射 . 商 :71 


(A.T.1) 由 于 ye X/G 是 任意 选取 的 , 故 诸 Y 覆盖 X/G. 

(A.T.2) 映射 p-!( 沿 用 前 面 对 于 记号 p-1 的 约定 ) 是 V 到 UV 上 的 双 射 ,p 也 
是 双 射 , 故 几 是 V 到 Rs 的 开 集 e(Z) 上 的 双 射 . 考虑 坐标 卡 (多 加 和 (V',w), 分 
别 来 自 于 X 的 坐标 卡 (U,w) 和 (U', yp'). 如 果 we VV', 那么 存在 re U, 使 得 
p(z) = v, 并 且 存 在 z' e U', 使 得 p(z') = v. 从 z(z) = p(z') 推 知 存在 g e G 使 得 
g(z) =z. 由 于 ge Dif (X), (g(U0),yp' og9-!) 仍然 是 X 的 坐标 卡 . 

我 们 有 


(pop Vnv)=2(norvnv)) = (mn (U ne) ) 


heG 


是 Ra 的 开 集 , 这 是 因为 从 h-! 的 连续 性 得 知 U ( U MG) 是 X 的 开 集 . 
heG 
(A.T.3) 这 里 我 们 用 到 前 面 提 到 的 辅助 坐标 卡 (g(0"), yp' 。9-0).C 类 的 性 质 
是 局 部 的 , 只 需 验 证 Wow-! 在 Vly) = y(z) 的 一 个 邻 域内 是 C? 类 的 ; 在 开 集 
yp(U 门 g(V')) 上 , 根据 对 于 X 的 (A.T.3) 是 C? 类 的 . 我 们 有 


1 


Voy!=(p 10g op)o(pop ) =(¢ 0g oo 


¢ 
-CB 
1 六 
1 
SR 二 
1 
人 
图 2.4.9 


还 需 证 明 X/G 是 分 离 的 流 形 (参见 2.2.10.7), 并 且 p 是 一 个 履 登 映射 . 设 y 和 
y 是 X/G 的 两 个 点 ,z 和 zz/ 分 别 属于 p-!({y}) 和 p71({y 仆 ), G 是 无 不 动 点 真 不 连续 
的 , 存在 X 的 分 别 包含 > 和 x’ 的 开 集 U 和 UU 使 得 对 于 G 的 所 有 g,g(U) 几 V0'= 纪 . 
甚至 可 以 假定 UV 和 UV" 就 是 坐标 卡 的 定义 域 . 那么 V = p(V) 和 V' = p(V') 就 是 
X/G 的 坐标 卡 的 定义 域 , 从 而 是 X/G 的 分 别 包含 y 和 wy 开 集 (参见 2.2.6). 它们 是 
不 交 的 , 因为 ze VV', 草 涵 pHY 站 VD) 关 台 , 故 p1(W) 站 DIV 和 台 即 


( oo N (y wo) 2- 
gEG gEG 
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于 是 存在 G 的 g 和 9 使 得 9g(Z) 门 9(D) 关 台 由 此 (gl1og)(D) 门 码头 避 这 有 悖 
于 U 和 Ur' 的 选择 . 

最 后 验证 p 是 覆 冯 映射 。 由 于 对 于 X/G 的 坐标 卡 的 定义 域 V = p(U), 有 
p71(V) =  g(0), 由 于 Gc Dif(X), 9(D) 是 X 的 开 集 , 故 p-!(V) 是 X 的 开 集 ， 


9EG 
从 而 p 连续 . 设 z e X, (U, yp) 是 在 z 的 坐标 卡 , 而 (V,w) 是 在 plz) = y 的 关联 的 
坐标 卡 . 我 们 有 p(U) c V, 并 且 % opoep-1 = pop-lopop-1= idletu) 在 Ra 的 
yp(U) 上 是 C? 类 的 . 根据 2.3.2, p 是 CP? 态 射 . 对 于 与 (Up) 关联 的 坐标 卡 的 定义 
域 V, 我 们 有 


PICY)= Lo(D)， 
9EG 

这 是 由 微分 同 胚 于 V 的 开 集 构成 的 or!(V) 的 一 个 划分 . 

2.4.10 ”推论 

若 X 是 紧 致 流 形 , 则 X/G 也 是 紧 致 流 形 . 

事实 上 , 从 X 到 X/G 上 的 典范 映射 是 连续 的 和 满 射 的 , 并 且 X/G 是 分 离 的 . 

2.4.11 我 们 有 下 列 准 则 : 设 X 和 Y 是 两 个 Cr? 类 的 微分 流 形 , G 是 Diff (X) 
的 一 个 无 不 动 点 真 不 连续 子 群 , 而 X/G 配备 以 典范 流 形 结构 , p : X 一 X/G 是 典范 
映射 . 则 对 于 一 个 映射 了 : X/G 一 了 , 我 们 有 


f ECr(X/G;Y) S$ fope Cr(X;Y) 


(习题 2.8.12). 

2.4.12 例子 

2.4.12.1 环形 , 第 二 个 生成 方法 (参见 2.1.6.3) 

根据 2.4.7.1 和 2.4.9, 集合 Y = R"/Z" 是 一 个 Ce 流 形 , 而 且 通 过 映射 p : 
R" 一 R"/Z" 被 R" 覆盖 . 作为 流 形 , 可 以 验证 R"/Zn 是 乘积 流 形 (R/Z)” (参见 
2.2.10.3). 现在 读者 会 猜想 R/Z, 作为 模 1 的 实数 集 , 微分 同 胚 于 圆周 S1, 这 个 事实 
将 在 2.6.13.1 严格 证 明 , 于 是 微分 同 胚 于 (S1)” 和 2.1.6.3 的 环形 T" = (S1(n-1/2))n. 
这 样 R"/Z" 的 构造 也 就 提供 了 生成 T" 的 第 二 种 方式 . 


1 


f ] R Vo 


0 1 


图 2.4.12.1 


2.4.12.2 d 维 实 射影 空间 , 第 一 种 生成 方法 (参见 2.6.13.2) 


2.4 ” 覆 登 映射 . 商 -73 


根据 2.4.7.2 和 2.4.9, 集合 Pa(R) = Sa/G = 34/ 土 idlss 是 一 个 Cee 流 形 , 称 之 
为 a 维 实 射影 空间 . 因为 54 是 紧 致 的 , 所 以 Pa(R) 也 是 紧 致 的 . 它 涉及 的 就 是 射 
影 几 何 的 射影 空间 : 事实 上 , 后 者 是 Re+l - {0} 由 等 价 关系 多 : 


IT 会 了 ER 有 := kr 


定义 的 商 集 . 但 是 既然 > e Res+l - {0} 等 价 于 z/ zl es 5S4, Rd+l - {0] 关于 多 的 
商 集 就 与 S4 关于 54/ 多 的 商 集 重合 , 其 中 S4/ 多 相当 于 


ZRY :TYy ES: OY=+T. 


由 于 2.1.6.9 中 的 映射 f 满足 f(-z, 一 y, 一 z) = f(z,y,2z), f 过 渡 到 商 集 就 会 提 
供 一 个 从 P2(R) 到 Rs 的 映射 f; 读者 来 验证 f 是 单 射 . 


2.4.12.3 | 及 


2.4.12.4 克 莱 因 瓶 
给 定 流 形 T? = R2/Z2 并 且 用 x 表示 ze R 模 Z 的 类 . 我 们 考虑 映射 9 : 


7T? 一 T2, 其 定义 是 (3,9) 一 (z+ 了 -中 这 是 72 的 微分 同 胚 , 而 9? 是 恒 等 映 


射 . 群 G = (idlra,9g) 是 无 不 动 点 真 不 连续 的 . 事实 上 , 由 于 T? 是 分 离 的 , 而 w 和 
g(w) 不 同 , 故 存在 含 u 的 开 集 U1 和 含 g(w) 的 开 集 页, 使 得 灰 门 册 = 8， 随 之 ， 
9 既然 是 微分 同 胚 , 就 存在 含 u 且 含 于 Ui 的 一 个 开 集 U, 使 得 g(U) c Wi, 于 是 
(mc 页 门 页 = 名 故 G 是 无 不 动 点 的 . 

现在 设 和 ve T2, 并 且 v ¢ Glu) = {wg(w)}. 存在 包含 v 的 开 集 0 和 包 
含 v 的 开 集 页 , 使 得 U1 站 Vi = 忆 , 又 存在 包含 g(u) 的 开 集 Us。 和 包含 v 的 开 集 仅 ， 
使 得 成 站 人 友 = &. 设 他 是 包含 v 的 开 集 , 使 得 g( 人 22) c Uz, 再 令 U = Ui 门 Q2 和 
世 = 矶 站 用 .我 们 有 


vNVcuNW=o, gNNVCg() xNW CU xN=%, 


故 G 是 真 不 连续 的 . 

我 们 称 K = T2/G 为 克 莱 因 瓶 .这 是 一 个 紧 致 流 形 (2.4.10). 我 们 试图 从 R2 出 
发 来 表示 K. 从 R? 到 7T? = R?2/Z? 的 过 渡 在 于 把 点 (z,y) 和 点 (z + k,y 十 1) 等 同 ， 
其 中 (k,1) e Z2. 我 们 可 以 用 正方 形 4BCD 表示 T?, 它 包 括 边 DA 和 AB, 而 不 包 
括 另外 两 个 边 . 或 者 看 作 包 括 DC 和 CB, 那 就 必须 把 DA (相应 的 4B) 等 同 于 CB 
(相应 的 DC). 
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图 2.4.12.4 


然后 , 在 这 个 正方 形 里 ,把 点 (z,y) 和 (e+ -中 等 同 ; 这 相当 于 只 关注 ARSD 


(不 包括 SR), 再 粘 结 4R 到 DS 上 (从 而 形成 一 个 “圆柱 "), 同样 , 粘 结 DA 到 RS 
上 (从 改变 方向 地 “圆周 ”(m) 到 (72)). 其 形状 为 : 


图 2.4.12.5 


2.5 切 空 间 


我 们 从 研究 R 的 子 流 形 的 情形 开始 , 以 便 为 定义 抽象 流 形 的 切 空间 做 铺垫 . 

2.5.1 定义 

设 了 是 Rn 的 一 个 子 流 形 . 我 们 说 Rn 的 一 个 向 量 z 是 V 在 点 z 的 切 向 量 ， 
如 果 存 在 V 的 一 条 C1 类 曲线 ac ( 即 定义 在 及 的 一 个 含 0 的 区 间 工 上 在 了 内 取 值 
的 一 个 映射 , 参见 0.2.9.1), 使 得 a(0) = z 并 且 a(0) = = 


2.5 切 空间 75 ， 


2.5.2 ”注释 

oa (0) 其 实 是 从 RR 到 Rr 的 一 个 (可 微 的 ) 线性 映射 , 我 们 把 它 与 Rn 的 w(0).1 = 
z 视 作 等 同 . 

条 件 0 e 了 无 非 是 为 了 记号 方便 , 曲线 也 可 以 定义 在 包含 如 的 区 间 1 上, 并 且 
满足 条 件 a(to) = z 和 a(to) = z. 

2.5.3 ”定理 

假设 了 是 Rn 的 一 个 d 维 子 流 形 , z 是 V 的 一 个 点 . Rn 的 V 在 z 的 切 向 量 
的 集合 组 成 Rn 的 一 个 子 向 量 空间 , 称 为 Y 在 z 的 切 空间 , 记 之 为 TV. 

为 证 明定 理 , 我 们 要 利用 两 个 引 理 . 

2.5.4 ”定理 

设 媚 和 已 是 两 个 有 限 维 向 量 空间 , U 是 巨 的 一 个 开 集 ,f 是 从 可 到 下 的 CI 
类 映射 , 而 了 是 媚 的 一 个 含 于 U 的 子 流 形 , W 是 玉 的 一 个 子 流 形 , /(V)cW. 又 
设 TEVYy= f(z). 若 z 是 V 在 点 工 的 切 向 量 , 则 Pr(z)(z) 是 W 在 点 y= f(z) 的 
切 向 量 . 

事实 上 , 存在 曲线 oa: 了 一 VV, 使 得 a(0) =z, 并 且 a'(0)=z. 从 I 到 Ww 内 的 函 
数 Y= foa 是 Cl 类 的 , 并 且 满 足 


7(0) = f(z) =y, 7(0) = f(a(0))(a’(0)) = f"(7)(2). 


2.5.5 ” 引 理 

设 V 是 实 向 量 空间 忆 的 一 个 子 流 形 ,U 是 马 的 一 个 开 集 ,并 且 V'=V 站 U. 为 
了 使 妃 的 一 个 向 量 是 V' 在 z 的 切 向 量 , 必须 上 且 只 需 它 是 Y 在 z 的 切 向 量 . 

首先 设 > e TsV', 则 存在 V' 的 一 条 曲线 a 从 而 也 是 Y 的 一 条 曲线 , 使 得 
af(0) = z, 并 且 oa(0) = z. 由 此 推出 z € TV. 反之 , 设 z € mV, 而 a 是 定义 在 
包含 0 的 一 个 区 间 I 上 的 Y 上 的 一 条 曲线 , 使 得 a(0) = z, 并 且 w(0) = z. 由 于 
a(0) =z EV'=VNU, 而 且 UV 是 开 集 , 存在 包含 0 的 一 个 含 于 了 的 区 间 J 使 得 
a(J) CU, 于 是 事实 上 a(J) CVNU = V'.a 在 J 上 的 限制 9 是 V' 上 的 C! 类 曲 
线 , 并且 有 6(0) =z 和 8'(0) =z, 故 zeETeV'. 

定理 2.5.3 的 证 明 

假设 V 是 Rn 的 一 个 d 维 子 流 形 , 而 z 是 V 的 一 个 点 .根据 定义 2.1.1, 存 
在 巨 = 了 Rn" 的 一 个 包含 z 的 开 集 U 和 一 个 从 U 到 f(V) 上 的 Cr? 类 映射 /, 使 得 
f(UNV) = FI) 站 Ra. 设 ze TV. 根据 2.5.5, 这 等 价 于 > € Ts(U 门 V), 根据 2.5.4， 
这 随 之 等 价 于 f(z)(z) 是 fKCmV) = f() 败 Rs 在 f(z) 的 切 向 量 , 由 于 J(D) 是 
一 个 开 集 , 这 又 等 价 于 f(z)(z) s Ty(z)R4， 然而 我 人 有 Ty(z)R* = R4, 理由 如 下 : 
车 ue Rs, 从 R 到 R4 由 alt) = f(z) ++tu 定义 的 映射 a, 满足 a(0) = f(z) 和 
a(0) = w, 于 是 ze TY 全 jz)(z) e R4. 由 于 j(z) 是 双 射 ,TV = (P(z))-1(R9) 
是 已 的 d 维 向 量子 空间 . 
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2.5.6 ”注释 

我 们 实际 已 经 证 明了 : 如 果 Y 是 Rn 的 d 维 子 流 形 , 则 TV 是 一 个 d 维 向 量 
空间 . 

R” 的 子 流 形 的 各 个 特征 (定理 2.1.2) 导致 切 空间 的 各 个 特征 , 现在 叙述 其 中 的 
几 个 . 

2.5.7 ”定理 

设 V 是 CP 类 的 Rn 的 d 维 子 流 形 . 

(i) 如 果 对 于 Y 的 点 ZU 是 一 个 包含 z 的 开 集 , 而 (天 )i<i<n_d 是 CP 类 的 从 
UVU 到 RR 内 的 函数 ,使 得 


n-d 
vNv= (NN fi(0), 
i=1 
并 且 (ji)is<isn-d 是 线性 无 关 的 , 则 有 
n-d 
TVY= (Fi(2))™. 
i=l] 


入 ) 设 U 是 一 个 包含 工 的 开 集 , 9 是 Rd 的 一 个 包含 0 的 开 集 ,g 是 CP 类 的 从 
人 2 到 V 站 UVU 上 的 一 个 同 胚 , 使 得 z = g(0), g'(0) 是 单 射 , 则 TeV = g'(0)(R4). 

2.5.7.1 例子 

设 Y 的 余 维 数 为 1, 故 局 部 地 由 单独 一 个 函数 对 应 的 方程 表示 , 我 们 将 有 TeV = 
(JPz)-1(0). 例如 V = Sa c Rn+L 了 = 小 必 一 1. 我 们 有 f'(z) = 2(z|)( 参 见 0.2.8.3)， 
于 是 你 $4 是 正 交 于 z 的 超 平面 . 

2.5.7.2 证 明 

(Qi) 设 正 :U 一 R"-d, 其 分 量 表示 是 已 = (有 1,… ,fn_a), 满足 条 件 VNU = 
-1(0), 并 且 五 在 zxz 是 满 射 . 于 是 


n—d 
F'(z)-1(0) = 门 Ca)-100) 
a! 


是 一 个 维 数 为 mn- (nd) = d 的 向 量 空 间 . 如 果 我 们 证 明了 TeV 含 于 F(z)-1(0)， 
则 这 两 个 空间 既然 维 数 相 同 , 必然 相等 . 

设 2 € TV,a 是 V 上 的 一 条 曲线 , 满足 a(0) = z 和 a’(0) = > 如 有 必要 缩 
小 厂 不 妨 设 a(T) c U. 于 是 Foa = 7 是 R"-a 中 的 曲线 , 满足 y(1)=F(a(1)) C 
F(UNV) = {0}; 于 是 , 特别 地 ,有 Y(0) = 0. 而 


7Y(0) = F"(a(0))(o(0)) = F(z)(z) = 0， 


于 是 ze F'(z)-1(0), 这 就 完成 了 证 明 . 
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Gi) 2 作为 Re 的 开 集 , 它 已 是 Ra 的 d 维 子 流 形 (例子 2.1.6.6), 从 而 是 在 Ra 
的 所 有 点 的 切 空 间 . 由 于 9 是 从 2 到 VNU 上 的 C 类 同 胚 , 由 2.5.4 推出 


9 (0)(Rea) cToo(nz) = TyyV (根据 2.5.5)， 


但 g'(0) 是 单 射 , g'(0)(R4) 和 To(oY = 是 有 相同 维 数 的 两 个 向 量 空间 , 于 是 前 
面 的 包含 关系 蕴涵 相等 关系 . 这 就 完成 了 证 明 . 

现在 考虑 Rm 的 两 个 子 流 形 的 相 容 的 参数 表示 9 和 用 它们 满足 g(0) = h(0) = z. 

设 ze TV = g(0)(R4) = (0)(R4), 根据 2.5.7(ii, 存在 Re 中 的 w 和 w 使 得 
9 (0)(u) = (0) (v2), 

而 这 可 以 写成 


v= (0)) og'(0))(u) = (Ai eg) (0)(w). 


我 们 可 以 认为 > 由 82,, 9 和 确定 , 或 由 三 元 组 (2,,g,w) 确定 . 另 一 个 参数 表 
示 导 致 三 元 组 (人 9h,h,v), 并 且 有 v = (h-! og) (0)(w). 

显示 , 对 于 在 抽象 空间 的 情形 定义 切 空间 , 参数 表示 扮演 坐标 卡 的 角色 . 

给 定 一 个 CP 类 的 d 维 抽 象 流 形 X,z 是 X 的 一 个 点 , (UP) 和 (Vi) 是 XX 在 
2 的 两 个 坐标 卡 , 给 定 Rd 的 两 个 元 素 和 vw. 我 们 考虑 三 元 组 (Up,u) 和 (凡凡 让) 

2.5.8 ”命题 

由 (U,y,) 统 (WV 如,v) 当 且 仅 当 v = (Wogp-1)'(yp(z))(w) 定义 的 三 元 组 之 间 的 关 
系 多 是 等 价 关 系 . 

由 于 weyp-! 是 (从 w(U) 到 w(C) 上 的 ) 恒 等 映射 , 它 在 所 有 点 的 导数 是 恒 等 
映射 , 于 是 = (yp oy-1)'(0)(w): 多 是 自 反 的 . 

假设 (Co 四 多 (多 加 四 于 是 (Woy-!1) (yp(z))(w) = ww 而 


[op ) (pz) = (po ro(( 示 op)(p(z) = (p ow) (wz)). 


于 是 由 (woyp-!)(y(z))(w) =v 得 w= (poyw-!1)(w(z))(v), 这 就 证 明了 gg 的 对 称 性 . 
最 后 , 设 ( 乙 Po 轨 ) 罗 (人 加 由, 并 且 (V, 光 ,Vv) 儿 (W090,w). 于 是 


(op 一 ) (pz)(u) =v, (00%) (Ys))(v) = 
考虑 到 gop-1 =0ow-!1oYoyp-1, 遂 得 


(0op 1) (oo) = 00%) o (wow (g(a)() 
= [I((0 ov)'(Y op (p(z))] o (bow-1)] (p(z)(u) 
= (90 )(Y(z))(v) = wv, 


于 是 有 (U, wp, ww) 多 (W090,w) 及 多 的 传递 性 . 
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2.5.9 定义 

给 定 一 个 流 形 X 和 X 的 一 个 点 z. 我 们 称 2.5.8 定义 的 三 元 组 的 等 价 关 系 的 
一 个 等 价 类 为 X 在 z 的 切 向 量 . X 在 z 的 切 向 量 的 全 体 记 作 T,X. 

2.5.10 ”注释 

如 果 取 定 在 z 的 一 个 坐标 卡 (U, yp), 则 可 以 使 关联 一 个 在 TX 与 Rd 之 间 的 
双 射 , 记 之 为 b。. 

事实 上 , 在 z 的 一 个 坐标 卡 (U, yp) 给 定 后 , 设 z e TX, 则 存在 唯一 的 ve Ra 
使 得 (Up,wu) e z, 把 这 个 w 记 作 9.(z), 因为 (Uy,w) 中 的 在 Ra 里 可 以 任意 选 
取 , 映射 9 : T,X 一 R4 是 一 个 双 射 . 

2.5.11 ”定理 

设 久 是 一 个 CP 类 的 d 维 抽象 流 形 . 则 X 在 z 的 切 空间 T,X 具有 一 个 d 维 
向 量 空间 的 典范 结构 . 

取 定 X 在 z 的 一 个 坐标 卡 (UP) , 它 关联 一 个 从 TX 到 Rd 上 的 双 射 0.. 我 
们 把 Rs 的 向 量 空间 结构 通过 9, 转移 为 T,X 的 向 量 空间 结构 . 即 令 


M+ Nz = 0751(Mz(z) + NOr(z)). 


设 ns: TeX 一 R" 是 与 坐标 卡 (Wu) 关联 的 类 似 于 bu 的 双 射 , 通过 me 的 转移 
在 TeX 上 诱导 出 同样 的 向 量 空间 结构 . 事实 上 , 这 之 所 以 成 立 , 在 于 g。 和 n, 的 差 
别 是 一 个 线性 映射 , 因为 2.5.8 中 给 的 等 价 关系 R 的 定义 以 及 9: 和 ns 的 定义 表明 


2.5.11.1 Nz 007! = (Wop 1) (pz)), 


它 是 线性 的 ， 

2.5.12 例子 

设 久 是 Rn 的 子 流 形 ,rz E XX, Es 是 X 在 z 的 在 子 流 形 意义 的 切 空 间 (参见 
2.5.1), 而 TzX 是 X 在 z 的 在 抽象 流 形 意义 的 切 空 间 (参见 2.5.9). 则 EE 和 TX 
是 典范 同 构 的 . 

尽管 我 们 仿照 定义 Rn 的 子 流 形 的 切 空间 的 方式 , 发 现 了 抽象 流 形 X 的 切 空间 
TeX 的 定义 , 从 而 确信 上 述 事实 , 但 是 明晰 地 验证 它 还 是 不 可 或 缺 的 . 设 (2,9) 是 
和 的 一 个 参数 表示 , 满足 g(0) = z; 那么 9'(0) : Ri 一 已 是 一 个 同 构 . 而 


(Ze)= (g(02),g ) 


是 X 的 一 个 中 心 在 z 的 坐标 卡 , 并 且 有 关联 的 同 构 gu : TzX 一 Ra. 由 此 得 到 要 找 
的 同 构 : 


2.5.12.1 g'(0) ob : TX — BE,. 


2.5 切 空 间 :79 . 


这 个 同 构 不 依赖 (2,g) 的 选择 , 因为 如 果 (02',h) 是 X 的 另 一 个 参数 表示 , 满足 
h(0) = z, 公式 2.5.11.1 说 明 m ob51l = (h-!1og9) (0), 随即 g'(0) o0 = h(0)o nz, 此 
即 所 证 . 

2.5.12.2 特别 地 , 设 Ue O(R4), 给 U 配备 由 坐标 卡 (U,i) 定义 的 典范 结构 ， 
这 里 i 是 从 U 到 Ra 内 的 典范 单 射 因为 在 子 流 形 的 意义 下 ,TsU = R4, 对 于 所 有 
Zz EUV, 由 2.5.10 推出 一 个 与 坐标 卡 (U,i) 关联 的 典范 同 构 


2.5.12.3 bg :TU 一 Rd. 


请 注意 , 在 U e O(R4) 这 个 情形 , 2.5.12.3 与 2.5.12.1 并 不 矛盾 , 因为 U 的 满足 
g(0) = z 的 参数 表示 正 是 平移 g : z 一 z+z, 从 而 g'(0) = id |Ra. 

2.5.12.4 可 能 有 时 不 把 TU 跟 Re 等 同 起 来 会 有 好 处 ; 宁愿 把 TU 看 作 起 点 
放 在 re Rs 的 向 量 的 空间 (z,Rd), 而 9: 是 它 在 第 二 个 因子 上 的 投影 (z, z)  z. 


图 2.5.12.4 


2.5.13” 切 映射 

现在 考虑 两 个 流 形 X 和 Y, 以 及 一 个 从 X 到 Y 内 的 C? 态 射 /. 我 们 想 以 下 
列 方式 定义 一 个 从 切 空间 TX 到 切 空间 Ty(z)Y 的 线性 映射 Tf: 设 z e TeX, 因 
为 是 Cr 同 态 , (根据 2.3.2(ii)) 则 存在 两 个 坐标 卡 , 一 个 在 z 的 (Uy), 一 个 在 
f(z) 的 (VW, 如 ,使 得 f(V) CV. 设 bo :TeX 一 Rt 与 (UV,y) 关联 (参见 2.5.10), 而 
(zs) :Ty(z)Y 一 Re 则 与 (V,W) 关联 . 令 


2.5.13.1 Tef = 07) o (bof of!) (P(r)) o02, 
U / V TX 区 Try 
2.5.13.2 "| | a I” 
T Rd d 
?0) Wofop™! VC) (wofop™1)’(w(z)) 


如 果 这 个 定义 仅 依赖 于 z, 而 不 依赖 于 (U, wp) 和 (Vy), 才 算得 上 是 严密 的 . 事 
实 果真 如 此 . 设 (U1, yp1) 和 (全 ,办 ) 是 另外 两 个 这 样 的 坐标 卡 , 而 名 和 Cy(z) 是 分 别 


二 第 二 章 微分 流 形 


与 它们 关联 的 映射 , 根据 公式 2.5.11.1 (省 略 其 中 的 在 那里 取 导 数 的 点 ), 我 们 有 
Fe) ° (Wo fo p71!) (plz)) o€ 
= Co l(b oy!)o(Wof op !)o(popr)) oo, 
= [ye ° (Wr ow ))o (Wof og) ol(po wi) og] 
=770) ° (bof op 1!) 00,, 
此 即 必须 证 明 的 . 于 是 提出 下 列 定义 就 顺理成章 . 
2.5.14 定义 
给 定 两 个 流 形 X 和 也 , 以 及 一 个 从 久 到 Y 内 的 CP 态 射 f, 工 是 久 内 的 一 点 , 
由 关系 2.5.13.1 定义 的 从 切 空 间 To 站 到 切 空间 Tj(z)Y 的 线性 映射 Tf 称 为 在 了 对 
于 /的 切 映射 . 
7 确实 是 线性 的 , 这 由 2.5.13.1 和 下 列 事实 得 到 : (wo fo p-!)' 是 线性 的 , 并 
且 根 据 2.5.11, g- 和 nycz) 都 是 线性 的 . 
2.5.15 ”定理 
给 定 两 个 流 形 六 和 ,以 及 一 个 从 久 到 了 内 的 CP 态 射 f. 从 TX 到 Tj(s)Y 
内 的 映射 Tey 是 线性 的 . 若 Z 是 第 三 个 流 形 , 而 g 是 从 了 到 2 内 的 态 射 , 则 
Tz(gof) = (Ty(z)9) o (Tef). 
定理 直接 从 公式 2.5.13.1 推出 . 
2.5.16 例子 
设 X 是 一 个 流 形 , 而 Ue O(X) 作为 X 的 开 集 , 是 一 个 子 流 形 : 参见 2.2.10.2. 
那么 对 于 所 有 z e U, 切 空间 到 和 TeX 是 典范 同 构 的 , 并 且 此 后 将 等 同 它们 . 例 
如 取 Ti 作为 这 个 同 构 , 这 里 i : U 一 X 是 典范 单 射 . 
2.5.17 ”曲线 和 它们 的 速度 
由 R 的 一 个 区 间 I 和 一 个 a e C?(1;X) 组 成 的 一 个 配对 (1,a) 称 为 (Ce 类 ， 
9 之 7) 流 形 XX 的 (CP? 类 的 ) 曲线 , 其 中 Te O(R) 配备 以 流 形 的 典范 结构 . 为 了 定 
义 曲线 的 速度 , 我 们 首先 需要 
2.5.17.1 定义 
对 于 Te O(R) 和 te 了 JT 把 由 


2.5.17.2 Gli) =1 


定义 的 了 在 上 的 切 向 量 记 为 1, < TT, 这 里 1 是 数 域 RR 的 元 素 , 而 b 在 2.5.12.2 定 
义 . 映射 上 一 1 称 为 了 的 典范 向 量 场 (参见 3.5.1). 

2.5.17.3 定义 

设 (六 oa) 是 流 形 久 的 一 条 曲线 .X 在 a(t) 的 切 向 量 (Tia)(14) 称 为 a 在 te 7 的 
速度 , 并且 用 oa/(t) 表示 : 


a(t) = (Rio) (le). 


2.5 切 空 间 81. 


我 们 要 格外 留神 这 个 定义 与 对 于 EE = Rn 时 0.2.9.1 所 给 的 定义 并 不 一 致 . 不 过 
它们 以 典范 同 构 9 为 模 是 一 致 的 .0.2.9.1 所 证 明 的 性 质 在 这 里 变换 为 以 下 形式 : 
2.5.17.4 若 fECP?(X;Y), 并 且 设 (I,a) 是 天 的 一 条 曲线 , 则 


Caoh(eb) = (f 00) 国 


(这 就 是 说 可 以 用 曲线 速度 计算 人 月. 
事实 上 , 根据 2.5.17.3 和 2.5.15: 


(foa) (t) = (Ti(f 00))(1) = (Tat)f oTio) (1) = (Tot) DI(Teo)(10)] = (ToJ)(a 人)， 


图 2.5.17 


2.5.18 命题 
车 X,Y 是 两 个 CP 类 的 流 形 , 而 p: 针 XY 一 针 ,qg :XXY 一 Y 是 典范 投影 . 
则 对 于 所 有 (z,y) EX xY, 映射 
Tiwp x Tewd: Tan(X XY) = TX x TY 
是 一 个 同 构 . 
有 鉴于 此 , 经 常 把 Tizw(XK xY) 和 TX x TyY 等 同 起 来 ， 至 于 证 明 , 根据 


2.3.6.2 和 2.5.16, 可 以 假设 X = R4,Y = RB, 而 在 这 时 , 利用 映射 2.5.12.3, 这 里 记 作 
gogz,gv 我 们 看 到 下 列 图表 是 交换 的 : 


Tinp 


Ti (BR! x BR’) ToRs 
2.5.18.1 ee 四 上 
Mx Rs 


了 
于 是 Tz,wyp x Tong 与 px9 仅 差 一 个 双 射 , 而 后 者 是 一 个 同 构 . 
2.5.19 
这 里 是 0.2.19 和 0.2.22 的 对 应 结果 . 
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命题 设 f 是 从 义 到 Y 上 的 一 个 微分 同 胚 . 则 映射 Tf 是 从 TeX 到 TycoyY 
上 的 一 个 同 构 . 

由 于 f 是 一 个 微分 同 胚 , f-! 存在 , 并 且 六 :oj =idx. 而 TZ,(idx) 是 T,(X) 
的 恒 等 映 射 , 这 是 因为 代表 为 三 元 组 (U, p,u) 的 切 向 量 > 对 应 代表 为 


(U, wp, (poidx op 1) (p(z2))(w)) = (局 
的 切 向 量 . 再 根据 2.5.15, 则 有 
Ts(f 7 0f)= (Tyr)f7!) 0 (Tf) = Ta(idx) =idr,x. 


随 之 Tef 是 从 TzX 到 Ty(z)Y 上 的 一 个 同 构 , 并 且 (Tej)-1 = Treo 

2.5.20 ”命题 (参见 0.2.22) 

设 J 是 从 克 到 了 上 的 一 个 CP 类 态 射 , 并且 映 射 Te e Jsom (TeX;Tyra)Y). 
则 存在 义 的 包含 z 的 开 集 U, 使 得 f(U) 是 Y 的 一 个 开 集 , 并 且 f 是 从 U 到 f(U) 
上 的 一 个 微分 同 胚 ， 

当 借 助 于 坐标 卡 明晰 表示 映射 Tf 后, 这 就 归结 到 Rn 的 开 集 上 的 对 应 结果 . 在 
开 集 上 , 就 可 以 应 用 0.2.22 的 局 部 道 映射 定理 . 由 于 f 是 一 个 C 类 态 射 (参见 2.3.2 
(ii), 则 存在 相应 的 分 别 在 z 和 f(z) 的 坐标 卡 (U,w) 和 (Vw), 使 得 f(V) Cc V. 对 
于 这 些 坐 标 卡 关 联 着 从 T,X 到 Rs ( 设 X 是 d 维 的 ) 的 同 构 , 以 及 从 Ty(s)yY 到 Re 
( 设 Y 是 维 的 ) 的 同 构 . 

那么 根据 2.5.13.1 和 假设 , (wofow-!1)'(yp(z)) = 0y(z)oTrfo0z1 属于 Isom (Rad; 
Rs), 得 wofow-! 在 wp(z) 是 平展 的 .根据 0.2.22, 存在 Re Oy(zs)(y(U)), 使 得 
ofowp 1! 是 一 个 从 8 到 yf(w-1(9))) 上 的 一 个 微分 同 胚 . 

由 于 多 和 yp 都 是 微分 同 胚 (注释 2.3.6.2), 所 以 


f= oofop !)oy 


也 是 一 个 微分 同 胚 . 

2.5.21 注释 

一 个 履 登 映射 是 局 部 微分 同 胚 (根据 定义 2.4.1). 但 要 留意 其 逆 为 假 . 例如 , 取 
D:X 一 Y, 其 中 X= (0,37),Y = 5S1, 而 p(t) = (cost,sint), 这 不 是 一 个 覆 释 映射 ， 
因为 5! 是 连通 的 , 但 是 定理 2.4.4 的 结论 却 不 成 立 : 


9)- 信 } wD)- 信 全} 
2.5.22 ”典范 同 构 , 微分 


2.5.12.3 中 对 于 Ue O(R4) 定义 的 典范 同 构 9, : T.U 一 Ra 更 一 般 地 对 于 所 有 
有 限 维 实 向 量 空间 EE 都 存在 . 
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根据 2.5.16, 可 以 假定 UV = E. 任意 取 可 逆 的 fe L(E;R4); 对 于 ze 已, 令 
09s = 三 :omc, 这 里 nz 是 在 2.5.10 定义 的 与 坐标 卡 了 :已 一 Ra 关联 的 同 构 , 则 有 


2.5.22.1 bz :TE mE, 


9 不 依赖 于 f, 因为 如 果 可 道 的 g e 工 (至 ;Ra), 而 (= :TE 一 Ra 是 在 2.5.10 定义 的 
与 坐标 卡 g: 一 Rs 关联 的 同 构 , 则 公式 2.5.11.1 说 的 正 是 f-1ome = g-!1oCs. 这 
里 用 到 go 广 ! 是 线性 的 , 从 而 (go f-!1) = gof-! (参见 0.2.8.3). 

这 就 说 明 下 列 定义 的 合理 性 , 它 介 于 切 映 射 的 定义 和 导数 定义 之 间 . 

2.5.23 ”定义 

设 X 是 一 个 流 形 , 已 是 有 限 维 向 量 空间 , 而 f € CP(X;E). 从 TX 到 万 内 
的 映射 0j(z) o Tzj 称 为 7 在 z 的 微分 , 记 作 d f(z), 其 中 0j(s) 是 2.5.22.1 中 定义 的 
Tyto) 百 一 已 的 映射 . 


Tf 
TX TY 已 


2.5.23.1 > 人 


df(z) 


我 们 让 读者 仔细 验证 下 列 结果 : 如 果 Ue O(E), fe C?(U; 下), 这 里 巨 和 所 是 
有 限 维 向 量 空间 , 则 下 面 的 图 表 是 交换 的 : 
Tf 


a 
2.5.23.2 df(z) 
f(z) 

即 Tsf = 07C)o f(z)o 09: (参见 2.5.13.1). 

2.5.23.3 设 f€C?(X;E), 而 f € C?(Y;X), 则 d(f og9)(y) = df(g(y))o Tyg 
(2.5.15 的 平凡 推论 ). 

2.5.24 切 从 

给 定 一 个 流 形 X. 对 于 每 个 点 ze X, 可 以 关联 它 的 切 空间 TeX, 现在 考虑 所 
有 切 空间 的 并 集 TX. 

2.5.25 ”定理 

设 义 是 一 个 CP 类 的 d 维 流 形 , 则 

TX= (TX 
EX 

可 以 典范 地 配备 一 个 CP-1 类 的 2d 维 的 流 形 结构 . 这 个 流 形 称 为 义 的 切 从 . 

为 了 定义 TX 的 图 册 , 考虑 从 TX 到 X 上 的 底 映 射 r, 其 定义 是 : 若 > € TX， 
则 令 r(z) = z. 设 (U,y) 是 久 的 一 个 坐标 卡 ,我 人 有 7-1(U) Cc TX. 车 z Er-1(U)， 
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则 定义 R2e = Ra x Rs 的 元 素 (p(n(z)), 0x(z)(z)), 其 中 0n() 是 TtaX 与 Ra 之 间 
的 与 X 在 r(z) 的 坐标 卡 (U, p) 关联 的 同 构 映射 (参见 2.5.10). 由 于 ze Tr(aX 和 
7(z) € U, 这 是 有 意义 的 . 这 样 就 定义 了 从 -1(U) 到 R2a 内 的 一 个 映射 ww: 


2.5.25.1 Tp = (Pon,0r)) :7 (UVU) = RA x Ra. 


我 们 断言 , 当 (U, wp) 遍历 X 的 坐标 卡 时 ,{(r-1(D),ro)} 构成 TX 的 图 册 , 并 且 
事实 上 TX 是 一 个 Cr-1 类 的 (分 离 性 的 ) 流 形 .为 此 必须 验证 公理 (A.T.1), (A.T.2)， 
(A.T.3)( 参 见 2.2.1) 和 分 离 性 . 

(A.T.1): 由 于 7 :TX 一 X 是 满 射 , 并且 坐标 卡 的 定义 域 0 覆盖 X, 故 -1(U) 
覆盖 TX. 

(A.T.2): 1° 因为 97(.) 和 9 都 是 单 射 , 故 ro 是 单 射 . 

2° 因为 mm(rri(D)) = yp(UV) x Rd 所 以 ro(r-1(D)) es O(R2d). 

3? 给 定 TX 的 来 自 X 的 两 个 坐标 卡 (U, yp) 和 (V,w) 的 两 个 坐标 卡 , 它们 是 
(m1(0),7p) 和 (mr-1(V),mwy)， 必须 证 明 zp(r-1(0) 门 -1(V)) 是 R24 的 一 个 开 集 . 
而 这 就 是 re(r-:(mnyVy)), 即 p(UNV) x Rs, 由 于 yp(UNV) 是 Re 的 一 个 开 集 , 则 
wp(UNV) x Ra4 是 R24 的 开 集 . 

(A.T.3): 仍然 考虑 TX 的 两 个 坐标 卡 (r-1(U),re) 和 (ri(V),rw)， 必须 证 明 
T0721 是 从 ro(r-IUO)mr-i(V)) 到 mw(r-i(I)mr-I(Y)) 的 Cr-! 类 的 映射 , 即 
从 gp(UNV)x Rs 到 y(UNV) xRs 内 的 C?-! 类 的 映射 , 而 如 果 是 与 ( 岂 加 关 
联 的 同 构 , 根据 2.5.11.1: 


Tworp! = (bo lno0!)= (Vo, (Yop ))), 


由 于 Woyp-! 是 C 类 的 , 上 面 的 映射 自然 是 C?-! 类 的 . 

于 是 TX 成 功 配备 了 2d 维 的 CP-1 类 的 流 形 结构 . 还 留 下 验证 该 拓扑 是 分 离 
性 的 . 由 于 re 是 从 -1(U) 到 其 像 p(UV) x Ra 上 的 同 胚 (根据 2.2.9), 若 W 是 Rd 
的 一 个 开 集 , 则 w(Z) x W 是 p(U) x Rs 的 开 集 , 从 而 zz!(e(D) x W) 将 是 TX 的 
开 集 .给 定 不 同 的 zj，za E TX. 

第 一 种 情形 . 若 z1 € T,X, za E TzsX, 而 zi 关 za, 由 于 X 是 分 离 性 的 , 所 以 
存在 在 zi 的 坐标 卡 (U1,p1) 和 在 z2 的 坐标 卡 (U2,wp2), 使 得 V1 站 U2 = .于 是 
Ti(m) 和 -1(U2) 将 是 TX 的 分 别 包含 aa 和 zo 的 不 交 的 开 集 . 

第 二 种 情形 . 若 r(zi) = r(zz) = z, 则 设 (U,yp) 是 X 在 z 的 一 个 坐标 卡 , z: 有 
三 元 组 (UV, yp,ui) 为 其 代表 , 而 za 有 三 元 组 (U, yp, wz) 为 其 代表 , 并 且 ui 地 wz( 因 为 
Zz1 关 22). 由 于 w 和 ws 属于 R4, 所 以 存在 Rd 的 分 别 包 含 w 和 ws 的 不 交 开 集 Wl 
和 Wa. 于 是 

AE (9(U) x Wi), 22€ 7 (9(U) x Ws) 


是 TX 的 两 个 不 交 开 集 . 
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这 就 完成 了 定理 2.5.25 的 证 明 . 

现在 设 f 是 一 个 从 X 到 Y 内 的 一 个 态 射 , 我 们 要 让 它 关联 一 个 从 TX 到 TY 
内 的 切 映射 . 其 精确 表述 是 : 

2.5.26 ”定理 

设 卫 是 一 个 从 和 到 了 内 的 一 个 Cz 态 射 . 从 TX 到 TY 内 的 映射 Tf 的 定义 
是 : 对 于 所 有 z, 在 T,X 上 ,Tf 二 Tsf, 则 Tf 是 一 个 CP-1 态 射 . 

我 们 要 证 明 (2.3.2(iii)): 存在 TX 的 一 个 在 z 的 坐标 卡 (x-1(U),7s) 和 TY 的 
一 个 在 Tf(z) 的 坐标 卡 (x-1(V),7w), 使 得 Tf(n-1(U)) c -1(V), 并 且 定 义 在 开 集 
Te(r-i(I)) 上 的 moTforzl 是 一 个 Cr-! 态 射 , 还 必须 证 明 TF 的 连续 性 (注意 
我 们 把 从 TX 到 X 上 和 从 TY 到 Y 上 的 两 个 底 映 射 均 记 作 7). 

设 zeTX, 而 z = 7(z) 使 得 > e TzX. 那么 (Tf)(z) = (Tzf)(z) 是 在 Ty(syY 
内 . 既然 了 是 C? 态 射 , 存在 X 在 z 的 一 个 坐标 卡 (U,p) 和 YY 在 y= f(z) 的 一 个 
坐标 卡 (V, 少 ), 使 得 f(U) CV ,并且 wofoyp-!e Cr(p(U);Re)( 如 果 YY 的 维 数 是 e)， 
现在 考虑 TX 在 z 的 坐标 卡 (r-1(D),re) 和 TY 在 (Tf)(z) 的 坐标 卡 (r-I(V), ro)， 
我 们 有 

1) Tj(r (DO)) Cr) 

事实 上 , 如 果 to Ee x-!(U), to 是 义 在 U 的 一 个 点 zo 的 切 向 量 , 于 是 


(Tf)(to) = (Teof)(to) 


是 Y 在 f(zxo) 的 切 向 量 , 由 于 f(V) CV, 故 f(zo) es w, 随 之 (Tf)(to) es -1(V). 
公式 2.5.13.1 和 2.5.25.1 导致 


2.5.26.1 ToTfors! = (Yofop (yofop!)). 


由 假设 wofoy-! 是 C? 类 的 , 故 7woTforz! 是 Cr-! 类 的 . 此 外 , 因为 rwoTjforzl 
是 连续 的 , 而 5。 和 7y 是 同 胚 (参见 2.2.9), 所 以 Tf 是 连续 的 . 

2.5.27 性质 (复合 函数 定理 ) 

设 各 加 2 是 至 少 CP 类 的 三 个 流 形 , 而 f 和 9 分 别 是 从 半 到 Y 内 和 从 Y 到 
2 内 的 C? 态 射 . 则 T(gof)=TgoTf. 

这 个 结果 只 不 过 是 2.5.15 的 翻译 版 本 . 

2.5.28 ”速度 

设 Tc BR 是 一 个 区 间 , 而 上 :t 一 1 是 在 2.5.17.1 定义 的 从 了 到 TI 的 映射 , 则 


€ EC™(ITI) 
事实 上 , 对 于 了 的 典范 坐标 卡 idr 和 由 此 诱导 的 TI 的 坐标 卡 , 映射 5 表示 为 
(参见 2.3.1) tm (4, 1), 这 无 疑 是 C™ 的 . 由 此 推 知 : 


如 果 (1,a) 是 的 一 条 曲线 , 即 a e C?(T;X), 则 可 以 由 of = Taoe 定义 速度 
映射 Qf :了 TX, 根据 2.5.26, 我 们 有 a' € CP?-1(1;TX). 
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2.5.29 ”微分 
设 已 是 一 个 有 限 维 向 量 开 集 , X 是 一 个 流 形 , 而 f : X 一 已 是 一 个 态 射 . 我 们 
把 它 的 微分 d f(z) 


(参见 2.5.23.1) 与 之 关联 ,z 遍历 X, 而 6 由 当 y 遍历 忆 时 的 9, 集合 定义 . 
如 果 ge Cz(Y;X), 则 有 (参见 2.5.23.3): d (f 09) = dfoTg. 


2.6 于 流 形 , 浸入 , 浸没 , 嵌入 


现在 把 2.1 的 子 流 形 概念 从 Re 推广 到 抽象 流 形 . 读者 应 当 用 心 自己 画 出 有 关 
图 形 , 像 在 2.1 节 那 样 , 以 便 加 深 对 于 概念 的 理解 . 

2.6.1 定义 

设 X 是 一 个 d 维 流 形 ,而 Y 是 义 的 一 个 子 集 . 我 们 说 Y 是 X 的 e 维 子 流 形 , 如 
果 对 于 YY 的 每 个 y, 存在 X 的 一 个 在 3 的 坐标 卡 (U,yp), 使 得 p(UNY)= e(D) 门 Re. 

这 里 利用 典范 包含 映射 


Re 一 Rex{f0jcRexRd-= Rd 


把 Re 等 同 于 Re x {0} c Rd. 

2.6.1.1 注释 定义 2.6.1 可 以 表达 为 : 若 Y 在 X 内 的 状态 处 处 局 部 地 微分 同 
胚 于 Re 在 Rd 内 的 状态 , 则 YY 是 X 的 子 流 形 . 

2.6.2 ”定理 

设 针 是 一 个 CP 类 的 流 形 , 而 Y 是 的 子 流 形 . 当 (Lp) 遍历 2.6.1 类 型 的 
图 册 时 , (U 门 Y,yluny) 形成 了 的 一 个 Cz 类 的 图 册 . 特别 地 , Y 有 一 个 典范 流 形 
结构 . 

公理 (A.T.1) 的 验证 是 平凡 的 . 对 于 (A.T.2), 设 (Uy) 和 (Vw) 是 两 个 2.6.1 类 
型 的 坐标 卡 , 则 有 

¢(UNDMNVNY)) = (UNDMNRS, 


对 于 (A.T.3), 类 似 有 


(plunvAnr) o (ploNvnr) = (Wop pwn NB, 


由 于 (Woy )lywnv) 是 0? 类 的 , 故 (wjunvnyr)o (plvnvnY)-! 也 是 Cr? 类 的 . 
下 一 个 引 理 指出 Y 的 所 有 坐标 卡 , 局 部 地 都 是 2.6.1 类 型 的 . 
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2.6.3 ” 引 理 
设 针 是 一 个 流 形 ,Y 是 XX 的 一 个 子 流 形 , 而 (Wg) 是 流 形 Y 的 任何 一 个 在 9 
的 坐标 卡 , 则 存在 X 在 y 的 坐标 卡 (Up), 使 得 


”Cn = (COmR2， 
UNY soOv(WY)， 并 且 yluny =nluNy. 


根据 定义 2.2.5 和 2.6.1,， 存在 X 在 y 的 坐标 卡 (多 轨 ， 使 得 WVYmY) = 
(NRe, 并 且 now-! 是 Re Cc Ra 的 开 集 ywVNNnW) 到 n(V 门 W) 上 的 微分 
同 胚 由 在 Re = R* x R4-。 上 乘积 拓扑 的 定义 , 存在 Z < Oo(R4-e) 和 5S < 
Ovww)(w(V 门 W)), 使 得 


Sx ZE€ Ovw (VW)). 
我 们 用 o = (now-!lsxz) xidlas-。 延 拓 7ouy-llsxz 成 为 从 Sx2Z 到 ol(Sx2) 上 


的 微分 同 胚 o. 令 忆 = W 1(S x Z) 和 yp = o oY, 由 构造 本 身 看 出 (U, yp) 就 是 要 找 
的 符合 要 求 的 坐标 卡 . 


2.6.4 ”命题 

XX 的 子 流 形 Y 的 流 形 拓扑 同 由 X 诱导 的 拓扑 重合 . 

把 定理 2.2.6 中 的 定义 应 用 到 Y, 在 Y 的 流 形 拓扑 意义 下 的 开 集 U 是 Y 的 某 
些 坐 标 卡 的 定义 域 的 并 集 , 根据 引 理 2.6.3, 是 Y 的 某 些 集合 的 并 集 , 这 些 集合 的 形 
式 为 了 和 X 的 开 集 的 交集 , 这 清楚 地 说 明 U 在 由 X 的 拓扑 诱导 的 拓扑 的 意义 下 
也 是 开 集 . 反之 , 考虑 Y 的 对 于 由 X 的 拓扑 诱导 的 拓扑 的 意义 的 开 集 U, 即 (2.2.6) 
U=WNY, 这 里 W 是 义 的 某 些 坐 标 卡 的 一 个 并 集 ; 而 对 于 无 的 所 有 坐标 卡 (5,7)， 
只 要 SNY 着, 就 存在 一 个 2.6.1 类 型 的 坐标 卡 (V,y), 使 得 Vc 5, 这 是 因为 只 需 
对 于 ye SfY 应 用 定义 2.6.1, 并 且 如 果 有 必要 , 缩小 坐标 卡 (V, yp) 为 (V 站 5, pls). 
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2.6.5 ”命题 (传递 性 ) 

设 和 是 一 个 流 形 , 了 是 X 的 一 个 子 流 形 , 而 Z 是 济 形 Y (参见 2.6.2) 的 一 个 
子 流 形 , 则 2 是 X 的 一 个 子 流 形 . 

设 X,Y,2 的 维 数 分 别 是 d,e, f, 并 且 有 典范 包含 Rf c Re Cc Rs. 定义 2.6.1 
指出 , 在 2 的 任意 点 z, 存在 了 的 一 个 在 z 的 坐标 卡 (Wn), 使 得 mn(W 门 2) = 
N(W) 站 Rf c Re. 对 于 z EY 和 X 的 子 流 形 Y 的 坐标 卡 (Wn), 利用 引 理 2.6.3， 
如 果 有 必要 缩小 W, 存在 X 的 坐标 卡 (U, w), 使 得 


en = pONR®, We=UNY. 


于 是 pgVN2)= mAUN2)=nWN2) = NWNR = oO NR 
2.6.6 ”命题 (参见 2.3.3.4) 
设 X,Y 是 两 个 流 形 , f e C7(X;Y), 而 Z 是 久 的 一 个 子 流 形 , 则 


flz € C?(2;Y). 


利用 注释 2.6.6.1 解答 习题 2.8.19. 

2.6.7 ”命题 (参见 2.3.3.5) 

设 XX,Z 是 两 个 流 形 ,Y 是 鲜 的 一 个 子 流 形 , 而 / : Z 一 XX ( 仅 假设 是 集合 
论 意义 上 的 映射 ), 使 得 f(Z) C Y; 用 fly 表示 这 样 得 到 的 映射 了 : 2 一 了. 则 
Je COz(2;X) 等 价 于 fly € C?(2Z;Y). 

根据 注释 2.6.6.1 的 提示 , 问题 归结 为 以 下 情形 : 对 于 向 量 空间 已 只 G 有 2 e 
O(E),X=FxG,Y=Fx{0}CFxG, 而 f:2 一 FxG 实际 有 形式 (f,0). 显然 
配对 (f,0) 是 C? 类 的 , 当 目 仅 当 f 是 Cr? 类 的 (参见 0.2.8.4!). 读者 应 该 补 上 更 详 
细 的 证 明 : 习题 2.8.19. 

2.6.8 ”命题 

设 i:Y 一 贸 是 流 形 久 的 子 流 形 Y 的 典范 单 射 . 则 i 是 一 个 态 射 ,并且 对 于 所 
有 yeY, 切 映射 Ti: TJY 一 TUX 是 单 射 . 

由 于 这 个 命题 ,今后 可 以 把 T,Y 等 同 于 T,X 的 一 个 向 量子 开 集 , 并 且 写 成 TYC 
vp 

根据 注释 2.6.1.1, 我 们 可 以 假定 是 下 列 情形 : 


i:EE 一 xF， 这 里 i(y) = (vy,0)，, 


此 时 , 命题 的 断言 是 显而易见 的 . 

现在 把 0.2.17,0.2.20 和 0.2.23 引入 的 概念 推广 到 流 形 . 

2.6.9 定义 

设 X,Y 是 两 个 流 形 , f : 不 一 了 是 一 个 态 射 ， 我 们 称 f 在 z 是 一 个 漫 入 
(对 应 的 , 漫 没 ), 如 果 Tf 是 单 的 (对 应 的 ， 满 的 )， 我 们 称 在 z 是 平展 的 , 如 果 
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Tf € Isom (TeX;Tjy(z) 了 ). 我 们 称 f 是 一 个 漫 入 , 漫 没 ,平展 的 , 如 果 相 关 的 性 质 对 
于 所 有 的 z EX 成 立 . 最 后 , 我们 称 有 是 从 多 到 YY 内 一 个 嵌入 , 如 果 是 单 射 , 同 
时 又 是 一 个 浸入 和 一 个 从 XX 到 其 像 f(X) 的 同 胚 . 

下 面 的 几 个 结果 总 体 上 推广 了 定理 2.1.2. 

2.6.10 ”命题 

设 Y CX 是 流 形 义 的 子 流 形 , 则 典范 单 射 i;:Y 一 久 是 从 Y 到 义 内 的 一 个 
谋 入 , 特别 地 是 一 个 淄 入 . 反之 , 设 Z,XX 是 两 个 流 形 , 而 态 射 f:2Z2 一 XX 在 TEZ 
是 一 个 浸入 ; 则 存在 UE Oz(2), 使 得 flu 是 一 个 从 U 到 区 内 的 谋 入 ,此 外 ， f(U) 
是 天 的 一 个 子 流 形 , 并 且 f 是 一 个 从 U 到 f(U) 上 的 微分 同 胚 ， 

包含 关系 在 微分 同 胚 下 是 不 变 的 , 这 个 命题 通过 坐标 卡 归结 到 下 列 情形 : y e 
O(E),XX = ,其 中 E, FF 是 有 限 维 向 量 空间 , 并 且 应 用 定理 0.2.24, 这 个 定理 指出 局 
部 地 通过 微分 同 胚 问题 归结 为 考虑 典范 单 射 一 x {0} Cc x FF 的 这 种 情形 , 此 
时 , 妃 x {0} 明显 是 E x FF 的 子 流 形 , 而 一 E x {0} 是 一 个 嵌 人 , 甚至 是 从 已 到 
如 x {0} 上 的 微分 同 胚 . 

2.6.11 推论 

设 汪 是 从 定 到 半 内 的 一 个 火 入 . 则 f(Z) 是 义 的 一 个 子 流 形 , 并 且 太 是 从 了 
到 f(2) 的 一 个 微分 同 胚 

根据 2.6.10, f 处 处 局 部 地 是 一 个 微分 同 胚 . 根据 假设 , f-! 存在 并 且 连 续 , 由 于 
f°! 连续 并 且 是 处 处 局 部 可 微 的 , 根据 2.3.2(iii), f-! 是 从 f(2) 到 2 内 的 一 个 态 射 . 

要 格外 留意 以 下 事实 : 一 般 说 来 , 一 个 单 射 的 浸 和 人 并非 是 一 个 戏 入 : 注释 2.1.5. 
不 过 障碍 是 非 紧 致 性 , 因为 我 们 有 : 

2.6.12 ”定理 

若 2 是 一 个 紧 致 流 形 ,f 是 一 个 从 2 到 流 形 X 内 的 单 射 的 浸入 , 则 f 是 从 用 
到 X 内 的 一 个 嵌入 , 并 且 f(2) 是 X 的 一 个 子 流 形 . 

事实 上 , 一 般 拓扑 学 的 一 个 定理 断言 : 一 个 从 紧 致 集 到 一 个 分 离 性 的 拓扑 空间 
内 的 连续 的 双 射 是 一 个 同 胚 . 

2.6.13 ”例子 

2.6.13.1 流 形 RR/Z (参见 2.4.12.1) 微分 同 胚 于 圆周 S1. 

事实 上 , 映射 了: R 3 tr (cos rt sin rt) e R? 过 渡 到 R/Z, 定义 映射 了 : R/Z 一 
R2, 这 是 因为 f(t 十 k) = f(t), Vk € Z. 


R 
7 

| "Ne 

RZ 


另外 , f(R/Z) = 51, f 是 单 射 , 并 且 借助 2.4.11, 得 fe C~(R/Z;R?)， 由 于 
[0, 1 是 紧 致 的 , 而 R/Z = pz([0,]), 故 R/Z 是 紧 致 的 . 如 果 我 们 证 明了 f 是 一 个 浸 


2.6.13.1/ 
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入 , 定理 2.6.12 将 蕴涵 f 是 从 R/Z 到 f(R/Z) = S1 上 的 微分 同 胚 . 由 于 p 是 平展 
的 , 只 需 验 证 了 是 一 个 浸入 , 或 忆 (t) 关 0, 由 于 下 (t) = (一 msinrb reosrb), 所 以 这 是 
平凡 的 . 

2.6.13.2 射影 空间 P2(R). 第 二 种 生成 方法 .2.4.12.3 中 的 映射 了 是 从 P2( 了 ) 到 
Rs 内 的 嵌入 . 

事实 上 , P2(R) 是 紧 致 的 (参见 2.4.12.2), 并 且 f 是 单 射 的 , 如 果 证 明了 f 是 一 
个 浸入 , 命题 的 结论 将 从 定理 2.6.12 得 到 . 由 于 p : 92 一 P?(R) 是 平展 的 , 所 以 只 
需 指出 f 是 一 个 温和 人 . 由 于 52 c R3 是 子 流 形 , 并 且 f 是 


Ff : (2,Y,2) oo (z2,302,z2, V3yz) V3zz， Vizy) 


在 52 上 的 限制 , 故 只 需 证 明 (定义 2.6.9) Ttz,y,s)f 限制 在 Tisy,sy5? 上 是 单 射 . 由 
于 f : R3 一 Rs, 切 映射 的 定义 2.5.13.1 指出 只 需 考察 f'(z,y,z) 是 否 是 单 射 . 而 f 
在 (z,y,z) 的 雅 可 比 和 矩阵 (参见 0.2.8.8) 是 


2z 0 0 
0 2y 0 
0 0 2z 
0 Viz Vay 
V2z 0 Viaz 
Viy vzz 0 


如 果 (z,v, z) 关 0, 这 个 矩阵 的 秩 是 3, 于 是 fr(z,y, z) 是 一 个 单 射 , 它 在 Te va32 的 
限制 自然 也 如 此 . 

2.6.13.3 在 第 八 章 和 第 九 章 将 详细 研究 从 实 直线 R 及 从 3S1 到 Rr 的 浸入 和 
嵌入 , 它们 本 质 上 就 是 1 维 流 形 : 见 8.1 和 9.1. 

2.6.14 命题 

设 X,Y 是 两 个 流 形 , 站: X 一 了 在 zeX 是 一 个 浸没 ; 则 存在 U e Os(X)， 
使 得 广 !(f(z)) 门 芝 是 X 的 一 个 子 流 形 . 反之 , 设 Y C X 是 一 个 子 流 形 , y € Y， 
则 存在 UE Oz(X) 和 一 个 浸没 1 :U 一 Rd-e( 其 中 d = dimX,e = dim 了 ), 使 得 
YNU= 7-1(0). 

证 明 : 利用 定理 0.2.26. 

表达 2.6.14 的 另 一 种 方式 (参见 2.1.2(iii)) 是 : 

2.6.15 ”命题 

给 定 一 个 CP 类 的 d 维 流 形 多 , re XU E Orz(X), 给 定 大 个 函数 


fieC(U) (1<gq<gp,i=1,..,k) 


满足 条 件 , fi(z) = 0， Vi, 并 且 在 的 (作为 TX 上 的 线性 形式 的 (参见 2.5.23)) 微 
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分 dfi(Z)(i = 二 1,… ,k) 是 线性 无 关 的 . 则 存在 VE Oz(U), 使 得 
天 
vNN Eo) 
这 1 


是 看 作 C9 类 流 形 的 X 的 d 一 大 维 子 流 形 . 
只 需 构造 态 射 
已:D3zm (f(r) ,fr(z)) € RA， 


由 于 dfi(z)(i = 1,… ,k) 是 线性 无 关 的 , 所 以 F 在 z 是 一 个 浸没 , 从 而 命题 2.6.14 
表明 FF-1(F(z)) = FF-1(0) 是 一 个 开 集 V e Oz(D) 的 子 流 形 . 对 于 一 个 更 完备 的 叙 
述 , 参见 习题 2.8.20. 至 于 2.6.15 的 逆 , 这 从 定义 2.6.1 立即 推出 , 只 需 把 Ra 的 d-e 
个 坐标 函数 ze+1,… ,za 转移 到 UV 上 . 
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设 X 是 一 个 抽象 流 形 , E 是 一 个 欧 几 里 得 空间 , 而 是 从 X 到 5 内 的 一 个 
温和 人 . 在 整个 这 一 节 里 假定 : X 和 f 是 C? 类 的 , p > 2. 对 于 每 个 点 ze X, 考虑 
gjta((TzjJ)(TzX)) 的 正 交 子 空间 (参见 2.5.22.1). 


2.7.1 NzX = [grta)((Tz7)(TzX))]L， 


这 里 上 表示 在 欧 几 里 得 空间 EE 内 的 正 交 . 
2.7.2 ”定义 


NX={zEB:(zlu)=0, Vue Oy)((Tef)(TeX))} 


称 为 (X, 了) 在 z 的 法 空间 ; 若 已 经 暗示 了 浸入 f, 则 简单 地 称 为 万 在 z 的 法 空间 ， 
还 可 以 称 为 f(X) 在 f(z) 的 法 空间 . NX 中 的 非 零 向 量 称 为 f(X) 在 f(z) 的 法 向 
量 , 长 度 为 1 的 法 向 量 称 为 单位 法 向 量 . 

注意 dim NsX = dimE dimX. 

更 一 般 地 , 引入 下 列 相对 于 乘积 X x E 的 子 集 的 记号 和 定义 . 

2.7.3 ”记号 


NX={(z,v) EXxE:vEe NX)}, 
N°X={(z,v) ENX :lv <e)}, 
NX = {(s0) ENX: vl <e} 

NU‘X = {(z,v) €E NX :| v=e)}, 

NUX = {(z,v) Ee NX :Nvl=1}= NUIX. 
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2.7.4 定义 
NX 称 为 (X, 了 ) 的 法 从 . NUX 称 为 (X, 了) 的 单位 法 从 . 
我 们 还 引进 一 个 从 NX 到 已 内 的 叫做 典范 映射 的 映射 can: 


2.7.5 can (7,v) = f(z) + wv, 


并 且 给 出 

2.7.6 ”定义 

TUBsX = can(N5X) 称 为 (X, 了 ) 的 e- 管 形 邻 域 , 或 围绕 (X, f) 的 半径 。 的 
管 形 . 


图 2.7.6.1 


2.7.6.2 


这 个 术语 的 合理 性 解释 如 下 : 为 了 简单 起 见 , 我 们 考虑 X 是 E 的 子 流 形 的 情 
形 , f 是 从 XX 到 内 的 典范 单 射 , 那么 (TX)+ 就 用 巨 的 捆绑 在 zx 的 并 且 正 交 于 
TeX 的 向 量 表示 (参见 2.5.12.4); 于 是 can (z,v) = z 十 v 就 是 这 样 的 法 向 量 的 末端 ， 
而 TUB<X 就 是 r 遍历 X 时 所 有 模 < = 的 法 向 量 末 端的 集合 . 如 果 X 是 Ra3 的 
线 , 我 们 就 得 到 围绕 X 的 半径 为 s 的 管 形 ; 如 果 X 是 R? 的 曲线 , 我 们 就 得 到 围 
绕 X 的 宽度 为 2e 的 带 形 . 不 过 提醒 注意 : TU7B<X 未 必 是 与 X 距离 小 于 e 的 点 的 
集合 ; 参见 习题 2.8.29 和 下 文 2.7.12. 我 们 看 到 NEX 是 N<X 的 闭 包 , 而 NU<X 是 
NsX 的 边界 . 
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2.7.7 ”定理 

设 久 是 一 个 C? 类 d 维 抽象 流 形 , 已 是 一 个 n 维 欧 几 里 得 空间 . 又 设 f 是 从 
久 到 万 内 的 CP 浸入 . 则 NX,NeX,NUX 是 Cr-! 类 的 流 形 , 它们 的 维 数 分 别 是 
n,n,n—1. 

由 于 马 是 Ce 类 流 形 , X x 已 是 一 个 流 形 (2.2.10.3), 我 们 要 指出 NX, NeX 和 
NUX 是 X x EE 的 子 流 形 , 方法 是 用 方程 定义 它们 , 并 且 利 用 命题 2.6.15. 

NX 的 情形 . 设 (z,v) e NX, 而 (U,y) 是 XX 在 z 的 坐标 卡 , 则 当 且 仅 当 yeU， 
并 且 we NyX, 我 们 有 

(y,w) € (U x EMNX. 


问题 在 于 解释 这 后 一 个 条 件 . 
引入 与 y 和 坐标 卡 (UV, p) 关联 的 同 构 9,( 参 见 2.5.10) 和 (2.5.22.1) 中 引入 同 构 
bt; 对 于 ze T,X, 如 果 w= 9,(z) e Rd, 则 根据 (2.5.13.1) 得 
byw (Tyf)(2)] = (f op ) (p(y) (wu). 


设 {e1,… ,ea} 是 Ra 的 典范 基底 , 则 已 的 子 空间 9y(y)((Tyf)(TyX)) 由 向 量 (fo 
9 (p(y))(es) (i = 1,… ,4d) 生成 . 由 此 得 出 


2.7.8 weNX © (wl(f og) (p(y))(e) =0 Vi=1,..,d. 
考虑 d 个 从 UxE 到 RR 由 
2.7.9 hi: hi(y,w) = (ul(foe ) (p(y))(ei)), i=1,.,d 


定义 的 函数 , 则 
a 
(Ux EMNX= (hr?(0). 


i=1 
如 果 证 明了 h; 是 C?-! 类 的 , 并 且 dhi(z,v) 是 线性 无 关 的 , 就 将 推出 (定理 2.6.15) 
NX 是 六 x 马 的 Cr-! 类 的 子 空间 , 其 维 数 为 n+d-d=n. 由 于 从 EExE 到 R 内 
的 映射 (a, 8) 一 (al6) 是 Ce 的 , 而 从 U 到 EE 内 映射 


ym (fo ) (p(y))(ei) 


是 Cz-1 类 的 , 函数 h; 必然 是 C?-! 类 的 . 

下 面 来 考虑 从 Tew(X x 忆 到 内 的 映射 dhi(z,v) = 8h.(zwv) oTiewja 这 里 
Oh(zw) 是 从 Ths(z,y)R 到 R 上 的 与 R 的 在 hi(z,v) 的 坐标 卡 (R,idR) 关联 的 典范 
同 构 (参见 2.5.23.2). 而 在 U x 已 里 , 我们 找到 作为 BE 的 向 量子 空间 的 子 流 形 N,X 
和 Xx 互 的 子 流 形 {z} x E; 在 (z,v)€ NzX, 在 Tiz,w)(X x 世 ) 里 (参见 2.5.18), 我 
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们 找到 子 空间 T。,B. 如 果 微 分 dhi(z,v)(i = 1,… ,d) 限制 在 TuB 已 经 是 线性 无 关 
的 , 那么 在 Tu(X x E) 2 T,E 上 自然 也 是 线性 无 关 的 . 而 


dhi(z,v)|r,E = d (hilg), 
(应 用 2.5.23.3 到 包含 关系 {z} x EC XX x 万 , 而 hi|g 是 与 固定 向 量 
(f op) (p(z))(ei)(i= 1,... ,qd) 


关联 的 线性 形式 (|(f ow-!)'(w(z))(ei)), 这 些 线性 形式 的 微分 以 同 构 9, 为 模 是 等 于 
自己 的 (参见 0.2.8.3), 因为 (fo pg-!)'(yp(z))(ei) (i = 1,… ,qd) 线性 无 关 , 这 些微 分 
(对 于 i= 1,… ,d) 是 线性 无 关 的 . 而 这 对 于 所 有 (z,v) 成 立 , 从 而 NX C X x 互 必 
然 是 C?-! 类 的 子 流 形 (参见 2.6.15). 

对 于 NsX. 由 于 NeX = {(z,v)|(z,v) s NX, 上 | v 1 < e}, 这 是 NX 的 一 个 开 集 ， 
故 这 是 一 个 Cr-! 类 的 子 流 形 , 并 且 维 数 是 n( 参 见 例 子 2.2.10.2). 

对 于 NUX = {(z,v)|(z,v) e NX,|| vl| = 1}, 这 是 NX 的 一 个 子 流 形 , 我 们 可 以 
用 一 个 方程 定义 它 . 事实 上 , 从 NX 到 R 的 函数 f(z,v) = | uv 上 一 1 满足 NUX = 
f-1(0)( 这 里 我 们 有 一 个 整体 方程 ), 只 需 证 明 在 NUX 的 所 有 点 df(z,v) 关 0. 为 了 
证 明 这 一 事实 , 我 们 应 用 对 于 NX 情形 证 明 的 最 后 用 到 的 同一 技术 , f 在 {z} x 忆 
的 限制 是 二 次 型 | v ?一 1, 其 在 v 的 微分 , 不 计 9, 的 话 , 是 2(v|-), 如 果 uv 大 0, 它 不 
是 零 , 由 于 ‖v | = 1, 正 是 这 种 情形 ! 这 就 完成 了 定理 2.7.7 的 证 明 . 

现在 要 证 明 在 2.7.5 定义 的 映射 can 是 NeX 在 EE 内 的 嵌 人 , 为 此 需要 : 

2.7.10 ”定理 

对 于 X 的 所 有 z, 映射 can 在 (z,0) 是 平展 的 . 

映射 can 在 NX 上 由 can(z,v) = f(z) +v 定义 . 因为 can (z,0) = f(z), 并 且 
NX 和 EE 维 数 相同 . 只 需 指出 切 映射 Tiz,o(can) 从 Tiz,oNX 到 Ty(s)E 上 是 满 射 
的 .Ty(s) 的 子 空间 (Tsf)(TeX) 有 一 个 补 子 空间 , 即 [9y(z)((Tzf)(TzX))+ 在 97 
下 的 像 集 , 我 们 把 这 个 补 空间 就 简单 地 记 作 [(Tz.j)(TzX)] + 上. 在 这 个 约定 下 , Tytz) 妃 
分 解 为 正 交 的 直 和 


Ty(a)E = (Tef)(TeX)) @ (Tf)(TeX))+. 


为 了 证 明 Ts,o)(can) 是 满 射 , 只 需 指出 对 于 (Tsf)(TsX) 的 每 个 向 量 ww 存在 
Ttzs,o)NX 的 一 个 z 使 得 [Tz,o)(can)](z) = ,以 及 对 于 [(Tzf)(TX)]+ 的 v 有 同样 
结果 . 此 外 , 设 + 是 NX 的 一 条 曲线 , 对 于 ze Tiz,0)NX 满足 Y(t) = z, 我 们 将 有 
[Tiz,o(can)](z) = (can oY)(t) (参见 2.5.17.4). 给 定 ue Tf(T2X), 则 存在 we TsX， 
使 得 (Tzj)(w) =u. 设 a 是 XX 的 Cr? 类 曲线 ,满足 a(0)=z 和 a'(0)=w,w 是 XX 
在 z 的 切 向 量 . 令 y(t) = (alt),0), 这 里 0 是 的 零 向 量 , 我 们 就 定义 了 NX 的 一 
条 CP? 类 的 曲线 y, 使 得 (can oY)(t) = can (a(t),0) = fa(b), 并 且 


(can o7) (0) = (Tsf)(o(0)) = (Tzf)(w) = 
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于 是 对 于 ve Tsf(TsX), 我 们 以 z= Y(0) e Ty(o)NX = Tez,o)NX 与 之 关联 , 使 得 


Ttz,0)can(z) = (can 0 7)'(0) =%. 
同样 地 , 设 " 属于 [(Tf)(T:X)]+. 我 们 用 y(t) = (z,tv) 定义 


(can 07)(t) = can (z, tw) = f(z) + tw, 


(can 7?) (0) = [Tz,o) (can)](z) =%. 


2.7.11 注释 


NX 的 曲线 . 我 们 有 


于 是 (can o7)'(0) = ww 并 且 Ty(0)NX = TeoNX 的 向 量 z = 7(0) 满足 


映射 can 一 般 不 是 处 处 平展 的 , 例如 考虑 X = S1 c R2, 对 于 所 有 z e 51, 我 
们 有 ze Nzs51, 于 是 can(z, 一 z) = 0 (我 们 说 0 是 51 的 “焦点 "). 


另外 , 不 存在 。 > 0, 使 得 can: NeX 一 忆 是 一 个 艇 人 


(虽然 定理 2.7.10 蕴涵 


can 在 (z,0) 的 一 个 邻 域内 的 每 个 点 是 一 个 说 和 人 (参见 2.5.20))， 图 2.7.11 是 一 个 


反例 : 


图 2.7.11 


X 的 趋 于 无 穷 远 的 点 彼此 逐渐 靠近 , 这 就 毅 使 = 越 来 越 小 . 但 是 如 果 X 是 紧 至 


的 , 则 有 : 
2.7.12 ”定理 


如 果 XX 是 一 个 紧 致 流 形 , 巨 是 一 个 欧 几 里 得 向 量 空间 , f 是 一 个 从 久 到 万 内 


的 CP 态 射 , 并 且 是 嵌入 则 存在 e > 0, 使 得 从 NeX 到 TU 
一 个 微分 同 胚 . 


BeX 上 的 映射 can 是 


由 于 对 于 X 的 所 有 点 z, 映射 can 在 (z,0) 是 平展 的 , To)(can ) 是 双 射 , 从 而 
实现 一 个 局 部 微分 同 胚 (参见 命题 2.5.20). 于 是 存在 NX 的 一 个 包含 (z,0) 的 邻 域 


Wi, 使 得 can 在 Ws 上 的 限制 是 从 Ws 到 其 像 集 上 的 微分 同 有 


环 . 由 于 NX 是 XxE 
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的 一 个 子 流 形 , 可 以 找到 一 个 数 a。 > 0 和 X 的 一 个 包含 z 的 开 集 U, 使 得 
Ns XN\(Us x E) c Ws. 


当 zx 变动 时 , 诸 Us 覆盖 了 紧 致 集 XX, 所 以 存在 有 限 数目 的 点 zj,… ,zw, 使 得 X = 
UniU…UUs,. 设 ce= ,en 考虑 NX. 设 (z,v) es NeX, 而 i 使 得 ze Ui, 由 
于 e < ez,, 我 们 有 

(zu) € Ne XNN(Us, x E) C Te 


既然 映射 can 实现 从 Ws 到 其 像 集 上 的 一 个 微分 同 胚 , 则 上 面 的 包含 关系 说 明 can 
是 NeX 和 其 像 集 TU BeX 之 间 的 局 部 微分 同 胚 . 

现在 证 明 , 存在 。 > 0, 使 得 can 在 NeX 上 是 单 射 . 如 果 不 然 , 就 不 可 能 找到 
6 > 0, 使 得 can 在 NeX 上 是 单 射 . 那么 对 于 任意 mw 令 en = 1/m, 存在 NW"X 的 
不 同 的 pn 和 gn, 却 有 can (pn) = can (qn). 但 是 pn 和 gn 包含 在 Xx (0,1) 里 , 特 
别 是 包含 在 一 个 紧 致 集 里 . 于 是 存在 (ps) 和 (gn) 的 子 序列 , 分 别 收敛 到 p 和 9. 由 
于 pn e NI"X, pn 表示 为 


1 
Pn = (num), 其 中 | | < 元- 


令 n 趋 于 无 穷 , 我 们 看 到 p 有 形式 (z,0), 而 g 有 形式 (y,0). 由 于 can 是 连续 的 , 所 
以 我 们 有 
can(p) 一 Jdim, can (pn) = dm can (qn) = can (9). 


于 是 f(z) = f(y). 

但 是 由 假设 , f 是 一 个 嵌入 , 故 f 是 单 射 , 于 是 z = y. 由 于 can 在 (z,0) 的 一 
个 邻 域内 是 微分 同 胚 , 而 当 n 充分 大 时 , ps 和 g, 将 在 (z,0) =p = 4 的 这 个 邻 域 里 ， 
由 假设 can (pn) = can (qn) 应 该 得 到 pn = gn, 这 是 荒废 的 . 

于 是 找到 一 个 。 > 0 回答 了 对 于 can 提出 的 问题 : can 限制 在 N<X 上 是 单 射 
的 和 平展 的 . 由 此 就 可 以 推出 对 于 任意 e' < e, can 是 整个 Ne“ X 上 的 一 个 嵌入 . 为 
了 证 明 , 只 需 利用 定理 2.6.12 的 证 明 技巧 , 并 且 注 意 到 X C NeX (作为 Xx R" 
的 紧 致 集 X x 巨 (0,s) 的 闭 子 集 ) 是 一 个 紧 致 集 . 于 是 (can | x)-:1 是 连续 的 , 自然 
(can|we x)-: 也 是 连续 的 . 

2.7.13 例子 

我 们 在 10.2.3.12 将 会 碰 到 特殊 情形 a = lm = 3, 其 称谓 是 档 形 曲面 在 
10.2.3.11 将 会 碰 到 特殊 情形 d = 2,n = 3 (平行 曲面 , 还 可 以 参见 10.6.8). 


2.8 习 题 
2.8.1 对 于 下 面 定义 的 各 个 集合 , 判断 它们 是 否 是 子 流 形 . 在 肯定 回答 的 情形 ， 


2.8 习 题 “97. 


给 出 最 大 可 能 的 p, 使 得 这 个 子 流 形 是 C? 类 的 : 


{(z,y,2) E R3: 73 +y +23 — 37yz = 1}; 

{(z2,y,2) ERS: 72+y+z2=1,¥f4 有 有 z2+y -z=0); 
{(t,2) :te 及- UL -tt) :te R:); 

{(z,y) ER?:;:z=0 或 y=0); 

{(t2,13) € R?2 :t € R}; 

{(z,y) € R? :y= |zl}; 

{ (cst cos + ain ) ER?:te (or+ 委 )}. 


2.8.2 验证 5? 的 形 如 
(ZY) + (2,y, V1 — x — 2) 


的 参数 表示 的 相 容 性 . 

2.8.3 利用 2.1.2 的 条 件 , 用 多 种 方式 证 明 , 如 果 VC R" 和 Wc Rm 是 子 流 
形 , 则 VxWc Rn x Rm = R"tm 是 子 流 形 . 

2.8.4 证 明 


{(cos(V2t)(2 + cost), sin(V2t)(2 + cost),sint)E R3 :te R} 
不 是 Rs 的 一 个 子 流 形 . 证 明 这 个 子 集 在 子 集 ( 环 面 ) 
{(cost(2 + coss),sint(2+coss),sins) ER3:secRteR} 


内 处 处 稠密 . 
2.8.5 a) 借助 由 


2 2 
下 (zl z2,73, 74, 25, 76) = (27172 ~ 76, 27273 — T4, 273z1 一 28， 


T475 一 V2zsz6,z5z6 V3zizda, zaz6 一 V2zazs) 
定义 的 映射 FF : Rs - {0} 一 Rs, 证明 
{(22, 2, 22, V2yz, V2zr, Vry) E RS :rE R,yE R,z eR} 


是 Rs 的 一 个 子 流 形 . 
b) 再 证 明 


{(z2,y2,z2,V3yz,V2zz,V3zy) E RS :72 + +2 = 1} 


是 RS 的 一 个 子 流 形 . 
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©) 证 明 对 于 所 有 的 n: 


人 VBzin ee RED :29 +. + 72 =1} 
n n(n—1)/2 


是 Rz+"(n"-D/2 = Rnn+D/2 的 一 个 子 流 形 . 
d) 对 于 


人 VBRe Ce) ,VElm (24123)...) 
VS Ny 
n n(n—1)/2 n(n—1)/2 

ER™ :|al + +|znl: =1} 


证 明 同 样 问题 . 其 中 , 对 于 复数 z, |z| 表示 其 模 (对 应 地 Im(z) 和 Re(z) 表示 虚 部 和 
实 部 )， 

e) 同 问题 d), 只 是 复数 用 四 元 数 代 蔡 . 

2.8.6 ”详细 证 明 2.2.10.3 

2.8.7 ” 球 极 投影 

设 iw 和 is 是 分 别 对 于 极 N = (0,0,1) 和 S = (0,0, -1) 的 反 演 , 把 S4 - {N} 
(对 应 地 54 - {5}) 映射 到 R4+1 的 平面 zati = 0. 明确 表示 iw 和 is, 证 明 它 们 是 
S54 的 Cs 图 册 , 并 且 给 出 54 的 通常 流 形 结构 . 

2.8.8 ”格拉 斯 曼 ( 流 形 ) 

a) 证 明 Rd 的 大 个 向 量 的 线性 无 关 组 的 集合 Wi.a 是 (RI)* 的 一 个 开 子 集 . 

b) 把 生成 Re 的 同一 子 空间 的 向 量 组 视 作 等 同 , 这 样 得 到 一 个 等 价 关系 , 设 Ga 
是 Vi,a 关于 这 一 等 价 关系 的 商 集 . 证 明 Guk 配备 商 拓扑 是 一 个 可 分 离 的 紧 致 空间 
这 样 , Gk 等 同 于 R 的 大 维 向 量子 空间 的 集合 . (对 于 可 分 离 性 , 证 明 对 于 Gka 的 
不 同 点 的 每 个 配对 (X,Y), 存在 一 个 在 Gkd 上 连续 的 实 值 函数 p, 使 得 p(X) # p(Y). 
对 于 紧 致 性 , 考虑 Vi,a 的 由 个 向 量 的 规范 正 交 组 构成 的 子 空间 议 ,a, 正 交 性 是 对 
于 Ra4 的 典范 欧 几 里 得 结构 而 言 的 . 证明 该,。 是 紧 致 的 , 并 且 构造 一 个 从 旋 。 到 
Gka 上 的 连续 映射 .) Gk,a 称 为 格拉 斯 曼 ( 流 形 ). 

c) 设 X 是 Gka 的 一 个 元 素 , 而 Ux 是 Gka 的 满足 YX+ = {0} 的 Y 的 集 
合 , 依 下 列 方式 定义 从 Ux 到 . 乡 (X, +) 的 一 个 映射 T: 如 果 Y e Ux, 并且 zeX， 
则 Txo(Y).z 是 Y 的 满足 r(z) = z(r 是 在 关上 平行 于 X+ 的 投影 ) 的 唯一 向 量 > 
平行 于 X 的 在 X+ 上 的 投影 . 证 明 Tx。 是 从 Ux 到 乡 (X,X+) 上 的 同 胚 . 可 以 如 此 
着 手 : 设 (zi)ixisk 是 X 的 一 个 正 交 基底 , 而 yi(Y) 是 Y 的 唯一 满足 (yi(Y)) = zi 
的 向 量 . 我 们 有 yi(Y) = zi + Tx(Y)- zi. 证 明 映射 了 一 yi(Y) 是 连续 的 . 

d) 证 明 (Ux, Tx)xecs 是 Gk,a 上 的 Ce 图 册 , 并 且 这 样 获得 的 Gk.a 的 流 形 
拓扑 与 Vi,a 的 商 拓扑 是 同样 的 . 
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2.8.9 设 万 是 方程 为 


ad 

3 QijTiTj 十 bm =1 
1<sisJsd i=1 

的 超 二 次 曲面 , 对 称 和 矩阵 (aij) 是 可 逆 的 ( 即 五 是 “有 心 超 二 次 曲面 "). 证 明石 是 

Ra 的 4d-1 维 Ce 子 流 形 , 并 且 Cs 微分 同 胚 于 S* x Ra-h-!1, d 一 k 是 与 矩阵 (aij) 

关联 的 二 次 型 的 指标 ( 负 平方 项 的 个 数 ). 

2.8.10 在 这 个 习题 和 下 一 个 习题 里 , 已 表示 一 个 d 维 实 欧 几 里 得 空间 , 用 
End (E) 表示 从 EE 到 E 内 的 线性 映射 4 的 集合 . 一 般 线 性 群 GL(E) 是 可 道 线 性 映 
射 的 集合 , 用 SL(E) 表示 行列 式 为 1 的 的 集合 , 用 O(E) 表示 满足 条 件 tu.w = 1 
的 v 的 集合 . 证 明 GL(E), SL(E) 及 O(E) ( 正 交 群 ) 是 End (5) 的 子 流 形 , 并 且 计 算 
它们 的 维 数 . 

2.8.11 1 设 ue End(B), 证 明 级 数 > 上 依 范 数 收敛 , 用 expu 表示 级 数 


n=0 

的 和 . 

a) 证 明 det(expu) = eT(w), 并 上 且 如 果 w 和 v 是 可 交换 的 , 则 有 exp(w + v) = 
expu. expy. 

b) 证 明 wm expu 是 End (EB) 到 GL(E) 内 的 C~ 映射 . 

c) 利用 局 部 逆 映射 定理 , 证 明 存 在 0 在 End (已 ) 里 的 一 个 邻 域 V, 0 在 迹 为 0 
的 映射 组 成 的 子 空间 里 的 一 个 邻 域 V', 和 0 在 满足 tu +u = 0 的 映射 组 成 的 子 空间 
里 的 一 个 邻 域 V", 使 得 expjv, expjlv 和 expjlv" 是 V (对 应 的 , V', V”) 在 工 的 含 
于 GL(E) (对 应 的 , SL(E), O(E)) 的 一 个 邻 域 上 的 参数 表示 .如 此 重新 得 到 2.8.10 
关于 维 数 的 结果 . 

2° 设 S(E) 是 End (E) 的 由 对 称 映射 u 组 成 的 子 空间 , 而 S+(E) 是 与 关联 
的 二 次 型 的 正定 的 对 称 映 射 v 的 集合 . 

a) 证 明 S+(E) 是 S(E) 里 的 开 集 , 并 且 映 射 wm w? 是 5+(E) 到 其 自身 上 的 
Ce 微分 同 胚 . 

b) 构造 一 个 从 GL(E) 到 S+(E) x O(E) 上 的 Ce 微分 同 胚 . 

2.8.12 设 G C Dif (X) 是 无 不 动 点 真 不 连续 的 ,p : X 一 X/G, 而 Y 是 一 个 流 
形 . 证 明 

f ECr(X/G;Y) © fope Cr(X;Y). 


fop 
2.8.12.1 中 


X/C= 上 


2.8.13 设 R2 = C (复数 域 ), 映射 xz 一 za 是 C 到 C 的 一 个 覆 私 映射 吗 ? 
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2.8.14 设 X= R2-{0},G 是 由 z 呈 -z 生成 的 含 两 个 元 素 的 群 . 证 明 G 作 
为 无 不 动 点 真 不 连续 在 群 作 用 在 X 上 . 证 明 商 集 X/G 微分 同 胚 于 X. 
2.8.15 考虑 524 -1 C R2 = C4, 又 设 (q1,… ,ga) 是 带 正 负 号 的 整数 . 考虑 由 


2in 2in 
Ce 
定义 的 映射 g : Ce 一 C4.G 是 由 9 生成 的 群 , 能 否 用 定理 2.4.9 的 方法 给 524-1/G 
配备 一 个 流 形 结构 ? 

2.8.16 设 U 是 0 在 Rs 内 的 一 个 邻 域 . 在 流 形 [ x Pa-1(R) 里 , 设 U 是 这 样 
的 点 (z, z) 的 子 集 , 对 于 z 的 一 个 齐 次 坐标 组 (zi ，…: ,za), 对 于 所 有 指标 配对 (加 ， 
我 们 有 zj 一 zkz; = 0( 在 这 种 情形 下 , 这 些 关系 对 于 z 的 所 有 齐 次 坐标 组 都 成 立 ) 

a) 证 明 U' 是 U x Pe-!(R) 的 d 维 闭 子 流 形 . 

b) 设 rr 是 Ux Pd!1(R) 在 U 上 的 投影 在 U 上 的 限制 . 证 明 70.(0) 是 UV' 的 
一 个 微分 同 胚 于 P71(R) 的 子 流 形 , 而 ru 在 UV' xj!1(0) 上 的 限制 是 从 这 个 开 集 
到 UV ~ {0} 上 的 一 个 微分 同 胚 . 

2.8.17 对 于 一 个 Ce 类 的 流 形 , 用 C~(X) 表示 Ce 函数 ,XX 一 RR 的 R- 代 
数 , 并 且 用 V(X) 表示 X 上 的 C~ 向 量 场 的 R- 向 量 空间 , 这 里 的 Cee 向量 场 , 即 
是 C~ 态 射 5 : X 一 TX, 满足 条 件 po & = idx( 参 见 3.5.1)， 一 个 R- 线 性 映射 
DD:C”(X) 一 Cm”(X), 满足 条 件 : 对 于 任意 六 ge C~(X): D(f.9) = Df.g+f. Dg, 
所 有 这 样 的 映射 D 称 为 Cx(X) 的 导 子 ; 这 些 映 射 的 集合 记 作 der (C~(X)). 在 学 
习 4.2.13 和 5.2.9 之 后 才 来 做 这 个 习题 . 


Ls 


1) 设 EEV(X), fe C”(X) ,对 于 所 有 zeX, 用 (djf(6))(z) = df(z)(é(z)) 
定义 dj(6) = &(f) e C~(X). 证 明 了 一 617) 属于 der (C~(X)). 在 部 分 里, 我们 
打算 证 明 : 反之 , 所 有 D e der (C~(X)), 都 由 某 个 5e V(X) 用 前 面 的 方式 得 到 . 设 
U Ee 0O(RM), 而 z1,… ,za 是 R4 上 的 典范 坐标 ， 


€= Dea <eC”(U)， 


是 U 上 的 向 量 场 : 计算 上 (有 

2) 设 De der(Ce(X)), 证 明 : 如 果 f 是 X 上 的 一 个 常数 , 则 Df = 0. 

3) (局 部 化 ) 设 D es der (C~(X)), 证 明 : 如 果 f,g e C~(X),U e O(X), 满足 
flv = glv 则 Dflv = Dglv. 

们 设 Ue (RI),z1,… ,za 是 R* 上 的 典范 坐标 ; 车 


Deder(C™(X)), ueUd, 
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证 明 对 于 所 有 fe C~(U) 有 


DNW = DY Ew. 
由 此 推出 存在 上 es V(D), 使 得 对 于 任何 f : Df = (了 ). 
5) 设 X 是 任意 流 形 ，D es der (C~(X)). 证 明 存在 ¢ e V(X), 使 得 对 于 任何 
feC™m(X), 有 Df=&(f). 
I 
1) 设 X 是 一 个 流 形 , 而 6,m e V(X). 证 明 映 射 
fm é€(n(f)) — 7(é(7)) 


属于 der (C~(X)). 今后 我 们 把 在 工 中 与 f 关联 的 y 记 作 [é, 攻 , 并 且 称 之 为 向 量 场 
上 和 的 括号 积 . 

2) 设 6m,6 EV(X), 证 明 [四 ,人 +D[ 引 + 车 品 =0. 

3) 设 UE 0(R), 给 定 V(U) 的 两 个 元 素 


0 9 
6= Dns, 7= Dhigz, obie C™(U), 
r i TF i 


计算 2 
[3 2 Bz 


中 的 系数 ci. 

4) 设 Y 是 X 的 一 个 子 流 形 , ,ne V(X) 满足 条 件 : 对 于 Y 中 的 所 有 y, 都 有 
é(y) 和 n(y) < TyY. 证 明 对 于 Y 中 的 所 有 y, 都 有 [&,](y) <s TyY, 有 关 这 个 命题 的 
逆 参 见 3.5.15 (党 罗 贝 尼 乌 斯 定理 ) 

2.8.18 设 XcCY 和 X'cY' 是 子 流 形 ,证 明 X x X'CY x 2 也 是 子 流 形 . 

2.8.19 给 出 2.6.6 和 2.6.7 的 详细 证 明 . 

2.8.20 设 X 是 一 个 0? 类 d 维 流 形 , z <e X, U e O-(X), 大 个 函数 fi € 
CP(U) (i = 1,… ,上 ) 的 微分 在 z 是 线性 无 关 的 . 证 明 存 在 一 个 在 x 的 坐标 卡 , 使 得 
天 是 前 个 局 部 坐标 . 

2.8.21 设 2 是 由 可 逆 矩 阵 组 成 的 2 x 2 实 拢 阵 空间 的 开 集 , 而 G 是 其 行列 式 
为 1 的 矩阵 的 集合 .证明 G 是 2 的 Cee 子 流 形 , 并 且 从 G 到 G 内 的 映射 M 一 M-1 
和 从 G? 到 G 内 的 映射 (M, N) 一 M . N 是 态 射 . 

2.8.22 证 明 R3 的 子 集 了 = {(tcosz,tsin zz),te 了 及 ,ze 及 } 是 Rs 的 子 流 形 . 
设 p: R33 (z,y,z) mm (Z,y) < R2 是 典范 投影 . plv 是 一 个 浸没 吗 ? 

2.8.23 证 明 不 存在 从 31 到 R 内 的 Cr 嵌入 (r 是正 数 或 零 ). 存在 从 51 到 及 
内 的 C1 浸入 吗 ? 
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2.8.24 ” 设 X 是 一 个 d 维 连 通 流 形 , Y 是 它 的 一 个 余 维 数 大 于 或 等 于 2 的 闭 
子 流 形 . 证 明 X - Y 是 连通 的 . 

2.8.25 ”证明 公式 h(w,v) = (2Re (wD),2Im (uD),|ul? - lulj2) (w 和 。 是 复数 , 满 
足 条 件 lul? + lo = 1) 定义 一 个 从 Sa 到 5? 内 的 Cee 映射 , 并 且 对 于 52 的 每 个 点 
z, 存在 包含 z 的 一 个 开 集 UV 和 一 个 从 U x 51 到 h-1(U) 上 的 一 个 微分 同 胚 w 使 
得 对 于 U 的 任意 y 和 51 内 的 任意 = 都 有 h(yp(y,z)) =y. 特别 地 ,h 是 一 个 浸入 (在 
52 上 可 以 利用 与 北极 和 南极 的 反 演 关 联 的 坐标 卡 ). 

借助 四 元 数 , 寻找 一 个 从 57 到 S54 内 的 具有 类 似 性 质 的 映射 

2.8.26 在 C4+l 一 {0} 里 ,我 们 说 两 个 (4+1) 元 组 z 和 y 以 多 为 模 是 等 价 的 ， 
如 果 存 在 非 零 复数 , 使 得 z = Xy. C4+1 - {0} 对 于 这 个 等 价 关系 的 商 集 称 为 d 维 
( 复 ) 射影 空间 , 记 作 Pd(C). 如 果 Xe Pa(C), 而 p: Ca+l- {0} 一 Pa(C) 是 过 渡 到 
商 集 的 映射 , 那么 一 个 使 得 p(z) = X 的 (d + 1) 元 组 z 称 为 X 的 一 个 齐 次 坐标 组 . 

a) 证 明 存 在 一 个 借助 齐 次 坐标 明晰 表示 的 C~ 图 册 , 从 而 在 Pa(C) 上 定义 一 
个 2a 维 ( 实 ) 紧 致 流 形 结构 , 并 且 p 对 于 它 是 一 个 浸没 . 

b) 同样 的 问题 , 只 不 过 C 换 成 四 元 数 域 Hi 记号 : PA(H). 

2.8.27 a) 沿用 2.8.26 的 记号 . 

设 r 是 Ce- {0} 在 Ps(C) 上 的 典范 映射 在 S24+1 上 的 限制 , 这 里 52d+1 看 


d+l 
做 是 满足 > luil? = 1 的 (d + 1) 元 复数 组 (w1,… ,ua1) 的 集合 . 证 明 对 于 Pa(C) 


的 每 个 X, 存在 一 个 包含 X 的 开 集 U 和 从 Ux 51 到 -1(U) 上 的 一 个 微分 同 且 6， 
使 得 对 于 U 内 的 所 有 y 和 51 内 的 所 有 z, 都 有 (p(y,z)) =y. 

b) 叙述 和 证 明 对 于 Pa(H) 的 类 似 性 质 . 

2.8.28 借助 2.8.26, 利用 2.6.13.2 的 技巧 证 明 习 题 2.8.5 的 结果 bj,c),d). 

2.8.29 设 X CE 是 欧 几 里 得 空间 的 子 流 形 ,e > 0 使 得 can e Dif (NeX; 
TUBeX). 证 明 TUBX= {yeB:d(y,X)<e), 其 中 d(y,X)=inf{ly-zl|:ze 
X}. 这 里 的 e 能 用 任意 < 代替 吗 ? 

2.8.30 设 p:Rnr+l-{0} 一 P"(R) 是 典范 投影 (参见 2.4.12.2). 证 明 n+1 个 
映射 


oi: RR" 3 (zh ,Zn) pT ,Zo byTinn Tn) E PR) (i=0,..,n) 


使 得 n+1 个 配对 (ci(R"),ci7) 形成 P*(R) 的 一 个 图 册 (参见 习题 2.8.26 对 于 复数 
的 情形 ). 
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在 以 阐明 动机 为 目的 , 证 明了 所 有 紧 致 流 形 嵌入 到 R" 之 后 (3.1.1), 我 们 就 将 
流 形 概念 限制 到 这 样 的 流 形 : 它们 是 紧 致 集 的 可 数 并 集 (3.1.6). 接着 本 章 就 致力 于 
开发 在 流 形 上 工作 所 必须 的 分 析 工 具 : 最 重要 的 工具 是 由 单位 分 解构 成 的 (3.2.4). 

借助 单位 分 解 , 我 们 定义 流 形 上 的 密度 概念 并 且 证 明 它们 的 存在 性 (3.3.8). 由 
此 推出 在 一 个 流 形 上 存在 一 族 测度 , 称 为 勒 贝 格 测度 (3.3.11). 尽管 一 个 流 形 一 般 不 
具备 典范 勒 贝 格 测度 , 零 测度 集 的 概念 可 以 内 蕴 地 在 流 形 上 定义 (3.3.13). 

为 了 说 明 密 度 的 应 用 , 我 们 证 明了 所 有 连通 的 一 维 流 形 是 直线 或 圆周 (3.4.1). 

最 后 引入 的 工具 是 流 形 上 的 向 量 场 : 紧 致 流 形 的 情形 是 特别 令 人 感 兴趣 的 
(3.5.13), 并 且 将 在 莫 泽 定理 (7.2.3) 的 证 明 中 得 到 典型 的 应 用 


3.1 紧 致 流 形 的 伐 人 

3.2 单位 分 解 

3.3 流 形 上 的 密度 

3.4 一 维 连通 流 形 的 分 类 

3.5 流 形 上 的 向 量 场 和 微分 方程 
3.6 习题 


3.1 紧 致 流 形 的 嵌入 


3.1.1 ”定理 
设 久 是 一 个 紧 致 的 d 维 抽象 流 形 . 则 存在 一 个 整数 nn 及 从 久 到 Rn 内 的 一 个 
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嵌入 . 

于 是 所 有 紧 致 流 形 微分 同 胚 于 Rn 的 一 个 子 流 形 . 根据 2.6.12, 只 需 找到 一 个 整 
数 ”和 从 X 到 Rn 内 的 一 个 映射 FF, F 是 单 射 , 并 且 是 一 个 浸入 . 我 们 首先 需要 : 

3.1.2 引 理 

设 ze XX, 则 存在 外 的 使 得 ZE Ws C Vi 的 两 个 开 集 WV 和 Wi 以 及 一 个 从 
区 到 有 内 的 函数 f, 它 是 CP 态 射 , 在 X - 全 上 为 零 , 在 Ws 上 等 于 1, 并 且 若 
zE 亿 一 丽 。 则 0< f(z) <1. 换 句 话说 , 厂 是 一 个 在 z 的 普 拉 托 函数 . 

由 于 引 理 所 述 性 质 在 Ra 成 立 , 所 以 只 需 通过 坐标 卡 过渡 到 R4. 事实 上 , 设 在 
R? 里 , 9 是 一 个 Ce 函数 , 在 B(0,1) 上 等 于 1, 在 Ra -万 (0,2) 上 为 零 , 并 且 对 于 
Ra 的 所 有 二 0 < g(t) < 1, 如 果 te B(0,2) -- 互 (0,1), 不 等 式 是 严格 的 .有 关 这 样 的 g 
的 存在 性 , 参见 0.2.16. 

设 (wp) 是 XX 在 z 的 一 个 坐标 卡 , 实数 和 使 得 B(0,3) c Ap(U)， 对 于 所 
有 zz € UU, 令 yw(z) = Xp(z). 配 对 (UY) 和 并 且 使 得 
B(0,3) C VD) 由 于 少 是 从 UV 到 yw(V) 上 的 一 个 同 胚 , 故 可 以 取 Vi = -1(B(0,2)) 
和 Ws = ww-1(B(0,1)). 这 是 X 的 开 集 , 并 且 ze Ws C Vi. Pg 
数 f: 在 UV 上 ,f=gow, 而 在 X-U 上 f=0. 我 们 已 经 有 0< J <1. 再 者 ,在 
Wz =W-!(B(0,1)) 上 , 我 们 有 (由 于 Wz c UU): 


f(y) = g(W(y)) = 1 (因为 p(y) e B(O, 1)). 
如 果 ye X 一 VV, 那么 或 者 y#U, 这 时 f(y) = 0; 或 者 
y ED 但 由 于 y ¢ Vi = yw-1(B(0,2)), 


则 有 w(y) # B(0,2), 于 是 f(y) = g(w(y)) = 0. 不等式 0< f(y) <1 在 Vi 一 到 ,上 自 
最 后 , f 在 X - 了 = 上 是 零 , 故 是 Ce 类 的 , 而 在 UU 上, f =gowW 是 CP 类 的 .X 
的 开 集 U 和 X 一 Vs 覆盖 X, 故 / 是 C? 类 的 . 注意 到 X 一 V: 是 开 集 , 这 是 因为 
XX 是 具有 分 离 性 的 : 参见 2.2.11 的 证 明 . 
现在 证 明定 理 3.1.1 对 于 X 的 每 个 点 , 我 们 关联 引 理 3.1.2 提供 的 开 集 Ws 和 
Ve. X 被 {Wi : x EX} 覆盖 , 于 是 由 于 X 的 紧 致 性 , 则 存在 有 限 个 点 z1,… ,zn, 使 
得 X= 小 _， We 设 所 是 与 在 zi 的 坐标 卡 (Ui, yi) 以 及 开 集 Vi, 和 Wi .关联 的 


普 拉 托 函数 ( 怕 在 | 理 证 明 中 那样 的 ). 


F(z) = (fi(2), ,fn(7), f(z)p1(7),* ,fn(z)pn (7)) 


定义 从 X 到 R"(4+ 内 的 一 个 映射 已 
首先 必须 验证 下 有 意义 . 事实 上 , 虽然 p; 仅 定义 在 U; 上 , 但 是 由 于 supp (f:) Cc 
Ui, 所 以 fipi 以 显然 的 方式 定义 在 整个 X 上 (证 明 类 似 3.1.2 证 明 中 使 用 过 的 ). 现 
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在 我 们 可 以 断言 F 实现 了 我 们 寻找 的 嵌入 . 为 此 要 验证 天 是 一 个 C? 类 的 单 射 的 
浸 人 . 

我 们 已 经 得 到 F 是 单 射 , 因为 如 果 F(z) = F(y), 且 io 使 得 re Wz, 我 们 有 
fio(7T) = 1, 于 是 fioly) = 1, 考虑 到 fi。 的 形式 , 这 蕴涵 ye fc。 因此 有 z 和 y 都 
在 U5。 里, 而 等 式 fo(z)pa(z) = fio(y)pio(y) 蕴涵 pio(z) = yio(y), pio 既然 是 单 射 ， 
必 有 z=y. 

由 此 只 需 证 明 F 是 一 个 浸入 , 即 对 于 任何 x, TsF 是 单 射 . 我 们 可 以 写 出 


TF= (Tf ,TH T(fip1),** ,T(fnpn)), 


只 要 Te(fipr) 中 有 一 个 是 单 射 , TF 就 将 是 单 射 设 i 使 得 r e Wi,, 我 们 断言 
Tz(fiyi) 是 单 射 . 事实 上 , 在 Ws 上 , fipi = pi, 而 Topi 是 单 射 , 这 是 因为 wi 是 一 
个 坐标 卡 中 的 映射 , Tspi 是 微分 同 胚 , 更 是 双 射 . 

于 是 自然 提出 问题 : 是 否 可 以 把 任意 抽象 流 形 柑 入 到 一 个 空间 Rn"? 回答 是 否 
定 的 . 为 此 考虑 下 列 概念 : 

3.1.3 定义 

如 果 拓 扑 空间 了 存在 其 子 集 的 一 个 可 数 集 罗 , 使 得 了 的 所 有 开 集 是 多 的 某 些 
元 素 的 并 集 , 则 称 了 是 可 分 的 . 也 可 以 称 罗 是 拓扑 的 一 个 可 数 基 底 . 

3.1.4 例子 

3.1.4.1 Rd 是 可 分 的 , 可 以 取 多 = {B(z,7) :zeQdureQh, 其 中 QQ 表示 RR 
的 有 理 数 集 . 

3.1.4.2 一 个 可 数 空间 的 拓扑 子 空间 是 可 分 的 . 

3.1.4.3 Rn 的 所 有 子 流 形 是 可 分 的 . 

这 个 结果 由 前 面 两 个 例子 和 下 列 事实 推出 : R* 的 子 流 形 拓 扑 是 拓扑 子 空间 的 
拓扑 . 由 此 例 可 知 非 可 分 的 流 形 不 可 能 嵌入 到 Rn 里 , 因为 一 个 微分 同 胚 既然 是 同 
胚 , 理应 保持 可 分 性 . 

而 不 可 分 的 流 形 确实 存在 . 例如 , 乘积 R x ,不 可 数 , 并 且 配备 在 2.2.10.5 
引入 的 流 形 结构 . 人 们 指出 : R x EE 不 是 连通 的 ; 我 们 将 证 明 半 直线 不 是 可 分 的 ( 参 
见 2.2.10.6); 同样 , 善 吕 弗 曲面 不 是 可 分 的 , 参见 习题 3.6.4. 但 是 , 对 于 做 入 到 R" 里 
说 来 , 唯一 的 障碍 是 不 可 分 性 , 因为 有 : 

3.1.5 “定理 

所 有 可 分 的 抽象 流 形 可 以 嵌入 到 一 个 R" 里 . 

这 个 结果 的 证 明 归 功 于 惠 特 尼 , 我 们 承认 此 结果 , 证 明 比 紧 致 情形 更 加 困难 , 例 
如 参见 [11],63 页 . 证 明 当中 特别 要 用 到 可 分 流 形 上 的 单位 分 解 , 我 们 马上 建立 其 存 
在 性 , 今后 会 多 次 用 到 这 个 结果 . 

提醒 注意 , 分 离 性 不 蕴涵 可 分 性 . 
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为 了 避免 怪异 的 流 形 , 我 们 约定 


3.1.6 今后 将 默认 地 假定 所 有 流 形 是 分 离 的 和 可 分 的 


3.1.7” 切 从 情形 

事 已 至 此 , 我 们 应 该 验证 如 果 X 是 一 个 满足 约定 3.1.6 的 流 形 , 那么 它 的 切 从 
TX 也 应 如 此 . 在 2.5.24, TX 已 经 以 统一 的 方式 捆绑 在 X 上 . 为 此 , 我 们 注意 到 ， 
TX 是 坐标 卡 的 定义 域 的 可 数 并 集 , 这 是 因为 X 正 是 这 样 的 . 然而 有 : 

3.1.7.1 如 果 一 个 流 形 (不 必 预 先 假定 是 可 分 的 ) 是 坐标 卡 的 定义 域 的 可 数 并 
集 , 那么 它 是 可 分 的 . 事实 上 , Rn 是 可 分 的 , 而 可 数 集 的 可 数 并 集 仍 是 可 数 的 . 

3.1.7.2 请 读者 验证 如 果 X 是 一 个 可 分 的 流 形 , 而 G 在 X 上 是 无 不 动 点 真 不 
连续 的 (参见 2.4.9), 则 流 形 X/G 是 可 分 的 . 


3.2 单位 分 解 


3.2.1 定义 

设 WY = {Ui:iE 了 是 拓扑 空间 了 由 开 集 Ui 组 成 的 一 个 禾 盖 ,我们 称 这 个 被 
盖 是 局 部 有 限 的, 如 果 对 于 每 个 点 ZE XX, 存在 了 的 一 个 包含 z 的 开 集 U, 使 得 U 
仅 与 有 限 个 U; 相交 . 

设 W= {Ui:ieT)} 和 Y={V :je J)} 是 两 个 覆盖 ,如果 对 于 了 的 每 个 i, 存 
在 J 的 j, 使 得 Uc Vi, 则 我 们 说 纹 从 属于 . 

3.2.2 ”定义 

设 久 是 一 个 CP 类 的 流 形 . 设 给 定 一 族 配对 {(LUi, Wi) :ie 了), 使 得 诸 U; 是 和 
的 开 集 , 并 且 和 覆盖 久 , 而 是 久 到 民 内 的 CP 类 函数 . 如 果 满 足下 列 公理 ; 

(P.U.1) 对 于 X 的 所 有 zx 和 了 的 所 有 i 我们 有 wi(z) > 0; 

(P.U.2) Wi(z) 的 支 集 含 于 Ui 内 ; 

(P.U.3)2 = {Ui:ieE 了} 是 X 的 局 部 有 限 的 履 盖 ; 

(P.U.4) 对 于 X 的 所 有 z, > ,Wi(z) = 1， 


YE 了 
我 们 称 {(Ui, 兴 ) :ie 1} 是 X 的 单位 分 解 
3.2.3 ”注释 
给 定 X 的 =, 设 包含 z 的 开 集 U 仅 与 有 限 个 U; 相交 , 根据 (P.U.2), 仅 有 限 个 


及 有 限 个 非 零 项 . 

3.2.4 ”定理 

设 X 是 一 个 可 分 的 及 具有 分 离 性 的 流 形 . 则 对 于 多 的 每 个 开 和 覆盖 多, 存在 一 
个 从 属于 它 的 单位 分 解 . 

必须 注意 , 在 这 个 陈述 里 ,并 未 假定 多 是 局 部 有 限 的 . 我 们 把 证 明 分 为 几 步 . 


3.2 单位 分 解 中 


3.2.5” 引 理 

设 X 是 一 个 可 分 的 流 形 . 则 存在 拓扑 的 一 个 可 数 基 底 多 = {Un : ne N}, 使 得 
对 于 所 有 n, DV 是 紧 致 集 . 

由 于 X 是 可 分 的 , 存在 其 拓扑 的 可 数 拓扑 基底 {W, : ne K}. 给 定 X 的 一 个 
点 Zz 和 XX 在 z 的 一 个 坐标 卡 (V, 录 ). 由 于 %(Y) 是 局 部 紧 致 的 Ra 的 开 集 , 所 以 存 
在 Ra 的 一 个 包含 y(z) 并 且 含 于 y(V) 的 紧 致 邻 域 L. 既然 少 实 现 从 V 到 其 像 集 
上 的 一 个 同 胚 , 那么 U = -1(Z) 是 X 的 一 个 开 集 , 其 闭 包 林 = -1(Z) 是 紧 致 的 . 
令 p=vylu, 则 (Uy) 是 X 在 z 的 一 个 坐标 卡 , 并 且 部 是 紧 致 的 . 

设 K' 是 K 中 的 这 样 的 一 些 指标 mw 使 得 Wi 含 于 一 个 坐标 卡 定义 域 UV 内 , 而 
U 的 闭 包 是 紧 致 的 , 令 有 = {Ws :me 天 小. 如 果 ne 天 则 现 , 是 林 的 闭 集 , 从 
而 是 紧 致 的 , 此 外 多 ' 是 可 数 的 , 并 且 它 是 X 的 一 个 拓扑 基底 . 事实 上 , 设 5 是 XX 
的 一 个 开 集 , 必须 证 明 5 是 某 些 W,, 的 并 集 , 其 中 的 n 属 于 K'. 如 果 z e 5, 则 存在 
X 在 z 的 一 个 坐标 卡 (U, yp), 使 得 林 5 是 紧 致 的 . 如 果 Vc U, 则 了 也 是 紧 致 的 , 若 
有 必要 , 缩小 U, 可 以 设 在 z 的 坐标 卡 (U,,y) 使 得 可。 是 紧 致 的 , 并 且 Us c 5. 

由 于 Us 是 X 的 一 个 开 集 , 而 {Ws : ne K} 是 X 的 可 数 拓扑 基底 , 于 是 存在 
KK 的 子 集 K。, 使得 

Ue= YU WwW. 
nz€EKz 

但 是 这 些 指标 ns 使 得 Ws。c Us, UV 的 闭 包 是 紧 致 的 . 故事 实 上 ns e K'. 由 
于 5 是 关联 于 3 的 元 素 z 的 U; 的 并 集 , 终于 得 到 8 是 多 的 元 素 的 并 集 , 2' 确实 
是 X 的 拓扑 的 一 个 基底 . 

3.2.6 ” 引 理 

设 X 是 一 个 可 分 的 流 形 ， 则 存在 X 的 子 集 的 一 个 序列 {A : k < N}, 使 得 
XX 二 ht， A 是 紧 臻 的 , 并 且 对 于 所 有 k, Ak C fxr 


kEN 
根据 引 理 3.2.5, 存在 X 的 开 集 Im 的 可 数 族 , Im 的 闭 包 是 紧 致 的 . 令 A1 = 万， 
给 定 ze 可, 存在 X 的 包含 z 的 一 个 开 集 U, 随 之 存在 指标 集 ,使 得 U = 【Un 


由 于 这 对 于 妇 的 每 个 z 成立, 最 终 产生 由 来 自 初始 的 可 数 族 的 Un 组 成 的 饭 的 
一 个 覆盖 . 既然 DV! 是 紧 致 的 , 从 这 个 覆盖 可 以 抽出 一 个 有 限 覆 盖 , 即 有 一 个 指标 hi， 
使 得 


DicAc LU 太 . 
1<ksh 


或 许可 能 =1, 由 于 我 们 希望 得 到 一 个 序列 4x, 它们 的 并 集 是 X, 我 们 令 


42 = ( U n) UD2. 


1<kSh 
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用 归纳 法 我 们 构造 出 紧 致 集 的 一 个 可 数 族 4k, 满足 


Ak C Akt1 和 天 = U 4x: 
kEN 


3.2.7 引 理 

对 于 X 的 每 个 覆盖 人 WY， 存在 X 的 一 个 图 册 {(Vi, pk) : 上 E KK}, 使 得 禾 盖 
Y= {Vi :kEK} 从 属于 UY, 是 局 部 有 限 的 , 对 于 所 有 上 ,我们 有 px(Vi) = B(0,3)， 
并 且 【wx(B(0,1))=X. 


变 5e X, (w 划 是 区 在 zx 的 一 个 坐标 卡 , 使 得 B(0,3) c y$(V)( 必 要 时 利用 Re 
的 一 个 位 似 变换 ). 令 0 = 4-1(B(0,3), p 二 wlv, 则 配对 (Up) 是 X 在 z 的 一 个 坐 
标 卡 , 使 得 p(U) = B(0,3). 由 于 多 是 X 的 一 个 覆盖 , 存在 多 的 一 个 开 集 W, 使 
得 ze 多 ,一 开始 就 要 求 VC W, 则 有 


Ucw. 


设 {A :hE N) 是 引 理 3.2.6 提供 的 紧 致 集 序列 . 则 4k+; -An 是 紧 致 集中 的 
闭 集 , 故 是 紧 致 集 , 而 A42 - Ak-1 是 开 集 . 对 于 Ak+1 - 名 (认为 A_1 = g) 的 每 个 
z, 可 以 找到 中 心 在 z 的 坐标 卡 (Vi, ps), 使 得 


pk(Vi) = B(0,3)， 
并 且 原 含 于 的 某 个 开 集 , 又 含 于 Ak+2 - 4k-: 内 . 于 是 ne pz1(B(0,1)), 并 且 
紧 致 集 hk+i - A 被 有 限 个 开 集 pz1(B(0,1)) 覆盖 . 由 于 


X= 4:=AU (U (hk -A) ， 


KEN KEN 


我 们 得 到 一 些 点 z, 与 它们 相应 的 pz1(B(0,1)) 覆盖 hi 或 4k+i Aw, 与 这 些 z 对 
应 的 亿 组 成 一 个 可 数 族 , 记 为 {Vi : re N}, 而 对 于 re N, 诸 (全 ,pr) 组 成 满足 引 
理 要 求 的 图 册 . 


图 3.2.7 


事实 上 , 这 是 一 个 图 册 , 因为 它 由 坐标 卡 组 成 , 并 且 由 构造 过 程 可 知 诸 V; 覆盖 
X. 由 于 我 们 要 求 VW 含 于 4 的 某 个 开 集 , 故 由 V 组 成 的 覆盖 V 从 属于 YY. 最 后 
y 是 局 部 有 限 的 . 我 们 可 以 要 求 序列 {4k,k e K} 是 严格 增加 的 . 给 定 X 的 任意 一 
个 点 x 存在 k, 使 得 ze hk+1 一 At, 由 于 Ak+1 一 A 是 一 个 开 集 , 存在 W e Os(X)， 
使 得 W C Ak+1 - Ak. 由 构造 过 程 , V; 含 于 某 个 An42 - Ah_1, 于 是 


4 


蕴涵 he 伏 一 1 有 大 十 1}. 而 含 于 “皇冠 "4h+a -An-1 内 的 V. 只 有 有 限 个 , 故 W 
仅 与 有 限 个 Vi 相交 . 

现在 可 以 证 明定 理 3.2.4 了 . 

设 f 是 R4 的 普 拉 托 函数 , 它 是 Ce 类 的 , 0 < f(z) < 1, 若 ze B(0,1), 则 
f(z) =1, 车 z 4 B(0,2), 则 f(z)=0. 设 (Vi,ypr) 是 引 理 3.2.7 保证 存在 的 图 册 中 的 
一 个 坐标 卡 , 定义 映射 如 下 : 

在 X-V 上 09:=0， 在 Vi 上, 0 = opk. 
这 个 函数 是 C? 类 的 . 这 是 因为 在 Vi 上 , 作为 C? 类 函数 wk 和 Ce 类 函数 f 的 复 
合 , pk 是 C? 类 的 . 而 在 包含 XX 一 Vi 的 开 集 X 一 px1(B(0,2)) 上 px 是 零 , 故 是 Cz 
类 的 . 对 于 X 的 每 个 z, 存在 W € Oz(X), 使 得 W 仅 与 有 限 个 Vi 相交 , 因此 仅 有 
有 限 个 pk 非 零 . 由 于 px1(B(0,1)) 覆盖 X, X 的 所 有 z 在 某 个 pi1(B(0,1)) 内 , 于 
是 fk(z) 是 大 于 零 的 . 由 此 得 到 函数 9(z) = 》, 90:(z) 是 C? 类 的 , 并 且 是 大 于 零 的 ， 
大 


故 由 


wD) = 人 
定义 的 函数 jx 是 C? 类 的 , 并 且 wi 的 支 集 等 于 Ok 的 支 集 ,从 而 含 于 Vi ( 引 理 3.2.7)， 
随 之 wi 的 支 集 含 于 人 Y 的 每 个 开 集 U 内 . 此 外 , 覆盖 {Vi, ke N} 是 局 部 有 限 的 , 我 
们 还 有 


0<wr(z) <1 和 Dwr(z)=1. 
k 
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3.3 ” 流 形 上 的 密度 


3.3.1 设 X 是 一 个 C? 类 流 形 , 我 们 用 Dens (X) 表示 Dens (T,X),z e X ( 参 
见 0.1.24) 的 并 集 , 并 且 把 Dens (X) 称 为 X 的 密度 丛 . 投影 p : Dens(X) 多 是 
Dens (TzX) 一 {z} 的 并 集 , 而 一 个 映射 5 : X 一 Dens (X) 如 果 满 足 po 5 = id x, 换 
名 话说 如 果 对 于 所 有 z e X, 6(z) < Dens (TeX), 则 称 5 为 X 上 的 密度 . 用 A(X) 表 
示 全 体 密度 的 集合 . 

3.3.2 ”如果 X 和 了 是 两 个 流 形 , f < Cz(X;Y) 是 平展 的 , 而 5 e A(Y), 则 根 
据 0.1.29.3 及 0.3.11, 密度 6 的 拉 回 像 1*5 是 X 上 的 密度 , 并 且 总 有 


3.3.3 (gof)*=f°o0g°. 


3.3.3 对 于 和 = Ue 0O(E), 忆 是 向 量 空间 , 上面 的 定义 与 0.3.11.1 定义 并 非 
一 致 ,为 了 使 它们 一 致 , 必须 通过 9 (参见 2.5.22.1) 把 TU 和 等 同 . 这 就 是 为 什 
么 在 0.3.11.1 中 的 A 加 了 下 划 线 . 

3.3.4 设 X 是 一 个 流 形 , (Uy) 是 X 的 一 个 坐标 卡 , 而 6e A(X), 则 根据 3.3.2 
和 通过 9 的 等 同 , 我 们 有 (yp-1)*5 e A(e(D)). 

3.3.5 定义 

设 X 是 一 个 CP 类 流 形 , 6 e A(X), 如 果 对 于 X 的 所 有 坐标 卡 (U, wp), 都 有 
(2 "6e 4o(2(U)), 则 称 5 是 C?9 类 的 (0<q<p-1). 

3.3.6 在 实际 中 ,只 需 对 于 一 个 图 册 的 诸 坐 标 卡 验证 (p-1)*5 € Lu(e(DD)) 即 
可 . 

事实 上 , 只 需 验证 如 果 (U, yp),(V, wp) 是 两 个 坐标 卡 , 满足 条 件 VDU 及 (Ww-!)*5€ 
440W(W)), 则 (yg-1)*6 es 4o(Pp(D)). 这 个 结果 立刻 可 由 公式 0.3.11.3 应 用 到 yoy-! = 
有 上, 由 (3.3.3) 得 
(p97)"6 = (Vow (76). 
设 (WW!)"6=b.60, 而 b 是 Ce 类 的 ,qg < pp 一 1, 由 于 了 是 Cr 类 的 , 故 其 雅 可 比 行列 
式 J(f) 是 Cr-! 类 的 , 将 有 


(906= (oo 站 7(f)loe 4o(e(D)). 


3.3.7 例子 

设 f:X 一 Y 是 一 个 态 射 ,5€ 4o(Y), 则 f*5 e 4o(X) (参见 3.3.3 和 3.3.8). 特 
别 地 , 当 p :XX 一 Y 是 一 个 改 登 映射 时 就 是 这 种 情形 (参见 2.4.1). 

3.3.8 ”定理 

设 久 是 一 个 CP 类 流 形 ,p>1. 则 对 于 0<g<gp-1, 存在 C9 类 密度 , 它们 的 
集合 记 作 As(X). 如 果 6,5' & Ag(X), 则 存在 gE C?(X;R1), 使 得 5' = g.6; 反 之 ， 
如 果 6 € Ao(X),g EC(X;R'), 则 g.6€ 人 A(X). 
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设 {(Ui, pr,Wk)}rek 是 单位 分 解 , 其 中 每 个 Ui 是 X 的 一 个 坐标 卡 的 定义 域 . 
根据 定理 3.2.4, 这 样 的 单位 分 解 是 存在 的 . 用 公式 


3.3.9 5=》 办 :9iio 


定义 5 s A(X) (总 是 要 注意 3.3.3, 至 于 5o 的 定义 可 参见 0.3.11) 由 于 六 Ww = 1 


对 于 vc es X, 3k 使 wr(z) > 0, 于 是 根据 0.1.29.2, 必然 有 5 € A(X). 午 面 验证 
5e Ap-1(X). 把 3.3.6 应 用 到 图 册 {(Ui, pk)}, 并 且 根 据 0.3.11.3, 对 于 任意 h， 


(iD"5= (pn) (Ye phdo) 
大 
= (opi0[(ekoer0"io] 
大 


=》 (和 ovpi) |J(pro pa) -io 
大 


二 区 (和 opi -|J(eko il) + 60. 
k 


乘 在 io 前 面 的 函数 正好 是 C?-! 类 的 . 

定理 的 最 后 的 断言 涉及 的 是 局 部 性 的 问题 . 设 (U,yp) 是 一 个 坐标 卡 ， 考 虑 
(2 6 (pg-1) 5 我 位 有 5 = 9 .6, 9 : 久 一 Rs; (参见 0.1.29.1), 在 p(V) 上 ， 
(p71) ”6' 二 a .60 二 (9oy-1).a. 560， 并且 根据 假设 , a,a' e Cs(p(U);R*), 于 是 
o = (gop!) a 蕴涵 goy-! eC (yp(U);Ri), 于 是 glu eC?(U;R’). 而 逆 命 题 是 
平凡 的 . 

3.3.10 ”注释 

3.3.7 的 结果 , 特别 指出 一 个 流 形 上 的 密度 远 不 是 唯一 的 . 一 个 抽象 流 形 可 以 没 
有 任何 密度 反之 , 在 6.6 节 将 看 到 欧 几 里 得 空间 的 子 流 形 总 具有 典范 密度 . 

我 们 有 下 列 基 本 结果 : 

3.3.11 ”定理 

设 X 是 CP 类 的 ,6 € Ao(X), 则 6 确定 上 的 一 个 典范 测度 , 记 作 d6, 或 者 仍 
然 记 作 6. 

3.3.11.1 按照 0.4 节 开头 所 说 , 只 需 使 光 (X) 上 的 一 个 正 的 线性 形式 j 典范 
地 依附 于 6, 这 是 因为 X 是 局 部 紧 致 的 (参见 2.2.11), 即 它 是 紧 致 集 的 可 数 并 集 ( 参 
见 3.1.6 和 引 理 3.2.6). 其 实 , 在 [6] 的 1.12.3 的 开头 , 要 求 X 是 可 度量 的 , 这 对 于 我 
们 来 说 并 不 适宜 . 一 方面 , [6] 之 所 有 要 求 可 度量 性 , 无 非 是 为 了 有 单位 分 解 , 而 这 我 
们 已 经 具有 ; 另 一 方面 , 所 有 的 流 形 都 是 可 度量 的 . 例如 这 可 以 从 3.1.5 推导 出 来 , 习 
题 3.6.3 提供 了 一 个 不 用 3.1.5 的 证 明 , 不 过 这 个 结果 后 面 用 不 到 . 

3.3.11.2 首先 对 于 这 样 的 f e 光 (X) 定义 j, suppf CU,U 是 一 个 坐标 卡 的 
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定义 域 . 如 果 (p-1)*6 = aio (io 是 Ra 的 典范 密度 ), 则 令 
3.3.11.3 4(f) =/ (f op- 1)ado. 
(UO) 


由 于 (fop-0ae %(p(U)), 并 且 是 连续 的 (定义 3.3.5), 所 以 积分 有 意义 . 为 了 说 明 
4(f) 只 依赖 于 f, 而 不 依赖 坐标 卡 (Uy) 的 选取 , 设 (多 切 是 另 一 个 坐标 卡 , 同样 满 
是 suppf CV. 设 (Wr1)*6 =b.60, 对 于 从 yp(U) 到 vw(V) 上 的 微分 同 胚 应 用 0.4.6 
和 公式 0.3.11.3 即 得 


/ (ow) -os0= 人 (f ow 1) :bio. 
vw(U) VCV) 


3.3.11.4 为 了 过 渡 到 任意 f e .区 (X), 跟 3.3.8 的 证 明 一 样 , 只 需 取 关 联 于 坐标 
卡 (Ui, ypi) 的 单位 分 解 {(Ui, yi,Wi)}ier, 并 且 令 


3.3.11.5 A(f) = Do pw). 


由 于 f 有 紧 支 集 , 根据 3.2.2 (P.U.3), 仅 有 限 个 函数 wf 非 零 , 因此 级 数 有 意义 . 公 
式 3.3.11.5 提供 的 jy(f) 不 依赖 单位 分 解 {(Ui, pi,wi)]ier. 事实 上 , 设 {(Vi,m, Gi)jier 


是 另 一 个 分 解 . 由 于 
P= 6=1， 
你 了 
和 仅 涉 及 有 限 个 非 零 项 , 而 /是 可 加 的 , 所 以 我 们 有 
Dwif) = Dn ( bs oj 】 = >/ GE sc 中 = 2 p(wiG;f), 
和 i 于 i 了 17 
DGf)= Dn (6 全 ww)) =》> (Ev) = Ac 
i 于 i 了 i 了 


(这 里 的 计算 在 积分 学 里 是 经 典 的 , 即 所 谓 的 “测度 的 粘 合 ", 参见 [6], 命题 1.15). 

最 后 , 4 的 正 性 由 勒 贝 格 测度 的 正 性 , 3.3.11.3 和 3.3.11.5 推导 出 来 ; 而 线性 性 则 
平凡 地 由 勒 贝 格 测度 的 线性 性 得 到 . 

3.3.12 定义 

我 们 称 由 定理 3.3.11 从 流 形 X 的 一 个 连续 的 ( 即 C0 类 的 ) 密度 诱导 的 一 个 测 
度 为 X 上 的 勒 贝 格 测度 . 

如 果 d5',d5 是 X 上 的 两 个 勒 贝 格 测度 , 根据 3.3.8, 我 们 有 


d6’=g-:d6 且 ge C(xX;R:). 


由 0.4.4.3 得 : 如 果 4 c X 对 于 d6 是 零 测度 集 , 则 对 于 d6' 亦 如 是 , 由 此 得 到 
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3.3.13 ”定义 

如 果 流 形 XX 的 一 个 子 集 4 对 于 一 个 勒 贝 格 测度 是 零 测度 的 ， 则 说 它 是 零 测 
度 的 . 

3.3.14 记号 

设 多 是 一 个 流 形 , 而 6 e 4o(X). 我 们 把 对 于 通过 3.3.11 与 密度 6 关联 的 测 
度 是 可 积 的 X 一 RR 的 济 数 的 空间 记 作 Cjmt (X): 参见 0.4.1. 对 于 fe Cint (X), 使 
用 下 列 记号 : 


3.3.15 un= /r= /fas 


3.3.16 ”命题 
设 X,Y 是 两 个 流 形 , Fe D 证 (X;Y), 而 e 是 Y 上 的 一 个 连续 密度 , 又 设 5 = f*e 
是 e 的 拉 回 像 (连续 ) 密度 (参见 3.3.7). 则 对 于 Vb € Crt (Y), 有 bo € Cint(X)， 


并 且 
人 on 人 


用 测度 论 的 术语 表达 ([6], 6.2.2), 此 命题 说 的 是 在 Y 上 关联 于 e 的 测度 是 X 上 
关联 于 6 = f*e 的 测度 在 了 下 的 像 . 此 命题 由 3.3.3 和 3.3.11 的 同样 证 明 得 到 . 

3.3.17 例子 

3.3.17.1 车 feDif(X;Y), 而 4 是 X 内 的 零 测度 集 , 则 了 (4) 是 Y 内 的 零 测 
度 集 . 

3.3.17.2 若 Y C X 是 一 个 子 流 形 , dimY < dimX, 则 Y 是 X 内 的 零 测度 
集 . 事实 上 , 用 坐标 卡 (U, y) 的 一 个 可 数 族 米 盖 Y, 坐标 卡 (Lp) 满足 P(UmY) = 

yp(U) 门 Re (参见 定义 2.6.1), 这 里 Re C Rd, d = dim X,e = dimY. 根据 0.4.4.3， 

e(D) 门 Re 在 p(U) 内 对 于 一 个 测度 a. ja 是 零 测度 集 , 或 者 说 对 于 勒 贝 格 测度 也 是 
零 测度 集 . 再 应 用 0.4.4.1 和 3.3.17.1 即 得 结论 . 

3.3.17.3 命题 

设 久 和 YY 是 维 数 相同 的 两 个 流 形 , f E CI(X;Y), 并 且 4 在 X 内 是 零 测 度 集 ， 
则 f(4) 在 Y 内 也 是 零 测度 集 . 

借助 0.4.4.1 和 坐标 卡 , 可 以 假定 X = Ue O(R"),Y = R", 并 上 且 涉及 的 是 勒 由 
格 测度 . 在 这 种 情形 , 利用 0.4.4.5. 

推论 若 dimX <dimy,feClCXiY), 则 J(X) 在 Y 内 是 零 测度 集 . 

只 需 将 f 拓 广 成 了 :XX x R44 一 ,f(z,y) = f(z), 其 中 d= dimY,e = dimX. 
为 X 是 XX xR4。 的 零 测度 集 , 故 f(X x R4-*) = f(X) 在 了 内 是 零 测度 集 
(3.3.17.2). 

这 个 推论 表明 , 像 皮 亚 诺 曲 线 这 种 从 [0,1] 到 [0,1] x [0,1] 的 连续 映射 的 例子 不 
可 能 由 可 微 映 射 产生 . 
3.3.17.4 ”对 于 改 倒 映射 上 的 勒 贝 格 测度 , 参见 习题 3.6.1. 
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3.3.17.5 微分 几何 的 一 个 基本 工具 是 萨 德 定理 , 4.3.1, 它 断 言 可 微 映射 产生 的 
某 些 子 集 是 零 测度 的 . 

3.3.18 ”密度 的 乘积 

设 已 ,已 是 维 数 分 别 为 d,e 的 两 个 有 限 维 向 量 空间 , p: BxF 一 E,g: ExF_ FF 
是 典范 投影 . 给 定 5 e Dens(E),e € Dens(F), 于 是 (0.1.25) 存在 a € 4aB* 和 
Be AeF*, 使 得 6=|al,e =|Al. 我 人 有 pra 和 gq*Be hdte(ExF)* 一 {0}, 由 此 

3.3.18.1 定义 

五 x 下 上 的 密度 6@e = |p*a 人 gqg*B| 称 为 6 和 的 乘积 密度 . 

(显然 5@e 只 依赖 5 和 <, 因为 5 之 间 和 e 之 间 差别 仅 在 士 1). 

3.3.18.2 例子 

设 ja (对 应 的 5.) 是 Re 的 (对 应 的 Rs 的 ) 典范 密度 (参见 0.1.26), 则 


ba ® be = bate 


是 Rate = Ra x Rs 的 典范 密度 . 

车 6=a.64，e=b.6, 则 56@e=a.b. 6ae. 

3.3.18.3 引 理 

设 忆 ,E', FF 是 四 个 维 数 有 限 的 向 量 空间 , f € Isom (E; BE'),g € Isom (F; FF'), 
并 且 6' e Dens(E'),e'€ Dens(F'). 则 


(fxg)"(6 @e)= f° ge’. 


这 是 定义 0.1.25 和 下 列 外 代数 公式 的 直接 推论 : 设 w e A E",P' € AF"*,p,g 

表示 B' x F' 以 及 互 x 下 的 典范 投影 , 则 
(f x g)’ (po AqB') =p"(f*o) Ag"(g'B'). 

这 个 公式 本 身 是 向 量 积 和 逆 像 定义 的 直接 推论 . 

给 定 X,Y 是 两 个 流 形 , 5 e Ao(X),e e ho(Y), 我 们 考虑 乘积 流 形 X xyY. 对 于 
所 有 的 (z,y) e X x YY, 2.5.18 中 的 等 同 允许 考虑 i(z) @ e(y) s Dens (Tiz,y(X xY)), 
由 此 得 记号 (5 @ e)(z,y) = 6(z) @ e(y) 及 映射 5@ee A(X xY): 

3.3.18.4 6@e:XxY3 (zy) (58e)(z,y) € Dens (Tisy)(X x Y)). 
我 们 有 

3.3.18.5 命题 

56@eE Ao(XxY)， 并 且 久 xY 上 的 关联 于 6@e 的 测度 是 X 上 的 关联 于 6 
的 测度 与 了 上 的 关联 于 e 的 乘积 测度 (参见 0.4.5). 

根据 3.3.6, 只 需 对 于 一 个 特殊 的 图 册 验 证 5 g s 的 连续 性 . 无 庸 置疑 , 我 们 取 定 
义 2.2.10.3 中 的 图 册 . 如 果 


3.3.18.6 (2-0)"6=a.6a， (V1)e=b.6, 
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由 2.5.18, 3.3.18.2 和 3.3.18.3, 对 于 坐标 卡 乘积 (w x V, yp x 如)， 我 们 得 
((p x Hb) 1) (6 ®e) = a.b. dare. 


由 于 a 和 是 连续 的 , 故 它 们 的 乘积 也 是 连续 的 . 
现在 必须 研究 关联 于 5@ 的 测度 . 按照 定理 3.3.11 的 同一 构造 过 程 , 只 需 在 乘 
积 坐标 卡 (UV x V,y x 萎 的 定义 域 上 进行 讨论 . 在 这 种 情形 下 , 在 


ol(U) xu(V)CRdaxRe= Rate 
上 关联 于 ((p x 女 -1)*(5@e) 的 测度 正 是 关联 于 a.b. 5644。 的 测度 (公式 3.3.18.6). 
接 下 来 验证 关联 于 a .5. 6at+。 的 测度 是 关联 于 a. 54 和 5. 6。 的 测度 的 乘积 , 而 


这 可 由 ja+e 是 乘积 54 @ 5。 和 下 列 计算 (来 源 于 a 只 是 z 的 函数 和 b 只 是 y 的 函数 
和 0.4.5.1) 立即 推出 (参见 0.4.5): 


站 f(y)(a(z)b(y) dae) 
e(U)xu(V) 


=/ (f(z Wa(o)b(y))are 
ee(U)xy(V) 


| f(z, we be 
WO (Jet) 


过 b(y) | jc,y)(a(z) al be 
9(D) 


VV) 
3.3.18.7 推论 
设 X,Y 是 分 别 配备 密度 5ie 的 流 形 ,fe C 油 <(X xY). 则 对 于 5 几乎 所 有 的 
y EY, 我 人 有 fr Flag} e Ct (X). ce- 几乎 处 处 定义 的 函数 攻 人 ren 
是 <- 可 积 的 , 并 且 


fwee=] [few 


这 正 是 富 比 尼 定 理 (参见 0.4.5.1). 


3.4 一 维 连 通 流 形 的 分 类 


3.4.1 ”定理 

所 有 C1 类 的 一 维 连 通 流 形 微分 同 胚 于 玉 或 51. 

3.4.2 约定 

在 本 节 , 我 们 称 一 维 连通 C1 类 的 一 个 流 形 为 曲线 , 简称 连续 密度 为 密度 
在 后 面 (第 八 、 九 章 ) 将 以 更 精细 的 方式 使 用 术语 “曲线 ”. 
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证 明 的 思路 如 下 : 在 Rs 的 一 个 子 流 形 的 情形 下 , 我 们 为 之 配置 一 个 特殊 的 参数 
表示 , 称 之 为 曲线 坐标 . 在 抽象 流 形 的 情形 , 必须 引进 与 曲线 坐标 类 似 的 概念 , 为 此 
在 T,X 内 定义 一 个 范 数 . 既然 这 里 的 向 量 空间 是 一 维 的 , 这 个 范 数 其 实 是 T,X 的 
一 个 密度 (根据 0.1.29.6). 

3.4.3 ”定义 

设 曲 线 X 配备 了 一 个 密度 5, 给 定 从 有 的 区 间 了 到 X 内 的 一 个 映射 a, 如 果 
Qa 实现 了 和 其 像 集 闻 的 微分 同 胚 , 并 且 对 于 所 有 上 6(a(t))[(Tia)(14)] = 1, 则 称 (To) 
是 曲线 的 弧 长 参数 表示 . 

由 于 6(alt)) 事实 上 是 TatOX 的 一 个 范 数 , 而 且 (Tia)(14) € TowwyX, 所 以 等 式 
5(a(b)[(CTia)(l)] = 1 有 意义 . 

3.4.4 引 理 

设 (1,a) 是 配备 了 密度 5 的 曲线 X 的 一 个 参数 表示 . 则 存在 X 的 相对 于 6 的 
一 个 弧 长 参数 表示 (JB). 

由 此 推出 , 所 有 曲线 允许 有 弧 长 参数 表示 , 这 是 由 于 所 有 曲线 都 有 一 个 密度 ( 定 
理 3.3.8) 和 参数 表示 (坐标 卡 映射 的 逆 映 射 ). 引 理 的 证 明 类 似 于 能 够 用 曲线 坐标 给 
(Rs 的 初等 意义 的 ) 曲线 以 参数 表示 的 证 明 . 

设 (1,a) 是 曲线 X 的 一 个 参数 表示 , te 也 并 且 0, 是 典范 同 构 (2.5.12.3) 04 : 
TIR 一 RR. 设 bo 是 RR 的 典范 密度 , 即 绝对 值 (参见 0.1.26). 由 于 (Tiao071)*6(a(t)) 
是 R 的 一 个 密度 , 故 存在 一 个 数 g(a(t)) > 0, 使 得 (Tia o 971)*6(a(t)) = g(a(lt))6o 
(0.1.29.1), 并 且 9 是 连续 的 (定义 3.3.5). 取 了 的 一 个 固定 点 to, 在 1 上 用 


t 
?= | sals)as 


定义 映射 Y. 我 们 看 到 定义 在 1 上, 它 是 可 导 的 , 并 且 其 导数 Y(t) = g(a(t)) > 0 
于 是 Y 建 立 了 工 和 它 的 像 集 有 的 一 个 区 间 J 之 间 的 双 射 . 用 6(s) = a(7-1(s)) 定义 
从 J 了 到 久 内 的 映射 8. 我 们 指出 这 正 是 相对 于 5 的 弧 长 参数 表示 , 为 了 证 明 此 结论 ， 
只 需 应 用 公式 0.3.11.3. 我 人 有 wowp-! =7, 于 是 J(p op-0 = Y = 9( 积 分 对 于 其 上 
限 的 导数 ), 由 此 , 由 于 9 > 0: J(woy-!) = |J(Wowp-1)|， 于 是 车 (TBo977)*6(B(t)) = 
h(B(t))50, 则 9/h = 9, 故 h=1, 这 正 是 要 证 明 的 . 

从 上 述 计算 同样 得 知 7T,8 非 零 , 从 而 建立 了 从 TR 到 T,X (一 维 空间 ) 上 的 一 
个 同 构 . 这 样 6 就 是 平 直 的 , 从 而 是 一 个 局 部 微分 同 胚 (参见 2.5.20): 如 果 有 必要 ， 
可 缩小 J, 就 得 到 一 个 弧 长 参数 表示 . 

3.4.5 引 理 

设 (1,a) 和 (JB) 是 配备 密度 5 的 曲线 X 的 两 个 纹 长 参数 表示 . 假定 a( 了 ) 门 
B(J) 关 @. 则 有 : 或 者 a( 了 有 ) 门 8(J) 有 单独 一 个 连通 分 支 , 并 且 在 这 一 情形 下 , 存在 
第 三 个 缴 长 参数 表示 (K,), 使 得 Y(K) = a(I1)UB(J); 或 者 a(I) 门 8(J) 有 两 个 连 
通 分 支 , 并 且 在 这 一 情形 下 , XX 同 胚 于 51. 
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映射 a-1o6 仅 在 se J 了 并且 z= pls) e 6(7) 门 a(D 时 有 定义 ,此 时 我 们 令 二 
(a-108)(s). 既然 a 和 是 微分 同 胚 , 那么 以 下 映射 是 连续 的 : 对 于 ze B() 放 a(7)， 
对 应 配对 (s,t), 其 中 s 是 J 的 使 得 8(s) = z 的 唯一 值 , 而 t 是 I 的 使 得 ab 一 了 
的 唯一 值 . 

于 是 了 = {(sb;aze6(I)ma(I) 使 得 z= B(s) = alt)} 与 (四 站 a(7) 有 同样 
多 的 连通 分 支 . 由 于 有 也 是 函数 st = (a-!10o6)(s) 的 图 像 , 这 就 引导 我 们 研究 这 
个 函数 . 

由 于 (7 a) 是 弧 长 参数 表示 , 如 果 用 50 表示 R 上 的 绝对 值 , 仍然 是 根据 公式 
0.3.11.3, 因为 这 里 g = h = 1, 我 们 得 到 |(a-!o 68)'(s)| = 1. 于 是 a-!10o8 的 图 像 一 
就 是 由 斜率 为 +1 或 -1 的 线段 组 成 . 此 外 , 六 还 是 J x 了 的 满足 8(s) = alt) 的 配 
对 (s,t) 的 集合 , 它 在 J x 7 中 是 闭 集 . 此 外 , 图 像 的 这 些 线段 不 能 停留 在 J x 了 内， 
这 是 因为 它们 在 了 上 的 投影 是 a-1(a(7) 门 8(7)), 这 是 工 上 的 一 个 开 集 ; 于 是 这 个 图 
形 的 每 个 线段 一 直 延 续 到 J x 了 在 R? 内 的 可 能 的 边界 . 

再 者 , 由 于 a 和 6 是 双 射 , 对 于 s (或 t) 的 一 个 值 , 至 多 存在 t (或 s) 的 一 个 值 ， 
使 得 8(s) = z = alt). 于 是 在 J x 7 的 每 个 边 上 至 多 一 个 线段 开始 (或 结束 ). 

最 后 , 观察 图 3.4.5.1 就 可 以 明白 不 可 能 同时 有 斜率 为 +1 和 -1 的 线段. 


3 FA | Ss 
; (排除 ) 5 (排除 ) 


图 3.4.5.1 


情形 (1) 
图 3.4.5.2 


这 已 经 指出 只 能 有 一 个 或 两 个 连通 分 支 (a( 了 1) 门 8(J) 也 是 如 此 ). 

考虑 情形 (1): 

通过 在 了 上 的 或 7 上 的 平移 , 不 妨 设 1 = (a, 5), J = (0,c), 而 了 由 连接 点 (0,0) 
和 (a,a) 的 单独 一 个 线段 组 成 (有 可 能 b= -co,a = +oo,c = +o0), 其 斜率 为 +1 ( 必 
要 时 在 a 或 B 里 ,把 t 换 为 -如 ). 
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(0.0) 


{a,a) 


2 


(6,0) (0,0) (a,0) 
图 3.4.5.3 


我 们 假设 了 a < c. 为 了 定义 一 个 弧 长 参数 表示 (K,m), 使 得 y(K)=a(D)UB(7)， 
我 们 取 K = (b,c), 在 这 个 区 间 上 如 下 定义 x: 


7 = ald), 在 (6,0) 上 ; 7(0) = a(0); 
7(t) = alt) = Bt), 在 (0a) 上 ; 7y(a) = Bla); 
7 = Blt), 在 (a,c) 上. 


容易 确定 YK) = a(1)UB(J) 和 7 是 从 天 到 其 像 集 上 的 微分 同 胚 ( 它 在 覆盖 KK 
的 区 间 (b,a) 和 (0,c) 上 是 这 样 ). 由 于 (Tiy)(14) 或 者 是 (Tia)(1), 或 者 是 (TB)(10)， 
弧 长 参数 表示 的 最 后 一 个 条 件 得 以 满足 . 

情形 (2): 

由 于 由 两 个 线段 组 成 , 可 以 设 其 图 形 有 如 下 形式 : 


图 3.4.5.4 


这 种 状况 只 有 在 工 = (a,d) 和 了 = (a',d') 有 界 时 才 得 以 出 现 (如 果 d = +oo, 两 
个 线段 将 与 平行 于 ad 的 直线 相交 ). (通过 平移 ) 可 以 要 求 a = c 从 而 多 = d. 于 
是 有 


a<b<c<d=bsc<d 
定义 从 (ad) 到 X 上 的 一 个 映射 凡 如 下 : 
Rs) alt),t € (a, d), 
B(t),t € (cd). 


根据 的 构造 和 定义 ,a 和 有 在 (c,d) 上 重合 ,并 且 当 te (a,b) 时 ,h(t+c' 一 a) = 
R(t). 于 是 可 以 延 拓 克成 一 个 映射 R 一 X, 并 上 且 要 求 久 是 (c - o)- 周期 的 . 根据 
2.4 和 下 面 的 通过 结构 . 


3.5 ” 流 形 上 的 向 量 场 和 微分 方程 “119. 


| es 


Rec-a)Z 二 


图 3.4.5.5 


将 九 转移 到 商 Y = R/(c - d)2 上 就 成 为 一 个 映射 he C1Y;X)、， 根 据 在 
2.6.13.1 所 进行 的 研究 , 我 们 业已 知道 Y 微分 同 胚 于 51. 由 构造 过 程 知道 h 是 平 直 
的 及 单 射 的 . 由 于 Y 是 紧 致 的 , 定理 2.6.12 保证 Y 微分 同 胚 于 它 在 X 的 像 集 h(Y) 
而 h 是 满 射 的 , 这 是 因为 h(Y) = a(1)UB(J) 是 X 的 一 个 开 集 , 作为 紧 致 集 Y 在 h 
下 的 像 集 又 是 X 的 一 个 闭 集 . 由 于 X 是 连通 的 , 故 h(Y) =X. 因此 h 终于 建立 了 
Y 和 X 之 间 的 微分 同 胚 , 从 而 建立 了 X 和 5! 之 间 的 微分 同 胚 . 

现在 可 以 证 明定 理 3.4.1 了 . 

假定 X 不 微分 同 胚 于 51, 设 (1,a) 和 (J,6) 是 两 个 弧 长 参数 表示 : 有 第 三 个 弧 
长 参数 表示 (K,7), 使 得 7(K) = a(7)UB(7). 

X 的 于 集 按照 包含 关系 是 有 序 的 , 故 可 以 找到 一 个 弧 长 参数 表示 (Z,e), 使 得 
e() 在 对 于 所 有 弧 长 参数 表示 (7, a) 中 a(7) 的 集合 中 是 最 大 的 . 但 那样 , e(L) 既是 
X 的 一 个 开 集 , 又 是 X 的 一 个 闭 集 ; 如 若 不 然 , 则 s(Z) 头 XX, 且 存 在 ze E(Z), 使 得 
zz 人 ee(Z). 我 们 可 以 围绕 x 构造 一 个 弧 长 参数 表示 (J B) (参见 3.4.4), 而 这 时 将 有 一 
个 弧 长 参数 表示 (K,”), 使 得 Y(K) = <s(Z)UB(J) 3 zx, 这 是 矛盾 的 . 由 于 X 是 连通 
的 , 故 e(Z) = X. 由 于 < 是 一 个 微分 同 胚 , 故 X 微分 同 胚 于 R 的 一 个 区 间 , 从 而 X 
微分 同 胚 于 R. 

3.4.6 ”推论 

设 天 是 一 条 曲线 . 而 5 是 X 上 的 密度 . 则 

(人 或 者 X 微分 同 胚 于 及 , 并 且 存在 X 的 一 个 整体 弧 长 参数 表示 (从 而 存在 从 
了 到 X 上 的 微分 同 胚 ); 

(i 或 者 X 微分 同 胚 于 31, 并 且 存 在 一 个 周期 弧 长 参数 表示 ( 即 存 在 f :RR 一 义 
和 TE Ri, 使 得 对 于 所 有 t， f(t 十 T) = f(t), fllo,T) 是 单 射 , 并且 5(f1(t)) = 1). 如 
果 要 求 f(0) = z, 这 个 参数 表示 不 计 反 转 t 一 t 是 唯一 的 . 

3.4.7 对 于 二 维 连续 (曲面 ), 请 看 4.2.25. 


3.5 流 形 上 的 向 量 场 和 微分 方程 


在 整个 这 一 节 , 假定 流 形 X 是 C? 类 的 , 这 里 p > 2. 
我 们 现在 要 把 在 第 一 章 引进 的 向 量 场 和 微分 方程 的 概念 转移 到 流 形 上 ， 第 一 
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章 的 局 部 性 的 定理 保持 为 真 ,因为 流 形 局 部 微分 同 胚 于 R* 的 一 个 开 集 , 而 根据 
2.5.17.4, 微分 同 胚 保持 积分 曲线 的 概念 。 这 两 个 新 的 事实 是 全 局 唯一 性 (3.5.4) 和 
紧 致 流 形 的 情形 : 3.5.9 和 3.5.13. 

3.5.1 定义 

给 定 一 个 CP 类 的 流 形 X. 如 果 一 个 从 X 到 TX 内 的 C?-! 类 的 映射 5, 使 得 
对 于 X 的 所 有 z 都 有 5E(z) < TeX, 则 称 & 为 XX 上 的 向 量 场 . 

如 果 r 表示 投影 映射 , 它 让 TX 的 z 对 应 X 的 点 r(z) = z, 这 个 x 使 得 
z ETcX, 则 有 ro€ = idx. 例子 : R 的 典范 向 量 场 (参见 2.5.17.1). 

给 定 一 个 坐标 卡 (U,wp)， 如 果 wu 属于 Ra 的 P(D), 则 有 (wp-!(w)) es TX, 并 
且 (Tp-i0wyp)(é(p-(w))) e TuR4, 而 为 了 回 到 在 1.2.1 意义 下 的 向 量 场 , 我 们 定义 从 
yp(U) 到 Rs 的 映射 


f :um (buo Typ)(E(p GO) 
这 个 映射 无 疑 是 C?-1 类 的 (参见 2.5.26) (9。 是 从 T,Rs 到 Rd 上 的 同 构 
2.5.12.3). 


我 们 有 下 列 映射 图 : 
TXDTU 一 一 一 Te(D) 
0 
3.5.1.1 S|E BR 
U 一 全 一 a 
3.5.2 ”注释 


如 果 考 虑 Rd 的 一 个 看 做 流 形 的 开 集 W, 定义 3.5.1 并 给 不 出 如 同 1.2.1 中 的 一 
个 向 量 场 . 事实 上 , 这 里 是 一 个 属于 C?(W;TW) 的 映射 (使 得 no = idw), 而 非 属 
于 CP(W;Ra) 的 映射 . 不 过 通过 同 构 getetw) 可 以 把 Teroey(wyW 和 Rs 等 同 看 待 ， 
这 样 就 可 以 认为 两 个 定义 是 一 致 的 . 现在 可 以 模仿 第 一 章 所 做 的 各 个 研究 了 . 

3.5.3 ”定义 

多 上 的 向 量 场 & 的 一 条 积分 曲线 是 X 的 一 条 曲线 (Ta), 其 中 了 是 R 的 区 间 ， 
Qa 是 从 了 到 义 内 的 映射 ,使 得 对 于 了 的 所 有 a(t) = &(a( 四 ), 其 中 a(t) = (Tia)(14) 
是 2.5.17 定义 的 速度 , 初始 条 件 是 a(0). 

跟 第 一 章 一 样 , 我 们 定义 局 部 流 , 并 且 与 2.2.6 一 样 建立 局 部 流 的 存在 性 和 唯一 
性 定理 . 

为 了 谈论 整体 流 , 我 们 需要 : 

3.5.4 定理 (整体 唯一 性 ) 

给 定 夸 上 的 一 个 向 量 场 上 满足 相同 初始 条 件 aa(0) = az(0) 的 两 条 积分 曲线 
(Jaa) 和 (aa). 则 ol N = azlmnno- 

与 在 1.3.1 的 证 明 中 一 样 , 我 们 指出 


Q= {te TN: olt) = a2(t)} 
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是 石门 的 一 个 开 集 . 它 也 是 五 们 邮 的 一 个 闭 集 , 这 是 因为 流 形 X 是 分 离 性 的 
(参见 2.2.10.7), 如 果 用 4 表示 X x X 的 对 角 线 集 , 则 有 


Q= TNT, 2) (A), 


而 4 是 分 离 性 拓扑 开 集 的 对 角 线 集 , 从 而 是 X x X 的 闭 集 . 

3.5.5 ”注释 

当 X 不 具有 分 离 性 时 定理 3.5.4 不 成 立 . 取 2.2.10.4 中 的 例子 作为 X, 它 没 有 
分 离 性 , 为 它 配备 一 个 典范 向 量 场 &, 它 是 由 R 的 向 量 场 tr 1; 诱导 出 的 (参见 
2.5.17.1). 我 们 将 有 & 的 两 条 积分 曲线 , 当 t < 0 时 它们 重合 , 但 在 t = 0 “分 又 ". 


ft { 


图 3.5.5 


对 于 X 的 z， 可 以 定义 初始 条 件 为 > 的 最 大 开 区 间 J(z) 和 最 大 积分 曲线 
(J(z),az), 参见 1.3.1.1. 

3.5.6 ”定义 

给 定 X 上 的 一 个 向 量 场 上 . 令 9(€) = {tbz)eBRxX:tEeJ(z)} 我 们 称 配 
对 (9(6),a) 为 全 局 流 , 其 中 a 是 从 多 (€) 到 天 的 由 altz) = az(t) = Ge.z 定 义 的 
映射 ， 

这 里 的 Gz 采用 的 就 是 在 1.3.4 和 1.3.5 中 引入 的 记号 . 

3.5.7 ”定理 

设 5 是 天 上 的 一 个 向 量 场 ， 则 2(5) 是 及 xX 的 一 个 开 集 ,并且 如 果 & < 
Cr-1(X;TX), 则 a € C7-1(9(é); X). 

证 明 与 1.3.6 的 相同 . 当 G. 有 意义 时 , 还 有 : 


3.5.8 Ce (Gu :70) = (Go G4): Zo = Gttt zol. 
与 向 量 空间 的 开 集 比 较 , 新 现象 是 : 
3.5.9 ”定理 


设 E 是 紧 致 流 形 X 上 的 一 个 向 量 场 . 则 9(€) = R x X, 此 外 , 对 于 R 的 所 有 
在 3.5.6 定义 的 Gs 属于 Di 证 (XX), 并 且 映 射 上 tr* Gs 是 从 加 法 群 及 到 群 Dif (X) 
的 同 胚 . 

事实 上 , 给 定 z e X, 则 存在 z 的 局 部 流 , 从 而 存在 一 个 包含 z 的 开 集 z 和 
一 个 包含 0 的 区 间 I, 使 得 对 于 Us 的 每 个 z, 存在 一 条 积分 曲线 a : I。 一 X, 满 
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足 a(0) = z (初始 条 件 z). 故 有 I x U: c 9(8). 而 X 是 紧 致 的 , 被 诸 U。 所 覆盖 ， 
故 可 以 抽取 一 个 有 限 覆 盖 , 使 得 X = | Uz,. 这 样 就 存在 e > 0, 使 得 对 于 所 有 i 


i=1 

(-e,5) C 六 ,于 是 对 于 所 有 满足 |t| <e 的 + 和 X 的 所 有 zx, 存在 一 条 初始 条 件 为 x 
的 在 t 有 定义 的 积分 曲线 a;, 即 (-s,e) C J(z). 

现在 考虑 初始 条 件 为 az(t) 的 积分 曲线 , 记 之 为 aa,(t). 它 对 于 |t| < e 有 定义 ， 
并 且 有 auto = az(t 十 四 . 于 是 第 一 条 积分 曲线 az 事实 上 对 于 所 有 满足 |t| < 2e 
的 上 有 定义 . 于 是 对 于 所 有 z, (一 2e;2e) C J(z). 逐步 得 到 对 于 所 有 z 和 .Y 的 所 
有 m,(-2ne,2ne) C J(z). 于 是 J(z) = R, 2(6)] = R x X. 公式 3.5.8 随 之 对 于 所 有 
te R 适用 . 把 它 应 用 到 1 = -得 


(G+ 0 G-t)(z0) = Go(zo). 
这 里 一 如 既往 (定义 3.5.3) 令 Go(z) = a(0,z) = z. 故 
GioG-t1=G-toG:= Go=idx. 


这 就 证 明了 Gs e Dif (X), 并 且 映 射 + Ge 是 群 的 同 态 (从 加 法 群 R 到 对 于 复合 
运算 的 群 Diff (X)). 

3.5.10 ”注释 

换 句 话说 , 紧 致 流 形 X 上 的 一 个 向 量 场 上 确定 X 的 微分 同 胚 的 一 个 单 参数 群 . 
如 果 X 是 任意 的 , 只 能 说 定义 在 9(€) 上 的 流 a 是 X 的 局 部 微分 同 胚 的 一 个 单 参 
数 局 部 群 (参见 1.3.5). 

为 了 推广 1.4 节 , 必须 定义 一 个 依赖 于 时 间 的 向 量 场 : 

3.5.11 定义 

设 义 是 一 个 CP 类 的 流 形 ,了 是 RR 的 一 个 包含 0 的 区 间 ,p 表 示 IJxXX 到 XX 上 
的 投影 . 如 果 一 个 映射 EE Co(T x XX;TX) (1 <q<p-1) 满足 mok ==p, 则 称 EE 是 
六 上 的 C4 类 的 依赖 时 间 的 向 量 场 (相应 的 方程 称 为 依赖 时 间 的 微分 方程 ). 

E 的 一 个 解 或 积分 曲线 是 一 个 配对 (I,a), 它 使 得 对 于 了 的 所 有 t 有 a'(t) = 
é(t, o(t)). 

根据 1.4, 还 有 

。 解 的 局 部 存在 唯一 性 

。 局 部 流 的 定义 

。 整 体 唯一 性 (类 似 于 3.5.4 的 定理 ) 

。 对 应 初始 值 > 的 积分 曲线 的 最 大 区 间 J(z) 的 概念 

。 定义 9(6 = {(t,z) eE RxX:te J(z)}, 9(&) 是 R xXX 的 开 集 . 整体 流 a 的 
定义 , a 是 9(€) 到 X 内 的 映射 . 

现在 设 a 是 整体 流 , 对 于 (t,z) < 9(8), 令 a(tz) = Gt.z. 再 设 向 量 场 w 由 
7(h,y) = (s 十 h,y) 确定 (s e 工 固定 , y < X). 对 于 这 个 场 , 存在 一 个 整体 流 8, 对 
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于 (t,z) € 9(n), 令 B(t,z) = Gi z( 上 标 s 提醒 涉及 的 是 前 面 定义 的 s 取 定 后 的 向 
量 场 ); 特别 地 , 有 Ge = G?. 
下 式 中 出 现 的 运算 一 旦 有 意义 , 则 等 式 成 立 ( 跟 1.5.4 一 样 ): 


3.5.12 


GT = GT+eoGr. 


3.5.13 ”定理 

设 久 是 紧 致 的 ,而 & 是 一 个 定义 在 了 x X 上 的 依赖 时 间 的 向 量 场 , 则 9F(E) = 
TxX. 并 且 对 于 了 的 所 有 t, Gt € Dif (X). 

如 果 2(6) = 了 x X, 则 对 于 了 的 所 有 t, Gt 有 定义 , 并 且 根据 3.5.12, 我 们 有 


GtioG9 =G9=idx 及 GoGt,= Gt=idx, 


这 就 推出 Gy = G9 是 一 个 微分 同 胚 , 其 逆 为 G+ ,， 至 于 第 一 个 结论 , 我 们 用 归 雇 法 
证 明 . 

事实 上 , 取 定 ze X, 假定 与 它 关联 的 最 大 区 间 J(z) 含 于 了 内 . 设 0 = supJ(z). 
由 于 J(z) 关 7 我 们 有 : 或 者 sup J(z) < 了 或 者 inf J(z) e 1; 不 妨 设 sup J(z) eE I 
(下 确 界 的 情形 证 明 类 似 ). 设 [0,5) 的 点 的 序列 {tn}nen, 使 得 ‘Jim, tn =b. 

由 于 X 是 紧 致 的 , 故 序列 {a(tn,z)} 有 一 个 聚 点 y， 过 渡 到 子 序 列 ， 可 以 假定 
,im atnz) =y. 在 TxXX 的 点 (b,y), 存在 一 个 关联 于 场 7 : (s,z) PE(s 二 访 z) 的 
微分 方程 的 局 部 流 6, 它 定义 在 (-e,e) x UV 上, 这 里 UV 是 包含 y 的 一 个 开 集 . 


图 3.5.13 


由 于 ,lim tn = 和 im al(tn,z) =y, 所 以 存在 充分 大 的 nn, 使 得 同时 有 lb-tn| < 
<E 和 altn,z) e U. 但 此 时 由 于 


B(b— tn, a(tn, 7)) = a(tn +b— tn,7) = a(b, 7), 


这 说 明 be J(z), 且 同 样 有 (如 ,如 十 e) C J(z), 这 与 b= sup J(z) 矛盾 . 

注意 : 这 里 用 另 一 种 方式 证 明了 3.5.9 的 第 一 部 分 . 

3.5.14 反之 , 借助 一 个 流 形 的 微分 同 胚 的 单 参 数 族 可 以 重建 向 量 场 . 事实 上 ， 
设 厂 eC?(IxX;), 其 中 了 是 RR 的 一 个 包含 0 的 区 间 , 而 且 若 令 Hi : z 一 Hi(z) = 
有 H(t,z), 则 有 Ho = idx, 并 且 对 于 所 有 te 了 有 Hs < Dif(X). 我 们 从 给 定 的 五 依 
下 列 方式 定义 一 个 依赖 时 间 的 向 量 场 : 
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如 果 8 表示 曲线 s 一 吾 (s, (H:)-1(z)), 令 &(t,2) = P(t) € TeX. 

由 构造 本 身 可 知 , 依赖 时 间 的 向 量 场 5(t z) 的 全 局 流 定义 在 9(#) = 了 Tx X 上 . 

请 读者 验证 5 e C?-1(T x XX;TX), 并 且 如 果 吾 满 足 有 Hs = Fo Hs, 则 & 不依 
赖 时 间 (习题 3.6.2). 

3.5.15 ”有 关 知 识 : 流 的 交换 , 两 个 向 量 场 的 括号 积 , 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 

3.5.15.1 为 了 简单 起 见 , 这 里 所 有 对 象 都 将 是 C~ 类 的 , 流 形 不 必 是 紧 致 的 . 各 
个 结果 只 是 叙述 而 不 予 证 明 , 读者 可 参考 : [8], 304 页 , [35], 42 页 , [11], 130 页 , [10] 6 
至 19 页 和 7 至 21 页 , [117], 192 页 . 

3.5.15.2 设 & 和 7 是 一 个 流 形 X 上 的 两 个 向 量 场 ,用 Gt 和 瓦 分 别 表示 它们 
的 流 . 是 否 至 少 局 部 地 有 


Gro Hs = 有 Ho Gt (对 于 所 有 实 的 t 和 s)? 


一 般 地 说 否 , 没有 任何 理由 要 求 等 式 成 立 . 回答 与 两 个 向 量 场 &,m 的 括号 积 [&,g] 相 
关 , 在 习题 2.8.17 的 第 II 部 分 中 , 对 于 它 给 了 定义 和 进行 了 研究 . 问题 的 回答 借助 下 
列 公 式 ( 称 做 “小 平行 四 边 形 公式 ”) 可 以 猜测 出 来 . 固定 X 中 的 一 个 z 并 且 考虑 起 
点 为 z 的 (对 于 充分 小 的 ) 如 下 定义 的 曲线 : 


tm c(t) = (H-toG-to Ho Gi)(z). 


一 ! 


GA(H(GAX))) H(GA(X)) 


图 3.5.15.2 


线 。 的 确 度量 了 Gu, Hi 交换 性 的 缺失 , 我 们 有 有 限 展开 : 
(=z2+ (ea) + oP). 

如 果 原意 的 话 , 此 式 可 写成 

c(0)=0 及 ce"(0) = 车 可 (z). 


特别 地 , 如 果 流 是 交换 的 , 则 处 处 有 [Ej = 0. 逆 命题 成 立 : 如 果 [可 是 零 向 量 场 ， 
则 (局 部 地 ) Ge o 及, = 有 Ho Gt 对 于 所 有 实数 s 和 t 成 立 , 如 果 X 是 紧 致 的 (定理 
3.5.9), 则 “局 部 地 ”可 以 改 为 “整体 地 ”. 
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3.5.15.3 现在 来 看 习题 2.8.17 的 II.4 的 逆 命 题 , 原 命题 断言 : 如 果 Y 是 X 的 
一 个 子 流 形 , 并 且 对 于 Y 的 所 有 y, t(y) 和 n(y) 总 是 属于 ZY, 则 [&,j(y) 也 属于 
TY. 现在 来 讨论 逆 命 题 : 考虑 X 的 两 个 向 量 场 $,7, 假定 对 于 X 的 所 有 z, elz) 和 
7(z) 在 TeX 内 都 是 线性 无 关 的 . 用 P(z) 表示 由 它们 生成 的 TX 的 线性 子 空 间 . 是 
否 存在 (可 能 的 话 , 起 点 是 X 中 的 任意 固定 点 ) X 的 子 空间 Y, 使 得 对 于 Y 的 所 有 
y 有 TyY = P(y)? 我 们 已 经 看 到 一 个 必要 条 件 是 对 于 所 有 z, [可 (z) e P(z). 这 类 
问题 归属 于 偏 微分 方程 理论 (这 里 是 两 个 自 变 量 的 ), 而 向 量 场 的 积分 曲线 的 问题 又 
归属 于 常 微分 方程 理论 . (更 一 般 地) 回答 由 下 一 小 节 提供 . 

3.5.15.4 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 

设 d 是 一 个 整数 (小 于 或 等 于 流 形 夺 的 维 数 ) 而 8:(i = 1,.… ,d) 是 区 的 向 量 
场 , 满足 条 件 : 在 X 的 每 个 点 z, 诸 %(T) 在 TeX 内 是 线性 无 关 的 . 用 V(z) 表示 它 
们 生成 的 向 量子 空间 . 则 条 件 


Vr EX,Vi,j=1,...,d: [gi€](7) € V(z) 


对 于 下 列 事实 的 成 立 是 充分 必要 的 : 过 X 的 每 个 点 z, 通过 X 的 一 个 d 维 子 流 形 
Y, 使 得 对 于 Y 的 所 有 2 有 TY =V(y). 此 外 , y 给 定 后 , 这 个 Y 局 部 地 是 唯一 的 . 

3.5.15.5 虽然 本 书 用 不 到 这 个 定理 , 但 是 这 个 定理 对 于 微分 几何 是 基本 的 . 在 
10.2.2.7 和 10.4.9.5 仅 窥 其 一 斑 . 一 般 来 说 , 空间 R3 的 双 参 数 直线 族 不 是 一 张 曲面 
的 法 线 族 . 做 肯定 回答 的 充分 必要 条 件 正 是 垂直 于 该 直线 族 的 平面 族 的 场 满足 弗 罗 
贝 尼 乌 斯 定理 的 条 件 . 而 一 旦 这 个 条 件 满足 , 找到 的 是 平行 曲面 的 单 参数 族 , 特别 参 


见 10.2.2.12 和 10.6.8. 


图 3.5.15.5 


另外 , 在 本 书 中 , 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 是 基本 定理 10.7.3 的 证 明 的 一 个 关键 点 . 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 还 可 用 来 证 明 关 于 2- 微分 形式 的 达 布 定理 : 如 果 一 个 2- 形 
式 w 的 秩 是 7 ( 即 wr = wA…:Aw 关 0, 而 wr+l = 0), 并 且 它 是 封闭 的 , 则 处 处 存在 
局 部 坐标 {ziji=1…,m, 使 得 在 此 坐标 系 里 , 它 可 以 写成 


w=dzliAdzz+dzsA 人 dz 十 … 十 dzr-lAdzzr (参见 [11], 140 页 ). 
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弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 出 现在 群 论 和 李 代数 中 , 参见 例如 [35]， 在 黎 曼 几何 里 , 它 
出 现在 对 称 空间 , 完全 测 地 线 子 流 形 和 完整 群 等 理论 中 , 有 关内 容 请 特别 参见 [33]， 
[126] 和 [127] 第 十 章 . 

3.5.15.6 ”现在 提 及 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 的 对 偶 说 法 . 这 是 一 个 等 价 的 结果 , 但 是 
用 微分 形式 的 术语 表达 . 在 X 的 每 个 点 z, 定义 TX 的 一 个 子 空间 P(z), 它 有 一 个 
常 维 数 为 d, 并 且 是 n 一 4 个 处 处 线性 无 关 的 1 阶 微分 形式 wi(i = 1,… ,n 一 d) 的 公 
共 核 . 也 就 是 说 


n-d 
P(z) = (wi(z)) -10). 
那么 这 里 与 3.5.15.4 的 条 件 等 价 的 条 件 是 : 在 每 个 点 z, 每 个 外 微分 形式 dwi(z) 
是 向 量 积 wi(z) A wj(z) 的 线性 组 合 . 读者 容易 验证 这 个 等 价 性 . 而 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定 
理 本 身 的 证 明说 来 实在 是 更 加 困难 . 
3.6 习 题 


3.6.1 设 p:X 一 Y 是 一 个 覆 肥 映射 ,e € Ao(Y), 而 6 = p"s (参见 3.3.7). 假 
定 X 和 Y 是 紧 致 的 . 证明 对 于 Y 的 所 有 y, p-'(v) 是 有 限 的 , 并 且 对 于 X 上 的 所 


有 连续 函数 f, 我 们 有 
f= f(z)| .es. 
Ar 人 | 


特别 地 , 若 Y 是 连通 的 , 用 k 表示 覆 芝 映 射 的 层 数 (参见 2.4.4), 9 是 Y 上 的 流 形 函 


数 , 则 
hon-s=r] se 


3.6.2 证 明 3.5.14 末尾 的 断言 . 

3.6.3 ”我 们 打算 证 明 所 有 流 形 是 可 度量 的 , 而 不 利用 3.1.5. 

a) 设 巨 是 一 个 向 量 空间 , 我 们 用 B(E) 表示 E 上 的 对 称 双 线性 形式 的 集合 ; 对 
于 je L(E; 也), 我 们 如 下 定义 f* : B(F) 一 B(E): 


(f°)(z,y) = a(f(7), f(9)). 


对 于 一 个 流 形 X, 我 们 称 一 个 映射 g 为 Xx 上 的 一 个 黎 曼 结构 , 如 果 对 于 X 的 每 个 
Zz) 对 应 g(z) e B(TzX), 并且 
(i) 对 于 X 的 所 有 (U,y), 映射 


了 3aurm (uo Ty)(p 0)) (gp(u))) € B(R™) 


3.6 习 题 - 127 . 


是 可 微 的 . 

(ii) Vz < X,g(z) 是 正定 的 . 

证 明 所 有 流 形 (参见 3.1.6) 拥有 黎 曼 结构 . 

这 道 习题 的 下 半 部 分 , 假定 X 配备 了 一 个 固定 的 黎 曼 结构 g， 并 且 X 是 连通 的 . 

b) 设 (lo 中, 月 是 X 的 一 条 曲线 , 我 们 用 long (7) 表示 数值 [ Vo), Fa). 
dt, 并 且 称 其 为 7 的 长 度 . 称 d(z,y) = inf{flong(f): 满足 f(a) = z, f(b) =y 的 曲 
线 月 为 两 个 点 z,y e 和 的 距离 , 证 明 对 于 所 有 z,y,z， 我 们 有 d (zx,y) = d (y,z)， 
d(z,2) < d (7,y) + d (y,2). 

0) 证 明 d (z,y) = 0 蕴涵 z = y (首先 证 明 如 果 d (z,y) = 0, 则 存在 在 z 的 坐标 
卡 (U, wp), 使 得 ye U; 然后 证 明 , 对 于 R" 的 一 个 开 集 上 的 黎 曼 结构 g, 对 于 U 内 的 
所 有 紧 致 集 , 存在 kk > 0, 使 得 g(z,z) > kzll>, 这 里 的 范 数 是 Rn 的 范 数 ). 

3.6.4 ” 普 吕 弗 曲面 

在 已 = R3 里 ,方程 为 z = a 的 平面 记 作 R2, 并 且 配 备 通常 的 拓扑 , R2 的 一 
个 点 记 作 (z,y)。. 把 EE 看 做 当 a 遍历 R 时 , 诸 R32 的 并 集 , 并 且 给 它 配 备 并 集 拓扑 
( 即 : 已 的 一 个 子 集 是 开 集 , 当 且 仅 当 它 与 每 个 R2 的 交集 是 开 集 ). 设 多 是 如 下 定 
义 的 等 价 关系 : 


(Z,y)a 多 (7',y)b 伟 {a=b 并 且 (z,y) = (z',y), 或 者 y=y > 0 并 且 zy+a = zy+b}. 


令 己 = EE/ 名, 并且 设 p 是 从 已 到 已 上 的 典范 映射 . 

a) 证 明 P 是 分 离 性 的 , 局 部 紧 致 的 (为 了 教学 法 的 缘故 , 故意 同 义 释 用 ) 和 连通 
的 ; 还 证 明 p 在 R?2 的 限制 是 p(R2) 上 的 一 个 同 胚 . 

b) 设 X = p((z,y)a), 并 且 令 fa(X) = (z,9y). 证 明 (p(R2), fo)oer 是 一 个 Ce 
图 册 , 并 且 与 这 样 定义 的 流 形 相应 的 所 谓 花岗岩 拓扑 与 商 拓扑 是 一 样 的 . 

c) 证 明 集 合 p((0,0)。) 在 P 内 是 离散 的 . 由 此 推出 P 不 是 可 分 的 . PP 称 为 普 吕 
弗 曲 面 . 

3.6.5 设 G 是 一 个 李 群 , 即 一 个 Ce 流 形 , 并 且 映 射 (z,a) 一 zy 和 zz 
是 Ce 类 的 . 用 L。 表示 左 平移 z m az- 

a) 设 je 是 G 在 单位 元 素 e 的 切 空间 Ts(G) 上 的 非 零 密度 . 若 a e G, 令 
ju = (TaLa-1)*6e. 证 明 这 样 就 定义 了 G 上 的 一 个 密度 . 

b) 设 d5 是 与 这 个 密度 关联 的 测度 , 证 明 对 于 G 上 的 所 有 实 连续 函数 f 和 G 
中 的 所 有 a, 我 们 有 

[ f(z)d6 = / flar)d6. 
G G 


(我 们 说 d6 是 一 个 左 哈 尔 测度 .) 
0 在 G = GL(2;R) = Isom (R2;R2) 的 情形 , 明确 解释 d56. 
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在 对 两 个 流 形 间 的 态 射 :XX 一 Y 定义 临界 点 和 正则 值 之 后 , 我 们 研究 两 个 特 
殊 情 形 :Y = 及 和 dim X = dimY. 

流 形 X 上 的 数值 函数 f : X 一 R 这 一 情形 , 引出 非 退化 临界 点 和 /在 这 类 点 
的 指标 的 概念 (4.2.11). 在 非 退化 临界 点 , 我 们 证 明了 , 不 计 一 个 微分 同 胚 的 差别 ， 
是 一 个 非 退 化 二 次 型 (4.2.12). 这 个 结果 有 两 个 重要 推论 . 我 们 仔细 研究 其 中 的 一 个 ， 
这 有 关 R3 曲面 相对 于 它 在 非 退化 临界 点 的 切 平面 的 状况 (4.2.20). 另外 一 个 推论 是 
莫 尔 斯 理论 , 尽管 它 不 在 本 书 的 范围 之 内 , 我 们 还 是 叙述 了 有 关 结 果 , 这 既是 为 了 拓 
宽 读 者 的 视野 , 又 是 因为 在 7.5 节 要 用 到 此 类 结果 . 

dimX = dimY 这 一 情形 是 萨 德 定理 的 对 象 , 它 断 言 f : X 一 Y 的 几乎 所 有 值 
都 是 正则 的 (4.3.1). 正则 值 的 存在 性 后 面 多 次 援引 (7.3.1, 7.5.4, 9.2.8). 


4.1 定义 .例子 
4.2 数值 函数 的 非 退 化 临界 点 . 莫 尔 斯 的 简约 
4.3” 萨 德 定理 
4.4 习题 

4.1 定义 . 例子 
4.1.1 定义 


给 定 两 个 流 形 X 和 了 和 从 义 到 Y 内 的 一 个 态 射 f. 我 们 说 贸 的 一 个 点 zx 对 
于 了 是 临界 的 (对 应 的 , 正则 的 ) , 如 果 三 在 z 不 是 浸没 的 (对 应 的 , 是 浸没 的 ). 


4.1 定义 . 例子 + 129. 


我 们 称 Y 的 一 个 点 4 是 的 临界 值 (对 应 的 ,正则 值 ), 如 果 存 在 ze f-1(y), 使 
得 z 对 于 是 临界 的 (对 应 的 , 对 于 所 有 z Ef-!1(y), z 是 正则 的 ). 特别 说 来 , 如果 
六 1(g) = @, 则 y 是 正则 值 . 

在 本 章 , 我 们 关心 以 下 两 个 特殊 情形 . 

4.1.2 如 果 Y = R, fe Cr?(X), 那么 z 是 临界 点 , 当 且 仅 当 Tf 不 是 满 射 的 . 
由 于 到 达 空 间 是 一 维 的 , 根据 定义 2.5.23: 


z 是 临界 点 和 > djf(z) = 0|. 


4.1.3 设 dimX = dimYy, ze X, 那么 当 且 仅 当 Tzj € Isom (TeX;Ty(zs)Y),z 
对 于 了 是 正则 的 , 换言之 (定义 2.6.9): 


[: 是 正则 点 < /在 z 是 平展 的 | . 


4.1.4 例子 

4.1.4.1 设 巨 是 一 个 欧 几 里 得 空间 , 配备 标量 积 (|), 取 定 vs 妃 必 关 0, 设 
V cB 是 一 个 子 流 形 , 而 了: Y 一 R. 是 态 射 z 一 (zwlz) 用 NzV 表示 V 在 > 对 于 
艇 人 站 一 已 的 法 空间 (参见 2.7.2), 则 有 


4.1.4.2 z 对 于 /是 临界 点 > ue NzV |. 


为 了 证 明 上 述 结论 , 应 用 4.1.2. 根据 0.2.8.3 和 图 表 2.5.23.2, 并 且 把 f 看 做 (ul.) 
在 子 流 形 V 上 的 限制 , 微分 df(z) 正 是 T,X 上 的 线性 形式 : df(z) = (wl9:(")). 而 
(ul6s(.)) 在 TeX 上 是 零 , 当 上 且 仅 当 ve (9z (TeX))+ = NaV. 

如 果 认 为 4 是 “ 竖 直 的 ”, 函数 (ul-) 就 是 高 度 , 而 条 件 4.1.4.2 就 可 解释 为 : 如 果 
V 在 z 的 切 平面 是 “水 平 的 , 则 高 度 在 > 是 临界 的 . 


Ow) 1 


2 
PAY (0 


图 4.1.4.2 
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特殊 情形 : 

4.1.4.3 在 R"t! 里 , 考虑 球面 5", 设 {e1,… ,en+l} 是 R"+l 的 基底 , 映射 
z r* (zlei) 有 两 个 临界 点 , 其 坐标 是 zi = 土 1, 当 j i 时, zj = 0. 

4.1.4.4 环 面 Y = (51(1/V3))?, 像 在 图 4.1.4.2 中 一 样 嵌 入 Rs 中 (参见 2.1.6.3)， 
对 于 映射 z 一 (zles) 有 四 个 临界 点 . 

4.1.5 命题 

设 和 和 YY 是 维 数 相 同 的 两 个 流 形 , 义 是 紧 致 的 , 而 厂 是 一 个 从 X 到 了 内 的 
态 射 , 并且 y 是 f 的 正则 值 . 则 存在 3 的 一 个 邻 域 V, 使 得 有 在 -1(V) 的 限制 , 看 
作 从 f-!1(V) 到 Y 上 的 映射 , 是 一 个 履 登 映射 

在 4.3.6 将 会 看 到 有 “许多 ”正则 值 . 

设 yeY 是 f 的 正则 值 , F-!(y) 的 所 有 点 z 是 正则 点 . 由 于 mr e Isom(TXi 
TY) (参见 4.1.3), 存在 包含 z 的 一 个 邻 域 三 , 使 得 flu, 上 的 限制 是 从 Us 到 f(U;) 
上 的 一 个 微分 同 胚 (参见 定理 2.5.20). 由 此 推 知 f-!(y) 在 鲜 内 是 离散 的 , 因为 如 果 
存在 六:(g) 的 点 的 序列 (zs) 以 z 为 聚 点 , 则 对 于 充分 大 的 n, 将 有 me Us, fv。 
就 不 会 是 单 射 . 

既然 1/~!1(y) 是 紧 致 集 X 内 的 离散 集 , 则 必然 是 有 限 集 . 令 


六 0) = {zb Tn}. 


KU 


/DD 2 
AUD 


图 4.1.5.1 


我 们 得 到 包含 zi 的 开 集 Uz,, 使 得 f 是 从 Uz, 到 7Uz,) 上 的 微分 同 胚 . 只 不 
过 AUz,) 未 必 相 等 , 诸 U。, 也 未 必 不 交 , 必须 修正 它们 , 以 便 适 合 定义 2.4.1. 
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由 于 XX 是 分 离 性 的 , 存在 开 集 UY' Cc U,, 两 两 不 交 . 但 f(UY) 未 必 相 等 . 令 


V'= 门 f(04)， 并 有 令 Uf=UNf-1(V'). 
i=1 


由 于 jw 是 双 射 , 我 们 有 f(U1) = V', U1 是 开 集 , 并 且 f 在 Ui 的 限制 是 从 Uf 到 
V 上 的 微分 同 是 . 为 了 谈论 入 大 映 射 ,只 差 验证 /1(V") = 【jzx 这 一 件 事情 了 . 
由 于 对 于 所 有 4 Uf Cf-1(V'), 故 暂时 仅 有 Sn 


Ue 
i=l 


不 妨 假定 六 是 紧 致 的 (这 是 合理 的 , 根据 2.2.11, Y 是 局 部 紧 致 的 , 于 是 如 果 有 必要 ， 
缩小 V', 就 可 以 归结 到 这 种 情形 ). 令 


这 个 2 包含 1(V') 一 Uw 如 果 我 们 指出 当 缩小 V' 和 Ui 时 , 2 将 变 为 空 


集 , 证 明 即 告 完成 二 
而 2 是 X 中 的 闭 集 , 从 而 是 紧 致 的 , 随 之 f(2) 是 V' 中 的 紧 致 集 , 从 而 是 V 
中 的 闭 集 , 而 由 于 y & f(2), 故 存在 y 的 一 个 邻 域 V, 使 得 V 门 f(2Z) = @. 如 果 令 


厂 =f-AWV)N, 则 必 有 /1(V) = 【J Vi, 这 证 明了 在 f-1(V) 的 限制 是 一 个 覆 熏 
i=1 
映射 . 
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4.1.6 ”推论 

在 正则 值 的 一 个 邻 域 里 f-1(y) 的 基数 是 常数 . 

应 用 2.4.4 立即 得 到 此 结论 . 

4.1.7 如 果 X 不 是 紧 致 的 , 结论 不 再 成 立 , 在 一 个 临界 值 也 不 成 立 . 事实 上 , 推 
论 4.1.6 在 y 和 yo 的 任何 邻 域内 都 不 成 立 , 在 靠 左 的 图 里 , 基数 总 是 1 和 2, 而 在 
靠 右 的 图 里 , 基数 总 是 12 和 3. 


图 4.1.7 


4.1.8 对 于 临界 点 的 明晰 计算 , 请 参见 习题 4.4.3 一 4.4.6. 


4.2 数值 函数 的 非 退化 临界 点 . 莫 尔 斯 的 简约 

设 X 是 d 维 流 形 , 而 fe C?(X), 这 里 p > 2. 给 定 ze X, 那么 d flz) 是 从 
TX 到 R 内 的 线性 映射 (参见 2.5.23), 即 事实 上 , d f(z) e (TX)", (TX)* 是 瑟瑟 
的 对 偶 空 间 . 此 外 , 如 果 (U,y) 是 X 的 一 个 在 z 的 坐标 卡 , 则 f ep-:! 是 从 p(U) 到 
R 内 的 C? 类 映射 , 于 是 它 有 二 阶 导数 , 此 二 阶 导数 是 从 Rd x Re 到 R 内 的 一 个 对 
称 双 线性 映射 (参见 0.2.13): (fop-0”. 

设 9 是 关联 于 (U,yp) 的 同 构 T,X 一 RY (参见 2.5.10); 用 

4.2.1 B= (fop ) (wp(z)) ° (0,0) 

定义 T,X 上 的 对 称 双 线 性 映射 B. 即 对 于 所 有 的 u,v e TeX, 令 

Blu,v) = (f op 1) (p(z)) (0(u), (0)). 


粗 看 起 来 B 依赖 坐标 卡 (U, p), 因为 fo p-! 和 9 都 依赖 于 它 , 但 是 我 们 证 明 : 
4.2.2 ”命题 


义 的 在 TeXX 上 的 对 称 双 线性 形式 不 依赖 所 用 的 坐标 卡 . 把 它 记 作 Hesszsf, 并 且 称 之 
为 了 在 的 黑 塞 映射 . 
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4.2.3 设 (U,w), (WV, 如 ) 是 在 z 的 两 个 坐标 卡 ,0 :TX 一 R4( 相 应 的 ,n :TX 一 
R4) 是 在 2.5.10 定义 的 同 构 . 则 只 要 df(z) = 0, 就 有 


(f op™) (p(7)) 0 (0,0) = (f ow 1)"(Y(z)) o (nm, 7). 


这 只 不 过 是 公式 0.2.13.2 和 2.5.11.1 的 直接 推论 , 公式 0.2.13.2 是 针对 z = yp(z),h = 
Jo 1 和 9g=ow-1! 而 用 的 . 

4.2.4 设 (Da) 是 X 的 一 条 曲线 , 使 得 w(0) =we TX, 而 z 对 于 下 是 临界 
点 . 则 : 

(Hesss (uw) = 2S 0). 

这 里 涉及 的 是 数值 函数 fo a : 工 一 R 的 普通 二 阶 导数 . 参见 习题 4.4.2， 

这 样 就 可 以 避免 使 用 公式 0.2.13.2. 

4.2.5 例子 

对 于 图 4.1.4.2 右边 的 环 面 , 我 们 看 到 Hess,f 是 正定 的 , Hess zf 是 负 定 的 , 而 
Hess z,f 和 Hess zf 既 可 取 正 值 , 也 可 取 负 值 . 

4.2.6 ”有 限 维 向 量 空间 上 的 对 称 双 线 性 型 复习 

设 巨 是 R 上 的 有 限 维 向 量 空间 ， 把 BB 上 的 对 称 双 线性 型 的 向 量 空间 记 作 
Bilsym 人 (五 ). 在 [2],35-37 页 可 以 找到 以 下 结果 . 

设 入 e Bilsym(E). 如果 EB 的 两 个 向 量 z 和 y 满足 条 件 A(z,y) = 0, 则 称 z 和 
% 对 于 和 是 正 交 的 . 存在 由 对 于 和 两 两 正 交 向 量 组 成 的 妃 的 基底 多 , 在 这 个 基底 
{et ,en} 下 , 由 和 (ei,e;) 组 成 的 和 的 矩阵 Ag 是 对 角 的 : 


ha 0 
4a = Rs ， ki= Mei,ei). 
0 kn 


二 0 的 数目 , k; > 0 的 数目 以 及 k < 0 的 数目 都 不 依赖 对 角 化 和 的 基底 多 的 
选择 . 


4.2.7 定义 

如 果 没 有 为 零 的 ki, 则 说 入 是非 退化 的 . 
4.2.8 ”定义 

严格 负 的 ki 的 数目 称 为 二 次 型 和 的 指标 . 
4.2.9 例子 


4.2.9.1 还 以 例子 4.2.5 的 环 面 为 例 , 其 在 z 的 指标 为 零 , 在 ra 的 指标 为 2, 而 
在 zz 和 zs, 指标 为 1. 这 些 指标 关系 到 Y 相对 于 其 切 平面 的 状况 : 参见 4.2.20. 

4.2.9.2 在 Ra 上 ,和 A(z1… ,Zn) = 一 字 一 … 一 于 十 z21 十 … 二 2z3 是 一 个 指标 
为 i 的 非 退 化 形式 . 
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4.2.10 对 于 指标 的 明晰 计算 , 参见 习题 4.4.3 一 4.4.6. 

4.2.11 定义 

设 f 是 从 针 到 RR 内 的 CP 态 射 ,下 的 临界 点 工 说 成 是 非 退化 的 , 如 果 Hesssf 
是 非 退化 的 , Hesszf 的 指标 被 定义 为 z 的 指标 , 并 且 记 作 indice sf. 

4.2.12 ”定理 

设 X 是 一 个 Cr 类 的 流 形 , p >>3, ECr(X), 而 工 是 上 的 一 个 指标 为 i 的 非 
退化 的 临界 点 . 则 存在 一 个 中 心 在 z 的 坐标 卡 (U, yp), 使 得 若 Zz1,-… ,za 是 与 之 关联 
的 局 部 坐标 (参见 2.2.3), 则 


(f op (zi ,Ta) = —7? — 7 — + 十 … 十 3 


我 们 仅 对 d = 2 的 情形 进行 证 明 . 任意 d 的 情形 可 以 以 完全 相同 的 方式 进行 证 
明 , 无 丝毫 附加 的 困难 . 我 们 用 到 两 个 引 理 . 

4.2.13 引 理 

设 U 是 R? 在 (0,0) 的 星 形 开 集 , f €& C?(U;R), f(0,0) = 0， 则 存在 g 和 
hE Cr-1(U;RR), 使 得 f= zg 十 yh, 其 中 性 和 Y 是 坐标 函数 . 

我 们 假定 V 是 星 形 的 , 故 对 于 任意 (z,y) e U, 连接 (0,0) 和 (z,y) 的 线段 在 U 
内 , 即 Vt e [0,1]: (tz,ty) e U. 函数 二 f(tz,ty) 定义 在 [0,1] 上 , 并 且 


, 
{ ft = Fe) ~ 00,0) = f(ay). 
0 


而 
emt) = Rr) + vt (erty), 
Ss 10f 10f 
fen- lnmattyf Wertnat 
必 有 形式 


1 1 
f=zg+yh, 其 ho= 人 条 Gridt »=/ er tat. 


由 于 f 是 C? 类 的 , 其 偏 导数 是 C?-! 类 的 , 从 而 g 和 hh 是 Cr-! 类 的 . 引 理 得 证 . 
4.2.14 ”注释 


1 
s0.0=/ SL(0,0at=5L(0,0), 0,0) = $2(0,0) 


4.2.15 引 理 
设 U 是 R? 的 星 形 开 集 ,f:(&,7) 路 (8,7) 是 从 U 到 RR 内 的 CP 类 的 映射 . 若 
f(0,0) = 0, 并 且 f'(0,0) = 0, 则 存在 函数 


UV,W E CP-2(U; 了 及) 使 得 f= z2u 十 27yu 十 12 
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我 们 有 1"(0,0) = 0 即 
SL(0,0) 0, 0) = 


根据 引 理 4.2.13, 存在 9 和 he Cr-1(U;R), 使 得 f = zg 二 yh 而 g(0,0) = 
fo, 0) (注释 4.2.14), 故 g(0,0) = 0, 由 于 ge Cz-!(U; R), 再 次 应 用 引 理 4.2.13, 存 
在 Cz-2(UiR) 中 的 x 和 mm, 使 得 9 = zu 二 Von. 

同样 存在 wz 和 ws Cz-2(U; BR), 使 得 h = zoz + yw. 最 终 得 f =z2u+ ry(vi+ 
9) 二 如 Ww, 令 v(z,y) = (1/2)(vi(z,y) + v2(z,y)), 即 得 引 理 . 

4.2.16 ”注释 

引进 常规 记号 


2 
r= (0,0) = PE(0,0) = 于 oo0，。-voo- a0.0) -8 


Or0y 0, 0) 


t= w(0,0) = 0 0). 
引 理 4.2.15 的 公式 貌似 泰勒 展开 , 但 没有 余 项 . 


定理 4.2.12 的 证 明 . 
思路 在 于 模仿 二 次 型 的 配方 : 


2 
az2 +2bry+ cy =a 人 十 222y 十 $y) =a 人 十 53) + ( 一 和 ) 22. 
不 过 这 里 的 系数 是 函数 , 必须 谨慎 处 理 . 
借助 在 z 的 坐标 卡 , 问题 归结 到 一 个 映射 f e Cz(U), U 是 R? 的 一 个 开 集 , 不 
妨 假定 它 是 星 形 的 , 并 且 包 含 0. 假定 0 是 对 于 /的 临界 点 , 并 且 f(0) = 0. 由 于 


了 (0) = 0, 根据 引 理 4.2.15, 存在 w,v,w e C?-?(U), 使 得 f= wr? + 2uzy 十 ty2. 
沿用 4.2.16 的 记号 , 与 Hessoy 关联 的 矩阵 是 


有 5 
st 
由 假设 , Hessof 是 非 退 化 的 , 故 rt - s? #0. 
第 一 种 情形 : 7 关 0, 比如 > > 0; 我 们 有 7 = wu(0,0) > 0. 存在 一 个 开 集 UV', 使 得 
0eU'cU, 当 z,yeU' 时 w(z,y) >0. 于 是 有 
7 


首先 假定 rt - s? > 0, 于 是 w(0,0) - vz(0,0)/u(0,0) > 0. 随 之 存在 R2 的 包含 
0 的 开 集 Ze Oto,0)(R?), 使 得 在 V” 上 zw 一 z2/u > 0. 于 是 如 果 令 


€=Vu(z+2y), n= 
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就 有 了 = 鱼 十 吧 . 
由 于 根 号 下 的 函数 不 取 零 值 , 我 们 有 €,n e C?-?(U”). 留 下 的 任务 是 证 明 映射 


FP:U” 3 (mg 人 cm) € R? 


在 (0,0) 定义 一 个 坐标 卡 . 根据 2.5.20, 只 需 证 明 FF 在 (0,0) 是 平展 的 . 导数 的 直接 
的 计算 指出 FF 在 (0,0) 的 雅 可 比 和 矩阵 是 (参见 0.2.8.8) 


u(0,0) v(0, 0) 
v2 » 
0 w(0,0) — Cn 


它 的 行列 式 是 "Vi 一 8377 #0. 
如 果 rt - s? < 0, 有 表达 式 f= 经 一 坟 , 现在 7 =yVW]W 一 wi. 
第 二 种 情形 :r = 0; 若 大 0, 改变 > 和 vy 的 地 位 , 就 同样 进行 论证 . 
留 下 的 情形 = 上 = 0, 通过 坐标 变换 


Ce 


就 归结 为 前 面 的 情形 . 
4.2.18 ”推论 
如 果 工 是 f ECP?(X) 的 非 退 化 临界 点 , 则 它 是 孤立 点 . 
根据 定理 4.2.12, 局 部 地 有 


(f op 1)(z1,:** ,24) = —22 — 22 — .2 ++ 二 


其 导数 (fop-1)'(z ,za) = 2(-21,… -Ti Titl Tq), 在 (Zz1,… ,Za) 关 0 时 ， 
这 是 一 个 不 等 于 零 的 线性 型 . 

如 果 z 是 任意 临界 点 ,, 则 没有 任何 理由 是 孤立 的 ， 例 如 (z,y) 一 z? 或 干脆 
(z,9) = f(z,y) = 0! 

4.2.19 ”例子 

设 X 是 紧 致 的 , 并 且 f e C?(X) 仅 有 非 退 化 临界 点 , 则 它们 的 数目 是 有 限 的 . 

4.2.20 ”应 用 : 一 张 曲面 (R3 的 2 维 子 流 形 ) 相对 于 其 切 平面 的 位 置 

设 5 是 Rs 的 一 张 曲面 , 由 定理 2.1.2 (iv) 推出 , 局 部 地 S 作为 函数 > = f(z,y) 
的 图 像 来 定义 . 

设 4 是 5 的 坐标 为 (a,6, f(a,5b)) 的 一 个 点 , 切 平面 Tas 的 方程 是 


(ea D+ -DD+ (f(b)(-Y) =0, 
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参见 2.5.7.1; 横 坐标 z 纵 坐标 y 处 T45 的 高 度 是 
-OD + yD + fob). 
我 们 打算 研究 


hm) = Fe) -fled) (0 -oD) (yOL (oD) 


的 符号 . 
假定 a 
rt 一 52 = 现 Of DA b)— (Cr) 0; 
由 于 Bh 
ho 一 区 ( 昌 = ce b)=0, 


并 且 h 和 f 有 相同 的 二 阶 导 数 , 由 定理 4.2.12 得 知 , 存在 R? 的 一 个 包含 (a,b) 的 
开 集 U 和 局 部 坐标 E(z,y) 以 及 n(z,y), 使 得 hlu = 土 &2 土 7. 

如 果 指 标 是 0: hly = E62 十 吕 , 5 在 切 平面 的 上 方 , 并 且 除 了 切 点 , 是 严格 的 上 方 . 

如 果 指 标 是 2: hy = -2 一 吕 ， 5 在 切 平面 的 下 方 , 并 且 除 了 切 点 , 是 严格 的 
下 方 . 

如 果 指标 是 1: 比如 hlu = &2 一 区 , 那么 5 在 方程 为 E= ?7 和 上 = -7 的 两 曲线 
切割 其 切 平面 , 曲面 在 两 个 区 域 上 在 切 平面 的 上 方 , 在 另外 两 个 区 域 上 在 切 平面 的 
下 方 (严格 地 ). 图 4.2.20.2 体现 了 这 些 状 况 . 

在 指标 为 1 的 情形 , TaS 上 区 域 分 界 曲线 在 4 的 切线 斜率 是 方程 js2r 一 2js +t = 
0 的 不 同 的 两 个 根 . 

4.2.21 ”注释 

在 4.2.20 里 , 为 了 研究 曲面 8 相对 于 其 切 平面 的 位 置 , 我 们 使 用 了 一 个 特殊 的 
标 架 , 以 便 把 S (局 部 地 ) 表示 为 一 个 图 像 , 在 这 个 图 像 里 , 我 们 有 rt -- s? 关 0. 我 们 


图 4.2.20.3 


证 明 (习题 4.4.9), 为 了 在 一 点 4e 5S,rt 一 s? 关 0, 把 曲面 表示 为 图 像 , 这 件 事 仅 依赖 
于 配对 (5, 4), 而 与 标 架 的 选择 无 关 . 我 们 将 称 4 是 曲面 5 的 非 退 化 点 ; 当 4 是 曲 
面 5 的 非 退化 点 时 , 前 面 的 研究 让 我 们 知晓 S 门 Ta3 的 性 质 . 事实 上 , rt 一 s2 关 0 的 
符号 也 仅 依赖 4 (习题 4.4.9). 如 果 它 的 符号 是 正 的 ( 负 的 ), 就 称 5 在 4 是 正 ( 负 ) 
曲率 曲面 . 参见 6.9.7. 

4.2.22 ”注释 

但 是 , 如 果 4 不 是 非 退 化 的 , 关于 S 门 T45 无 话 可 说 . 以 下 各 个 R2 一 R 的 函 
数 的 图 像 相 对 于 平面 zOy 状况 各 异 : 


fi(z,9) = 1°, fo(z,y) = z2y2, ha(z,y) = z(z2 — 3y2) ( 猴 鞍 面 )， 


1 1 
falz,y) = exp (-atss) sin + 


4.2.23 ”注释 
在 rt 一 s? > 0 的 情形 , 4.2.20 的 结果 可 以 借助 泰勒 公式 用 初等 方法 得 到 (习题 
4.4.7). 


4.2.24 ”知识 : 莫 尔 斯 理论 

我 们 叙述 莫 尔 斯 理论 的 几 个 基本 结果 ， 而 不 予以 证 明 ， 理 论 的 出 发 点 是 定理 
4.2.12. 这 个 理论 有 十 分 众多 几何 方面 的 应 用 , 事实 上 它 对 于 一 些 几何 对 象 的 存在 
性 提供 了 方法 . 有 关 应 用 , 参见 [12]. 


4.2 ”数值 函数 的 非 退 化 临界 点 . 莫 尔 斯 的 简约 “139. 


| Q 


图 4.2.22 


用 到 的 系统 的 参考 文献 是 [12]. 

4.2.24.1 设 久 是 CP 类 的 紧 致 流 形 . 所 有 Fe CP(X) 可 以 用 只 有 非 退 化 临界 
点 的 9 E CP(X) 一 至 逼近; 甚至 在 一 个 明确 规定 的 意义 下 , 可 以 用 这 类 函数 一 致 通 
近 /的 直到 p 阶 的 各 阶 “ 导 数 ” (参见 [12], 37 页 以 及 习题 4.4.10). 

4.2.24.2 ”对 于 所 有 d 维 紧 致 流 形 X, 对 于 所 有 整数 天 = 0,1,…… ,d 可 以 关联 一 
个 有 限 维 的 实 向 量 空间 , 称 为 X 的 实 上 同调 群 , 记 作 H*(X). H*(X) 的 维 数 称 为 六 
的 第 个 贝蒂 数 , 记 作 bi( 久 )， 此 外 , 这 个 关联 是 ( 反 变 ) 函 子 的 , 其 含义 是 : 如 果 
feE CW(X;Y), 则 对 于 所 有 上 尺 存在 f* Ee L(H*(Y);H*(X)), 使 得 对 于 所 有 X ,所 有 及， 
所 有 feECo(X;Y) 和 geECI(Z;X) 都 有 (fo0g)*=g*of* 和 (idx)* =idgr(x). 交 
错 和 


d 
Xx(X) = 》 (-1)*be(X) 
大 =0 
称 为 X 的 欧 拉 示 性 数 . 参见 [13], 23 节 . 

函 子 性 药 涵 两 个 同 胚 流 形 的 H* 是 同 构 的 , 随 之 b 和 z 是 相等 的 . 如 果 流 形 是 
微分 同 胚 的 , 则 更 是 如 此 . 关于 同 构 于 H* 的 向 量 空间 和 在 本 书 框架 内 定义 的 德 拉 
姆 群 , 参见 5.4.10. 

4.2.24.3 (参见 5.6, 5.7, 5.8 各 节 ) 
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X= 54 (球面 ): 所 有 br 都 是 零 , 除去 
加 = 如 =1， 于 是 x=1+(-D?4. 
X= Pd(R) ( 实 射影 空间 ): 所 有 bi 都 是 零 , 除去 bo = 1, 而 
如 = 0， 如 果 d 是 侦 数 ;ba = 1， 如 果 d 是 奇数 . 


XX = Ta ( 环 面 ): 对 于 所 有 k, bk = 局 二 项 式 系数 , 由 此 


x=(1-1):=0. 


X = 天 ( 克 莱 因 瓶 ): bo = b=1,bz = 0,x=0. 
X= 7 (9 孔 曲 面 , 参见 图 4.2.24.3.1): bo = bo = 1 


b = 29g,x = 2(1— 9). 


NS AN 帮 -一 
SS 到 a 
图 4.2.24.3.1 
W 


HW 


图 4.2.24.3.2 


和 = Ug, 这 里 Us 表示 页 = P?(R) 的 9 个 样品 的 连通 和 . ( 维 数 任意 的 ) 两 个 流 
形 V 和 W 的 连通 和 是 图 4.2.24.3.2 中 描述 的 操作 的 结果 , 记 作 V##W, 这 样 ， 


Usn = Us#U = Us#P*(R). 
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Dm 
Us 8 样本 
图 4.2.24.3.3 


提请 注意 它 与 克 莱 因 瓶 K 的 关系 K = U2 以 及 关系 Us = Uz#U = Ti#U1. 由 此 椎 
知 Uzn+l = 夯 #T (n 孔 环 面 ) 和 D2n+2 = 天 #Th. 因此 Us 的 各 个 贝蒂 数 和 欧 拉 示 
性 数 是 


bo=1, b=g-1, b=0, x=2—g. 


各 个 Us 是 非 可 定向 的 . 
4.2.24.4 莫 尔 斯 理论 的 基本 定理 


的 临界 点 数目 (根据 4.2.19, 它 是 有 限 的 ). 则 对 于 所 有 的 ,ck(f) > bk(X), 并 且 


d 
X(X) = D-DD*ex(f). 
k=0 

这 个 定理 的 价值 在 于 把 X 的 不 变量 b.(X) 同 关 联 于 X 上 的 任何 一 个 函数 f 的 
不 变量 ck(j) 联系 起 来 . 至 于 证 明 , 参见 [12] 定理 3.5 和 1.5 节 . 

4.2.25 ”知识 : 紧 致 曲面 (2 维 连通 流 形 ) 的 分 类 

看 过 4.2.24.3 的 诸多 例子 之 后 , 人 们 会 揣摩 到 曲面 情形 的 分 类 不 像 3.4 节 研 究 
的 曲线 分 类 (1 维 流 形 ) 那样 简单 , 在 [56], 可 以 找到 基于 莫 尔 斯 理论 的 一 个 现代 研 
究 . 至 于 古典 的 证 明 , 请 参见 [123]. 基本 的 结果 是 : 

4.2.25.1 定理 

所 有 可 定向 的 紧 致 曲面 微分 同 胚 于 一 个 To, 所 有 非 可 定向 的 紧 致 曲面 微分 同 胚 
也 == 个 Uy: 

请 注意 这 个 定理 蕴涵 一 个 U, 的 带 两 层 的 定向 复 公 正 是 7 

4.2.26 ”知识 其 他 流 形 

非 紧 致 曲面 的 类 型 可 以 说 是 纷繁 复杂 的 . 首先 , 可 以 从 紧 致 曲面 挖 去 一 个 ( 像 康 
托 集 那 样 的 , 骇人听闻 的 ) 闭 集 , 其 次 , 存在 图 4.2.26 所 示 的 “ 非 有 界 ” 的 拓扑 曲面 
再 者 , 还 存在 在 无 穷 远 处 “ 非 可 定向 的 ”曲面 , 例如 , 当 我 们 作 无 穷 多 个 P?(R) 的 连 
通 和 时 , 就 会 遇 到 这 种 情形 . 关于 这 个 主题 , 请 参见 [123], 47 至 51 页 . 

对 于 维 数 3, 4, 5, …… 又 如 何 呢 ? 即使 在 紧 致 曲面 的 情形 , 问题 也 尚未 解决 . 这 
里 列举 几 个 标志 性 的 问题 . 第 一 个 是 所 有 生成 元 有 限 的 群 可 以 实现 为 维 数 等 于 或 大 
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图 4.2.26 


于 4 的 一 个 紧 致 流 形 的 基本 群 (例如 参见 [123], 143 页 ). 由 于 前 一 种 群 的 分 类 逻辑 
上 还 没有 解决 , 故 紧 致 曲面 的 分 类 问题 也 如 是 ， 

对 于 单 连通 流 形 , 当 其 维 数 大 于 或 等 于 5 时 , 有 一 个 一 般 性 的 结果 . 利用 同 伦 的 
类 型 和 切 从 , 可 以 考虑 把 紧 致 流 形 的 分 类 归结 为 代数 问题 . 在 维 数 为 3 和 4 的 情形 ， 
分 类 问题 仍然 悬而未决 : 特别 提 到 , 对 于 3 维 , 参见 [124]; 对 于 4 维 , 参见 [125]. 


4.3 萨 德 定理 


设 XX 和 Y 是 两 个 维 数 分 别 为 n 和 m 的 C* 类 流 形 , K > 1, 了 eC"(X;Y). 萨 德 
定理 断言 , 当 r > sup(n 一 m 十 1,1) 时 , f 的 临界 点 集合 4 的 像 集 f(A4) 在 Y 内 是 零 
测度 的 (参见 3.3.13). 对 于 一 般 性 的 证 明 , 参见 [14], 161 页 . 下 面 我 们 对 于 n=m 证 
明定 理 , 这 是 比较 简单 的 , 而 且 恰 是 我 们 所 需要 的 . 当 n < mm 时 , 定理 就 是 3.3.17.3; 
当 n> m 时 , 证 明 的 难度 显著 增加 . 

萨 德 定理 断言 一 个 态 射 总 是 有 少量 的 临界 点 的 像 , 换 句 话说 , 有 大 量 的 正则 值 ; 
反之 , 临界 点 可 以 是 十 分 众多 的 : 看 看 取 常 数值 的 f, 即 可 明白 . 

4.3.1 ”定理 

设 久 和 YY 是 有 相同 维 数 d 的 两 个 流 形 , Fe C1(X;Y). 则 f 的 临界 值 的 集合 
在 Y 内 是 零 测 度 的 . 

由 于 X 和 了 Y 有 可 数 的 图 册 (参见 3.1.6 和 3.2.6), 根据 0.4.4.1 和 3.3.17.3, 我 们 
满足 于 对 于 X = U 是 Rs 的 开 集 和 fe CL(U; Ra) 的 情形 证 明定 理 . 

4.3.2 ” 引 理 

设 U 是 R4 的 开 集 , f €E C1(U;R4). 对 于 每 个 紧 致 集 KK C U, 存在 从 R+ 到 
了 + 的 函数 A 使 得 对 于 KK 的 所 有 工 ,y， 


If(z) = f(y) = 7 (Wz -< Mz — yl) lz yl, 


lim M0) =0. 
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liz) = f(y) — F(z — 
= [If [ft t(z—))— f(r -中 | 


1 
-| Fre ree | 
1 
< { w+ -re Wat 
0 


车 te [0,1] 和 (z,y) e K?, 由 于 K 是 紧 致 集 , fr'(y +tz 一 切 )- f/(y)| 是 有 界 
的 , 所 以 , 对 于 给 定 的 > 和 y, 存在 一 个 数 和 (llz 一 yl), 使 得 
f(z) = fF(9) — 7 (9): (2 — WH < Mz yl) le — yl, 
其 中 
Mllzo — yoll) = sup{llf’'(y + t(z -9)) — fF'(W : 
(2,y) € K?,t € [0,1], le — yl = lzo — yoll}. 
由 这 个 定义 和 f' 在 所 有 紧 致 集 上 的 一 致 连续 性 , 我 们 有 lim M(t) =0. 
4.3.3 ”定理 4.3.1 的 证 明 


Rs 的 开 集 U 是 紧 致 正方 体 的 可 数 族 的 并 集 (参见 3.1.4.1), 故 可 以 假定 (0.4.4.1) 
U 包含 正方 体 [0, 1]4 = K, 并 且 满 足 于 证 明 : 若 


A = {a EK :a 是 f 的 临界 点 }， 


则 7(4) 是 Ra 的 零 测度 集 . 我 们 要 应 用 覆盖 准则 0.4.4. 令 M = sup{||f'(z): re 
K}, 则 (有 限 增 量 定理 ) 对 于 所 有 z € Ka se 4, 有 f(z)-f(o) < Mz—all, 
于 是 


f(z) € B(f(a), M lz — all). 


设 a 是 f 的 一 个 临界 点 ; 对 于 Rs 的 所 有 z, f(a)(z) 属于 Rs 的 一 个 严格 子 空 
间 f(a)(R4). 若 f(a) + Pa)(R4) 是 该 空间 的 过 点 f(a) 的 平移 . 对 于 K 的 所 有 点 
z, f(z) 到 这 个 平移 后 的 空间 的 距离 


d (f(z), F(R) + Fa) < f(z) — (Fa) + f(a)(z ol， 


(因为 f(a) + (Wz 一 o) € fo) + f(a) (B®)). 
取 定 任何 一 个 包含 f(a) + "(a)(R4) 的 仿 射 超 平面 瓦 . 更 有 


d(f(z), H) < |f(z) — (fF(0) + f(ao)(z — oa) 
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应 用 引 理 4.3.2, 便 得 到 
d(f(z),H) < A(llz — oa) lz —all. 
假定 ze KNB(a,n), 由 |z 一 a < 得 d(f(z), 五 ) < A(m)m, 又 有 
f(z) - f(a) < Mn, 


这 样 , f(z) 就 既 在 中 心 为 f(a) 半径 为 Mn 的 球 内 , 又 在 以 H 为 中 心 超 平面 的 半 宽 
度 为 (n)n 的 带 形 内 . 这 个 球 和 带 形 的 交集 在 一 个 直方 体内 , 此 直方 体 是 五 内 一 个 
棱 长 为 2Mm 的 正方 体 和 长 度 为 2X(n)n 的 线段 的 乘积 , 故 


4.3.4 volume (f(B(a, MMNK)) < 2A(7)7(2M7)2 1 
把 立方 体 K = [0,1]4 分 割 成 棱 长 为 1/n 的 na 个 小 立方 体 . 如 果 一 个 小 立方 体 
包含 一 个 临界 点 a, 这 个 小 立方 体 将 包含 在 B(a, Va/n) 内 , 根据 4.3.4， 


d 
volume (f( 含 a 的 小 立方 体 )) < 24M4-! (#) 入 (名 i 


n 


最 多 nd 个 小 立方 体 包含 临界 点 , 故 f(A4) 被 一 些 立方 体 覆盖 , 它们 的 体积 总 和 不 
超过 


d 
4.3.5 mid24Md-1 的 的 = 24M4-1 (vo) (多 


邻 nn 趋 于 无 穷 , 量 4.3.5 趋 于 零 ( 引 理 4.3.2), 这 正好 说 明 /(4) 是 零 测度 的 . 


天 


J 


Gg 
二 > 


图 4.3.5 


4.3.6 ”推论 


如 果 dimX = dimY, 则 态 射 了: 和 一 了 的 正则 值 集合 在 Y 内 处 处 稠密 . 特别 
说 来 , 总 存在 正则 值 . 
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4.3.7 推论 
如 果 了 ECIXiY),dimX = dimYy, A 是 f 的 临界 点 集合 ,5 是 了 上 的 一 个 密 
度 ,并且 he Cint(Y), 则 
/ h.6= h-6. 
Y Y-f(4) 


4.4 习 题 


4.4.1 给 定 Ra 的 一 个 子 流 形 V,pe R4-V. 设 记 是 从 V 到 RR 内 的 映射 ,其 
定义 是 fo(z) = lz 一 plj>. 通过 TeV 刻画 f 的 临界 点 的 特征 . 

4.4.2 设 X 是 一 个 流 形 , 而 了 是 X 上 的 Cx 类 实 值 函 数 ,a 是 它 的 一 个 临界 
点 ,而 a 是 X 的 一 条 曲线 , a(0) = a. 证 明 


Hess af(a’(0) :1,0’(0) 1) = (fo 0)”(0). 


4.4.3 设 p 是 从 54 到 Pd(R) 上 的 典范 映射 ,f 是 从 Pd(R) 到 R 内 的 映射 ， 
使 得 
d+l 


fp(2) = Yin?. 
i=1 


求 f 的 临界 点 , 证 明 它们 都 是 非 退 化 的 , 并 且 计算 它们 的 指标 . 

4.4.4 设 9 是 从 T2 到 T? 内 的 由 (z,y) 一 (z+1/2,-y) 定义 的 映射 ,G 是 群 
{idrz,9}. 对 于 从 K = T2/G ( 克 莱 因 瓶 ) 到 R 内 的 函数 h, 跟 4.4.3 同样 的 问题 , h 
满足 条 件 h(p(z,y)) = cos2rz ' sin 2ry (不 言 而 喻 , 这 里 p 表示 从 T? 到 K 的 典范 
映射 ). 

d+1 

4.4.5 对 于 函数 > "aiz?, 跟 4.4.3 同样 的 问题 ; 针对 a; 的 值 , 讨论 退化 性 和 
指纹 才 d+1 

4.4.6 a) 对 于 复 射影 空间 Pe(C ) (参见 2.8.26) 和 函数 >》 ailzi|?, 与 4.4.3 同样 
的 问题; 研究 退化 性 和 指标 . 和 

b) 对 于 Pa(H) 和 同一 函数 , 同样 的 问题 . 

c) 借助 4.2.24.2, 求 xX(Pa(C )) 和 Xx(Pa(H)). 

d+1 
d) 跟 4.4.3 同样 的 问题 , 但 是 针对 球 54 和 函数 》) iz?. 


4.4.7 仅仅 借助 泰勒 公式 , 证 明 当 rt s? > 0 时 4.2.20 的 结果 . 
4.4.8 对 于 4.2.22 的 例子 刻 , fo, fs, fa 确定 5 站 TaS、 举 出 其 他 例子 , 以 说 明 
5 站 7AS 可 能 是 十 分 复杂 的 集合 . 
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使 得 5 局 部 地 在 4 在 第 一 个 标 架 里 表示 成 f 的 图 像 , 而 在 第 二 个 里 表示 成 9 的 图 
像 ; 设 在 第 一 个 标 架 里 4 = (a,b, f(a,b)), 而 在 第 二 个 标 架 里 , 4 = (wu g(uw,v)). 
试 证 明 : 如 果 


ba ba 

f(ad) ’ A b)— (总 5) 0, 
则 2 2 2 2 

of 

Fa) (BE) #0 
并 且 两 个 数 符号 相同 . 


4.4.10 设 f e Cc(Rd;BR), 并 且 j(0) = 0. 证 明 当 /加 上 一 个 适当 的 二 次 函 
数 后 , 可 以 用 一 个 函数 g 逼近 , 9 在 0 有 非 退化 临界 点 , 逼近 在 下 述 意义 下 成 立 : 百 
近 的 度量 对 应 在 一 个 0 是 内 点 的 紧 致 集 上 直到 (任意 ) 给 定 的 所 有 大 阶 导数 的 一 至 
收敛 . 


第 五 章 。” 流 形 上 的 微分 法 


继 第 二 章 之 后 , 本 章 对 于 本 书 是 最 基本 的 .在 流 形 上 人 们 最 常 遇 到 的 数学 对 象 
就 是 微分 形式 . 在 实际 情况 里 , 它 自然 地 出 现在 几何 , 力学 和 物理 等 学 科 里 .在 对 于 
微分 形式 下 了 定义 并 且 引进 外 微分 概念 (5.2.9) 之 后 , 我 们 曾 述 支配 它们 的 运算 ( 拉 
回 , 同 d 的 交换 , 局 部 坐标 算法 ) 的 规则 . 

借助 体积 形式 , 本 章 系统 研究 了 流 形 的 定向 (5.3 节 )-. 

5.4 节 引 进 流 形 的 德 拉 姆 群 的 概念, 它 以 函 子 方式 依附 于 一 个 流 形 , 并 且 用 该 流 
形 上 的 微分 形式 生成 . 它 出 现在 儿 何 中 , 也 跻身 于 物理 学 中 (依赖 势 的 力 场 ). 对 于 平 
面 上 的 星 形 开 集 , 球面, 实 射影 空间 和 环 面 , 我 们 给 予 明晰 的 计算 . 

最 后 提 到 一 个 重要 的 例子 , 有 关 一 个 流 形 的 区 域 和 它 的 边界 (5.3.32), 此 例 是 斯 
托 克 斯 定理 的 基础 


5.1 人 AT*X 

5.2 流 形 上 的 微分 形式 

5.3 最 大 阶 的 微分 形式 和 定向 
5.4 德 拉 姆 群 

5.5 李 导 数 

5.6 星 形 开 集 . 庞 加 莱 引 理 

5.7 球面 和 射影 空间 的 德 拉 姆 群 
5.8 环 面 的 德 拉 姆 群 

5.9 习题 
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5.1 人 AT*X 
5.1.1 我 们 打算 推广 0.3 的 概念 到 流 形 情形 . 设 X 是 一 个 n 维 Ce 类 流 形 
(q > 2). 对 于 z e X, 引进 记号 
TEX = ZITzX;R) = (Ts:X)’, 
这 里 (TsX)* 是 TX 的 对 偶 空间 . 对 于 re {0,1,… ,nn), 令 


5.1.2 AT*X= (ATEX), 
了 EX 
这 是 所 有 A"(T*X) 的 并 集 ， 定 义 映 射 p : 4T*X 一 X, 它 使 a € A"T*X 对 应 
p(a) =z. 采用 2.5.24 对 于 TX 的 同样 手法 , 我 们 要 把 4"T"X 构建 为 一 个 流 形 . 
5.1.3 为 此 , 设 (Up) 是 X 的 任意 一 个 坐标 卡 , 对 于 ze U, go :TzX 一 R" 是 
与 (0 9) 关联 的 典范 同 构 : 参见 2.5.10. 由 此 诱导 出 一 个 映射 


5.1.4 mo 一 (oa 站 :DO 一 Rx 人 (RD 
其 定义 是 (参见 0.1.8). 
Teo(a) = (p(p(0)), (097))") 


5.1.5 ”定理 
设 久 是 一 个 n 维 C4 类 流 形 (9 > 2),r e {0,1,…,n}. 当 (Uy) 遍历 X 坐标 


卡 时 , {(p-1(U),To)} 构成 47T*X 的 Co-1 类 的 (n+ (")) 维 图 册 . 这 个 图 册 使 


4rTeX 成 为 C9-1 类 的 (n+ a 维 的 分 离 性 的 和 可 分 的 流 形 . 
证 明 完 全 类 似 于 2.5.25 的 证 明 . 仅仅 必须 补充 可 分 性 , 这 跟 3.1.7 一 样 ; 以 及 补 
充 坐 标 卡 的 相 容 性 . 给 定 X 的 两 个 坐标 卡 (U, yp) 和 (Vw), 并 且 设 9 和 ”是 在 2.5.10 
定义 分 别 跟 它们 关联 的 同 构 . 与 之 对 应 的 4"?T*X 的 坐标 卡 映射 是 
Tp = (pop,(050)") 和 Tp = (wop, m0)) 
根据 0.3.10.5 和 2.5.11.1, 我 们 得 到 
Tw oTg! = (Yop, (nm) (02))")!) 
= (Wop!, (gp on0))) 
=(wow (po) ovop)). 
而 由 假设 yw,woyp-! 和 (yoyw-!) 都 是 Ca-! 类 的 , 从 工 (R";R") 到 L(A7(R")"*， 
N(R")*) 的 了 广 是 Ce 类 的 (参见 0.3.7.1). 
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5.1.6 ”注释 

更 一 般 地 , 从 切 丛 TX 出 发 , 可 以 构造 关联 于 向 量 空间 上 的 广泛 的 代数 运算 的 
流 形 , 只 要 这 个 运算 跟 5.1.5 的 一 样 , 保证 从 EE 过 渡 到 47E*. 例如 @rTX, BrT*X， 
End(TX). 


5.2 流 形 上 的 微分 形式 


5.2.1 定义 

设 久 是 nn 维 Cr 类 流 形 , 整数 gr 满足 0<g<g 一 1 和 0<r<n. 如 果 一 个 
态 射 wE C4(X;A"T*X) 使 得 pow = idx, 则 称 之 为 X 上 的 r 阶 Cs- 微 分 形式 . 它 
们 的 集合 记 作 027(X). 

5.2.2 ”准则 

设 w:X 一 4 个 T*X, 使 得 pow = 这 x. 怎么 知道 we 27(X) 呢 ? 我 们 应 用 2.3.2: 
wEC2(X;i4T X), 当 且 仅 当 对 于 X 的 所 有 坐标 卡 (U0, yp), reewoey9p-1l 是 C9 类 的 ， 
或 者 更 方便 的 办 法 是 , 仅仅 对 于 X 的 一 个 图 册 的 所 有 坐标 卡 是 这 样 的 . 从 5.1.4 和 
pow=idx 得 到 

5.2.2.1 TpowoypT1 = (popowop!, (9 (wop-0)) = (id vv), (071)* (wop™)). 

这 个 配对 是 Ca 类 的 , 当 且 仅 当 其 第 二 个 元 素 是 C4 类 的 , 因为 其 第 一 个 元 素 
id wlw) 是 Ce 类 的 . 注意 (6-0)*(oop-0 : p(D0) 一 个 (Rn)* 是 p(V) 上 的 7 阶 微分 
形式 . 对 于 X 的 一 个 坐标 卡 (Uy) 和 口 :X 一 4T"X 如 果 pow =idx, 则 令 


5.2.2.2 加 ww = (00*(wop-5 :P(D) — A (R™). 

我 们 有 

5.2.2.3 命题 

w E 807(X), 当 且 仅 当 对 于 X 的 一 个 图 册 的 所 有 坐标 卡 (Up) 有 [pj w Ee 
QP(U)). 


5.2.3 ”向 量 空间 的 代数 结构 

如 果 wo e 8;(X), 由 对 于 每 个 =e XX， 令 (w+c)j(z) = w(z) 十 o(z) 定义 w+o. 
如 果 ke R, 同样 定义 kw. 如 果 we 827(X),o e 228(X), 同样 定义 wo. 还 需要 确 
定 w+o,kwe Q(X) 和 wAo € Qt+°(X). 而 这 可 以 由 


加 w+0)= 回 w+ 加 5 加 (kw) = 加 w), 加 (Aco= 加 w^ 人 加 


直接 得 到 (参见 0.1.9 和 0.1.10). 随 之 有 
5.2.3.1 命题 
07(X) 是 一 个 实 向 量 空间 ; 


Q(X) = B01(X) 
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是 一 个 结合 的 ,分 次 的 和 反 交 换 的 代数 . 
5.2.4 ” 拉 回 像 
设 X,Y 是 两 个 流 形 , f : X 一 Y 是 一 个 C? 同 态 ,而 we 8;(Y) (q < gq 一 1). 
5.241 frw= (TI)"(w07), Bh (fw)(z)= (Tzf)°[Lw(f(2))] 
定义 frw :X 一 ATT*X. 
5.2.4.2 命题 
f*w EE 人 07( 关 ) 叫做 w 被 了 的 拉 回 像 . 此 外 


f° :fa(Y) — Q(X) 


是 一 个 代数 同 态 . 
取 像 2.3.2 (iii) 那样 的 X 的 坐标 卡 (UV, yp) 和 YY 的 坐标 卡 (多 她 . 那么 5.2.4.2 从 
5.2.3.1 和 公式 


5.2.4.3 (fw)= (Wofop )" (Ww) 
得 到 . 其 中 (wo fow-!)* 表示 对 于 
Ww € Q7(Y(V)) 


在 0.3.7 的 意义 下 的 拉 回 像 . 
公式 5.2.4.3 是 2.5.13.1 (其 中 9 关联 于 (U, yp), 关联 于 (Vw)), 0.3.10.5 和 0.3.7 
的 直接 推论 . 因为 , 我 们 依次 有 
frw=(TI"(wof), Wwu=(0 ) (wow!) 
和 


回 ( 广 四 =( )*[(TH) (wo f) op 
=[(0™")* o (TH J]l(w of)o v7] 
=(Tfog wo(fop 
= owofop wo(foo 
=((Wofop Nn ) (wo (fo )] 
=((ofowp ) la oy)o (wofow 中 
=(Vofop ) (or)) 
= (Vofo9)" (go). 

代数 的 同 态 是 显然 的 . 此 外 , 从 0.1.11 得 到 , 对 于 f € CY (X;Y),g e C9 (Y;2)， 


有 


5.2.4.4 (gof)*=f" og 
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5.2.5 ”限制 

设 X 是 一 个 流 形 , we 07(X),Y CX 是 X 的 一 个 子 流 形 . 如 果 i:Y 一 无 表 
示 典 范 单 射 : 

5.2.5.1 定义 

fw 三 wly 叫做 w 在 Y 的 限制 . 例如 有 时 会 考虑 w 在 了 = Ue O(X) 的 限制 . 

5.2.5.2 经 常会 利用 一 种 推理 , 叫做 “由 于 阶 的 缘故 ". 设 YcX 是 X 的 一 个 
m 维 子 流 形 , 而 we 92r(X). 那么 只 要 r > m, 就 有 wly = 0. 这 是 由 于 , 如 果 加 , 瓦 
是 两 个 向 量 空间 , 而 a € 4rF*, 几 E 工 ( 感 ;万 , 则 


当 r> dimE 时 , hra = 0. 


5.2.6 ”函数 的 微分 

设 X 是 一 个 Cs 类 的 流 形 , fe Cr?(X). 根据 2.5.29, 我 们 能 够 定义 dj :TX 一 
Ri; 由 此 推出 X 3 z 一 df(z) e 开 X, 于 是 就 得 到 一 个 映射 , 仍然 记 作 df, 并 且 还 是 
称 为 f 的 微分 ， 


5.2.6.1 df:X— TX=AT*X 


使 得 podf=idx. 

5.2.6.2 命题 

df € Or_1(X). 

这 个 结论 可 以 由 以 下 两 个 引 理 和 5.2.2.3 推出 . 

5.2.6.3 引 理 

若 f ecC9(Y), Ge ca(X;Y), 则 d(foG)= G*(df). 

事实 上 , 根据 2.5.29: d (fo G) = dfoTG; 但 是 dy 是 线性 的 , 定义 0.1.8 说 明 
G*(df)=dfoTG. 

5.2.6.4 引 理 

如 果 UE O(E), 忆 是 有 限 维 向 量 空间 , f e Ca(U), 则 


df € 09_1(X). 


事实 上 , 2.5.23.2 和 5.2.2.2 恰好 说 明 , 对 于 坐标 卡 (Up) = (Widu)， 


5.2.6.5 (df)=f. 


5.2.6.6 一 个 特殊 情形 是 df = 0 等 价 于 f 局 部 是 常数 . 

5.2.7 ”向 量 空间 的 开 集 的 情形 

读者 无 疑 注 意 到 0.3.1 中 定义 的 , 对 于 EB 的 一 个 开 集 U 的 微分 形式 的 概念 与 把 
De O(E) 看 作 流 形 时 这 里 定义 的 微分 形式 的 概念 有 所 不 同 ; 这 就 是 为 什么 尽管 名 称 


[IS 
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相同 , 那里 的 2 却 都 有 下 划 线 . 事实 上 , 对 于 X = Ue O(E), P(U) 和 2(U) 的 差别 ， 
只 是 典范 同 构 9: TE 一 E,z e U 而 已 . 今后 , 即使 对 于 U e O(E), 我 们 讨论 时 , 最 
常 使 用 的 还 是 新 概念 , 即 2(U). 现在 由 于 以 下 引 理 , 等 式 0.3.6 的 样子 变 得 更 慨 意 : 

5.2.7.1 引 理 

设 UEO(E), 忆 是 n 维 向 量 空间 , {eiji=i nm 是 已 的 一 个 基底 , 而 {zijil nm 
是 与 这 个 基底 关联 的 U 一 RR 坐标 函数 . 则 we 027(U) 唯一 地 表示 成 

5.2.7.2 w=》> ordzr= 》 wpsadzaA…Adza 

I CKir 

其 中 wr e CI(U), 而 dzi 是 函数 ri 的 微分 . 

事实 上 , 9(Z) 和 027(U) 之 间 的 对 应 由 加 实现 , 这 里 p = id (5.2.6.4 的 证 明 ). 
根据 0.3.6, [pg]w 总 可 以 表示 为 


图 


二 Dore;. 
T 


而 如 果 令 
由 = ardzr， 其 中 dzr=dziaA…Adza， 
1 


由 于 四 保持 代数 结构 (参见 5.2.3), 并 且 yp =idv, 我 们 有 
a( > Qir dT A aa) 


‘ii<<ir 
= DD ona) (dza) A AG) (dzi,) 
ci 
= 5 oza) A 和 (Ti), 
CKir 


最 后 的 等 号 用 到 了 5.2.6.5. 但 ri 是 线性 形式 , 必 有 (zi) = e? (参见 0.3.12 的 证 明 )， 


于 是 
加 (Fo) = Dj are’. 
1 I 

取 wi = ar, 即 证 明了 5.2.7.1. 

5.2.7.3 在 特殊 情形 EE = R", 我 们 将 默认 应 用 5.2.7.2 时 取 R" 的 典范 基底 . 

5.2.8 ”局 部 表示 

现在 设 X 是 一 个 C? 类 的 n 维 流 形 , (U,y) 是 X 的 一 个 坐标 卡 , 而 {yi}i=1.…n 
是 在 (U,w) 上 的 局 部 坐标 (参见 2.2.3), 即 函数 y; = zio gp(i = 1,… ,n). 

5.2.8.1 命题 

所 有 的 we 02"(X) 有 一 个 限制 (参见 5.2.5.1), 它 以 唯一 的 方式 写成 


5.2.8.2 wv= Ddy = YD) wdy A A dy 


ci<i 
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而 ww €E 007(X) (q < p 一 1) 当 且 仅 当 对 于 X 的 一 个 图 册 的 所 有 坐标 卡 (U,p)， 有 
wy € Cr(U). 
这 可 以 从 5.2.2.3, 5.2.7.2, 5.2.4.2 和 5.2.6.3 应 用 到 (6-1)*woy-107(yp(U)) 得 到 . 
设 we 8"(Y),f:X 一 Y 是 一 个 态 射 ,有 了 表示 5.2.8.2, f*w 如 下 计算 . 设 对 于 
一 个 坐标 卡 (Uy), 其 局 部 坐标 为 {y;}i-1,.…n, 我 们 有 


wlv= > War dyi Ne 人 di,, 


<<ir 


则 


5.2.8.3 (Fw)ly-x= > (Wiir of)d (ya of) A Ad(y, of)|. 
让 人 ci 

这 个 公式 是 0.3.8' 的 对 应 公式 .即使 在 向 量 空间 的 情形 , 我 们 将 使 用 现在 的 公 
式 5.2.8.3, 以 代替 过 时 的 公式 0.3.8'. 

5.2.8.4 例子 

设 f:R 一 R? 的 定义 是 f(t) = (cost,sint), 而 8=zdy-ydze nL(R?), 则 有 


f°B=cost.d(sint) — sint.d(cost) = dt. 


5.2.9 ”外 微分 

5.2.9.1 命题 

设 久 是 一 个 n 维 Co 类 的 流 形 , 整数 p 满足 1<p<gq-1. 则 存在 一 个 这 样 的 
运算 d, 对 于 {0,…,n 一 1} 的 所 有 "Tr, 它 把 23(X) 变 到 Q7+1(X) 内 ,并 且 满 足以 下 
4 个 公理 : 

(i) 4d 在 弛 (X) 上 的 限制 是 线性 的 ; 

(id(aAB) =daAB+(-1)degto)aA 人 dp; 

(ii)d od = 0; 

(iv) 如 果 fe CP(X) = 9(X), 则 df 就 是 5.2.6 意义 下 的 微分 这 个 运算 称 为 
外 微分 , 而 da 称 为 a 的 微分 . 

a) 首先 注意 到 以 下 事实 : 如 果 Ue O(X), 而 alv = 0, 则 对 于 满足 4 个 公理 的 
所 有 运算 d, 都 有 dalu = 0. 事实 上 , 对 于 每 个 ze UV, 存在 ( 引 理 3.1.2) 一 个 函数 
,其 支 集 在 UV 内 , 在 z 的 一 个 邻 域内 等 于 1; 于 是 fa = 0, 从 而 d (fa) = 0. 但 是 
d(fa) =df-a+f.da. 在 z 由 于 了 局 部 是 常数 ,所 以 djf(lz)=0, 又 flz)=1, 故 
(da)j(z) = 0. 

b) 满足 4 个 公理 的 运算 是 唯一 的 . 事实 上 , 设 给 定 re 和 和 we 7(X). 取 在 
z 的 任意 一 个 坐标 卡 (Uy), 那么 根据 5.2.8.2, 有 唯一 表示 


wlv = bp id N***A dzi,. 
i 
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取 一 个 函数 f, 其 支 集 在 U 内 , 在 z 的 一 个 邻 域内 等 于 1. 考虑 微分 形式 
i= >》 (Usajd(fza)A…Ad(fzah)， 


<ir 
容易 验证 它 属于 Q;(X). 由 构造 本 身 可 知 , 在 z 的 一 个 邻 域内 , f 等 于 1,w- 避 是 
零 , 由 a) 知 (dw)(z) = (dz)(z).4 个 公理 指出 必然 有 


di= 5) d(us sa)Ad(fza)A…Ad(fzir)， 


特别 地 , 有 
(da)j(z) = (da)(z) = 5 (dlwai)Ad (sa) A Ad (ri) (7), 
<ir 
上 式 只 依赖 于 w, 这 就 证 明了 d 的 唯一 性 . 我 们 注意 到 , 上 面 的 推理 还 指出 , 如 果 运 
算 d 在 X 上 存在 , 在 其 作为 流 形 的 开 集 U 上 也 存在 , 并 且 
(dw)lu = d (wlvu). 

c) 前 面 的 公式 和 a) 中 的 唯一 性 说 明 ,只 需 对 于 所 有 坐标 卡 的 定义 域 V 和 所 
有 II(U) 构造 运算 d. 对 于 一 个 坐标 卡 (U, yp), 由 于 加 是 一 个 代数 同 态 和 5.2.6.5， 
027(U) 上 满足 4 个 公理 的 算 子 d 被 四 ] 转换 成 一 个 运算 

5.2.9.1/ 回 odo 因 :2r(p(D)) 一 2r+l(p(D))， 
它 满足 定理 0.3.12 的 性 质 (iD)，( 边 ，( 进 ) 和 (iv). 于 是 d : Qr(D) 一 8271(D) 必然 
存在 . 

d) 如 此 d 的 存在 性 和 唯一 性 已 经 保证 , 接 下 来 要 确认 的 如 果 w 是 C 类 的 , 则 
dw 是 Cz-1 类 的 . 而 这 可 以 由 5.2.2.3 和 5.2.9.1' 直接 得 到 , 5.2.9.1 说 的 是 


回 (4w)=d ( 回 ). 


(没有 标明 在 UV 上 的 限制 ). 


5.2.9.2 命题 
设 X,Y 是 两 个 流 形 , f :XX 一 了 是 一 个 态 射 . 则 
5.2.9.3 
即 有 以 下 交换 图 表 : 
Q(X) i oY) 
5.2.9.4 | | 
QH (X) 人 


六 
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这 由 5.2.9.1 5.2.4.3 和 0.3.13 得 到 . 
5.2.9.5 例子 
设 Y CX 是 一 个 子 流 形 , 而 we QT(X), 则 5.2.5 中 的 限制 运算 满足 


5.2.9.6 d(wlr)= (dw)ly. 
5.2.9.7 局 部 表示 
设 (Uy) 是 X 的 一 个 坐标 卡 ,we 27(X), 从 公理 (i), (ij), (ii) 和 (iv) 得 到 


5.2.9.8 d (Foe) = dwrAdzr 
在 了 


5.2.10 ”微分 形式 的 连续 族 

现在 推广 0.3.15 到 流 形 . 

5.2.10.1 设 久 是 一 个 Ca 类 流 形 , 整数 p 满足 0<p' <g-1. 给 定 及 的 一 个 
区 间 了 和 一 个 映射 


a:TxX— ATX, 


如 果 : 
(poa:TxX 一 和 是 典范 投影 ; 
(ii 对 于 和 的 所 有 坐标 卡 (Uyp), 由 5.2.2.2 的 四] 诱导 的 映射 加 a:TxwelD) 一 
4r(Rn)* 满足 定义 0.3.15.1 的 条 件 . 
则 称 a 是 工 上 的 阶 C?- 微 分 形式 的 单 参数 的 连续 族 . 
5.2.10.2 勿 庸 置疑, 只 需 对 于 选 定 的 一 个 图 册 的 所 有 坐标 卡 验证 (ii) 即 可 . 
5.2.10.3 如 果 工 是 开 区 间 , a € Cz(T x X; 4"T*X), 则 条 件 (ii) 自动 满足 . 
5.2.10.4 如果 了 = [ww 避 , 由 


b 6 
(/ atd 中 (z) =/ alt,z)dt €E ATEX 


b b b 
定义 有 ordt e 30X), 上 式 有 滑 的 /ate zjdt 按照 047 定义 .至 于 adt e 
Qr(X), 这 个 事实 则 由 0.3.15.5 和 定义 5.2.10.1 得 到 . ” 
5.2.10.5 命题 
如 果 a 是 1 上 的 7 阶 CP- 微分 形式 的 连续 族 , 则 


b b 
a ( [ oa = anat 
k 


取 定 坐标 卡 后 , 从 0.3.15.6 和 5.2.9.1 得 到 . 
5.2.10.6 引 理 
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设 X,Y 是 两 个 CP? 类 流 形 , 已 : [0,1] xX 一 了， 用 瓦 表 示 映 射 X3zb 
F(t,z) EY, 用 了 .已 表示 映射 [0,1] x TX 一 TY, 使 得 全 .下 |(tjxTx = T(). 假定 
五 满足 : 

(i) vt € [0,1], Fi € C?(X;Y); 

(i) T.F eC°(l0,1 x TX;TY). 

则 对 于 所 有 BE lr_1(Y), 族 ti FYB 是 六 上 的 CP-1- 微分 形式 的 连续 族 . 

连续 性 是 局 部 性 质 , 取 定 (to,z) se [0, 1] x X, 可 以 找到 在 z 的 一 个 坐标 卡 (U, y)， 
在 f(z) 的 一 个 坐标 卡 (V,w) 和 = > 0, 使 得 对 于 所 有 t e [to - sto + e], 都 有 
(UV) CV. 事实 上 ,了 . 书 的 连续 性 区 涵 Fe Co([0,1] x XX;Y), 于 是 在 开 集 F-!1(V) e 
Okosz)([0, 1] x XX) 里 根据 乘积 拓扑 的 定义 , 可 以 取 [to -sto +e x Uc F-1(V). 

通过 坐标 卡 (U, yp) 和 (多 妨 转换 Ella -eat+adxz 和 Blv, 利用 5.2.4.3, 我 们 可 以 
认为 引 理 的 假设 针对 的 是 


UV’ € O(R™),V' € O(R"),G : [0,1] x V' 和 y € Qr_1(V'), 


而 要 考虑 的 微分 形式 族 是 t G;?y( 在 0.3.7 的 意义 下 ). 2.5.26.1 指出 转换 后 的 映射 
7TG 正 是 (Gi, G1). 假设 条 件 (i) 蕴涵 


G; e Ca([0,1] x U'; L(R™; R")). 


由 于 应 用 0.3.7.1 得 到 G;6 = (G1)(8。 G4), 上 式 恰好 说 明 t Gin 是 Cr-!- 微分 形 
式 的 连续 族 (参见 0.3.15.1). 


5.3 最 大 阶 的 微分 形式 和 定向 


我 们 打算 定义 一 个 抽象 流 形 的 定向 . 希望 参照 0.1.13, 给 每 个 T,X 定向 , 而 > 遍 
历 X. 但 是 显然 要 以 连续 的 方式 选择 定向 . 0.1.13 的 定义 启发 我 们 要 通过 微分 形式 
过 渡 到 定向 . 

5.3.3” 定义 

设 吕 是 一 个 CP 类 的 d 维 流 形 , 这 里 p> 1. 如 果 一 个 微分 形式 wE 8(X) 满 
足 : 对 于 所 有 zf E X, 有 w(z) 关 0, 则 称 此 w 为 X 上 的 一 个 体积 形式 . 

由 于 w(z) € 44T2X 一 {0}, 故 w(z) 确定 TX 的 一 个 定向 , 并 且 映 射 z - w(z) 
是 连续 的 . w(z) 关联 Orient(T。X) 一 个 元 素 , 令 x 对 应 这 个 元 素 就 得 到 一 个 映射 , 但 
是 暂时 我 们 还 不 能 谈论 这 个 映射 的 连续 性 . 只 有 给 


UY ({z} x Orient (TX)) = Orient (X) 
zxEX 


“ 原 书 编号 如 此 . 一 译 者 注 


5.3 ”最 大 阶 的 微分 形式 和 定向 :467， 


配备 了 拓扑 结构 才能 谈 及 (参见 命题 5.3.28). 不 过 仅 借助 体积 形式 我 们 也 可 以 做 绝 
大 部 分 事情 . 

给 定 两 个 体积 形式 w 和 w'. 对 于 X 的 所 有 z, 由 于 dim 44T*X = 1, 故 存在 
f(z) 使 得 

w(z) = f(z)w(z). 

5.3.4 如 果 在 等 式 w(z) = f(z)w(z) 中 , 对 于 所 有 z Ee 久 有 f(z) > 0, 则 称 两 
个 体积 形式 w 和 由 是 等 价 的 . 等 价 地 说 , w(z) 和 wy(z) 在 TeX 上 诱导 同样 的 定向 
(参见 0.1.13). 

5.3.5 定义 

X 的 体积 形式 的 一 个 等 价 类 叫 作 流 形 X 的 一 个 定向 . 一 个 流 形 X 称 作 可 定向 
的 , 如 果 它 有 一 个 定向 , 否则 , 称 作 不 可 定向 的 . 

于 是 , z 是 可 定向 的 , 当 且 仅 当 它 可 以 在 x 上 定义 一 个 体积 形式 . 

5.3.6 ”存在 不 可 定向 的 流 形 : 例如 下 图 的 默 比 乌 斯 带 (建议 读者 尝试 启发 性 地 
证 明 , 甚至 严格 证 明 ). 对 于 不 可 定向 性 的 证 明 , 参见 5.3.18 以 及 习题 5.9.10 和 5.9.11. 


5.3.7 ”定理 
设 是 可 定向 的 流 形 . 如 果 X 有 大 个 连通 分 支 , 则 铸 有 2k 个 定向 . 
设 w 和 w' 是 两 个 定向 (由 假设 , 它们 存在 ). 对 于 所 有 xz, 有 w(z) = f(x)w'(z)， 
而 w 和 w 既然 属于 Q8(X), 则 都 是 连续 的 , 函数 f 也 是 连续 的 (应 用 5.2.2.3). 从 
X 到 {一 1,+1} 的 映射 
zm signe (f(z)) 


原 书 缺 字 
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5.3.8.2 若 久 是 一 个 可 定向 的 流 形 , 则 XX 的 所 有 开 集 U 都 是 可 定向 的 子 流 形 . 

X 是 可 定向 的 , 则 存在 we {28(X), 对 于 所 有 z, w(z) 关 0, 于 是 w 在 U 的 限制 
属于 028(U) (参见 5.2.5.1), 并 且 对 于 所 有 z e U, w(z) #0. 

5.3.8.3 给 定 两 个 流 形 X 和 Y 和 一 个 履 蛋 映射 p : X 一 了 , 如 果 通过 体积 形 
式 由 是 可 定向 的 , 则 X 可 以 通过 p*w 典范 地 定向 . 

事实 上 , (p"w)(z) = (Tzp)"(w(p(z)) (参见 5.2.4), 而 p 是 平 直 的 , 故 


Tzp e Isom(TeX;Ty(z)Y)， 于 是 (p*w)(z) #0. 


5.3.8.4 如 果 乘 积 流 形 XxY 是 可 定向 的 , 则 流 形 X 和 了 也 是 可 定向 的 . 如 
果 X 和 Y 是 可 定向 的 , 则 X xyY 亦 然 . 

参见 习题 5.9.8. 

对 于 其 他 的 例子 , 我 们 利用 以 下 引 理 (以 后 还 会 用 到 ): 

5.3.9 引 理 

设 久 是 CP 类 流 形 , G 是 Dif(X) 的 一 个 无 不 动 点 真 不 连续 的 子 群 , G 在 X 上 
的 作用 是 CP? 类 的 . 又 设 ae 5(X) 对 于 G 是 不 变 的 , 即 Vg e G,g*(a) = a. 则 存 
在 唯一 的 Be [7(X/G), 使 得 p*PB = a 其 中 卫 表 示 X 到 X/G 上 的 典范 映射 

a 对 于 G 不 变 这 个 条 件 是 必要 的 . 事实 上 , 设 Pr8 = a 由 于 对 于 G 的 所 有 9， 
pog=D 故 (参见 5.2.4.4) 


(g* op’)(b)=g*a= (po0g)B=p°P=a. 
该 条 件 是 充分 的 . 事实 上 , 设 yeY = X/G,z ep-!(y), 令 
5.3.9.1 Bly) = (Tep) 1)" a(z). 


由 于 p 是 平 直 的 (定理 2.4.9), Tsp € Isom (TsX;TyY), 于 是 (Tzp)-! € Isom(TYY; 
TX), 从 而 5.3.9.1 有 意义 . 再 者 , 8(y) 仅 依赖 于 y, 而 不 依赖 于 z。 因为 , 如 果 选 择 
另 一 个 we p-1(y), 则 存在 9 e G, 使 得 g(z) = z'， 于 是 有 Tewp = Ty(z)p, 而 
p(z) = (pog)(z), 故 


Tz(peg)=Tzp= Tats)po Trg. 
因为 Tg 是 一 个 同 构 , 遂 得 
Ts)p= Tzpo(Tzg)- 和 (Ty(z)p) ! = Togo (Tsp) 
进而 得 到 
((Tzp) "alz) = (Ty(z)p)  )*a(g(z)) 
= [Trgo (Tp) "a(g(z)) 
= ((Tzp) (or(a)(z)) = (7zp) ")" a(z). 
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最 后 的 等 号 用 到 a 对 于 G 是 不 变 的 这 个 假设 . 于 是 5.3.9.1 确切 定义 了 6(y)， 
随 之 定义 了 6. 

由 构造 本 身 , 必 有 a = p*B. 还 需要 验证 当 a 是 C? 类 时 , 8 也 如 是 . 为 此 , 对 于 
定理 2.4.9 中 X/G 的 那 种 类 型 的 坐标 卡 中 的 映射 多 = pg op- 应 用 判别 准则 5.2.2.3 
即 可 . 

5.3.10 ”例子 

5.3.10.1 环 面 Td = Rd/Z4 (参见 2.4.12.1). 

Z4 (等 同 于 Re 的 一 个 平移 子 群 ) 是 无 不 动 点 真 不 连续 的 . 

微分 形式 dzili = 1,… ,d)( 在 5.2.7 中 定义 ) 在 QL(Ra) 内 , 它们 对 于 Z4 是 
不 变 的 (可 立即 验证 ), 故 存在 T4 上 的 1 阶 典范 微分 形式 wifi = 1,… ,d), 使 得 
p(wWi) = dzi- 

根据 5.3.9, 所 有 微分 形式 a e P27(74) 都 表示 成 


a = > arwn 其 中 = (i i)ywI = wa 入 …Awiryar ECpz(Td). 
7 


必须 注意 不 存在 T4 上 的 函数 yi 使 得 dw = wi, 见习 题 5.9.13. 

5.3.10.2 设 a 是 X 上 的 一 个 体积 形式 , G 是 无 不 动 点 真 不 连续 的 , a 对 于 G 
是 不 变 的 . 则 存在 X/G 上 的 体积 形式 6, 使 得 p*(B) = a. 

对 于 alz) 关 0 应 用 5.3.9, 由 于 Tzp 是 同 构 , 公式 5.3.9.1 指出 B(y) 0. 

于 是 如 果 X 是 可 定向 的 , 并 且 拥 有 一 个 对 于 G 不 变 的 定向 , 则 X/G 是 可 定 
向 的 . 

对 于 环 面 Ta 正 是 这 种 情形 , 它 通过 w = wi 人 … 入 wa (5.3.10.1 的 记号 ) 是 典范 
地 可 定向 的 . 

5.3.11 ” 流 形 上 的 内 积 

为 了 给 球面 和 某 些 射影 空间 定向 , 我 们 要 利用 0.1.18 定义 的 内 积 . 设 上 是 X 上 
的 一 个 向 量 场 : 参见 3.5.1; 假设 X 是 C? 类 的 , 而 上 是 C?-! 类 的 . 

5.3.12 命题 

对 于 Qe 01(X) 用 


(int (€) a)(z) = int(E(z))(a(z))， Yr eX 
定义 映射 int (€). 则 它 把 a 对 应 到 
int (9a € 05-1(X), 
即 
int (€) : Q7_1(X) 一 {1(X). 
并 且 对 于 所 有 ,a,B, 有 
int (€)(@ A 8) = (int (€) .mAB)+(-Dseg)aA (int (€) : 6)). 
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最 后 的 公式 由 0.1.20 直接 得 到 . 现在 要 指出 int (6) -a 是 Cz-:! 类 的 . 为 此 , 通 

过 坐标 卡 转换 到 以 下 情形 : 
X=UeEO(R") ae Nr 0)， 而 上 ecCz-I(U;Rn). 
由 公式 0.1.19 得 知 
R" x 4r(Rn) 3 (€,0) 9 int (€) .ae4-1(Rn)* 

是 双 线性 的 , 那么 应 用 0.2.8.3 和 0.2.15.1 并 利用 微分 学 的 惯用 手法 就 得 到 int (6) .a 
是 CP-! 类 的 . 

在 r=d= dimX 的 情形 , 我 们 看 一 看 int (6) .a 的 明晰 计算 , 给 定 X 的 一 个 坐 
标 卡 (U, yp), 用 {zi} 表示 U 上 的 局 部 坐标 (参见 5.2.8), 并 且 用 


5.3.13 2 :U2=TX 
Ori 


表示 U 上 的 向 量 场 , 使 得 对 于 所 有 ze U， 


局 oj 


是 ?YX 的 基底 {dzi};_1..,4 在 五 X 中 的 对 偶 基 底 . 这 个 向 量 场 是 Cr-! 类 的 , 因 
为 它 经 过 y 转换 到 yp(U) 上 是 常 向 量 ei e Re 的 向 量 场 . 同样 , 如 果 & 是 C?-! 类 ， 
则 有 


5.3.14 6 二 4 抽 


其 中 上 e Cz-1(D). 
设 alu =a.dztA 人 …Adzd (参见 5.2.8.2), 根据 0.1.22 和 5.2.7, 我 们 发 现 


5.3.15 int (Oalv = > (-D'" a. édzi A. AdriN.. Adva 


此 外 , 这 个 公式 表明 , 如 果 a 是 一 个 体积 形式 , 由 于 对 于 所 有 z e UV, a(z) 六 0, 则 有 : 

5.3.16 ”推论 

如 果 a 是 X 上 的 一 个 CP-! 类 的 体积 形式 , 则 它 确定 久 上 的 CP-1 类 的 向 量 
场 到 0241(X) 上 的 一 个 同 构 . 

5.3.17 例子 

5.3.17.1 设 敌 是 R4t! 的 d 维 CP 类 的 一 个 子 流 形 , 含 于 Rdtl 的 一 个 开 集 UV 
内 . 设 & € C?-1(U;TU) 是 UV 上 的 一 个 向 量 场 , 使 得 对 于 所 有 z e X, (7) 天 TeX 
(如 果 这 是 可 能 的 , 例如 , 在 默 比 乌 斯 带 的 一 个 邻 域 0 内 , 这 是 不 可 能 的 ). 
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再 设 wo 是 R4+1 的 一 个 典范 体积 形式 , 则 
int (€)wo € Ca_:(D)， 
并 且 


int (é)wolx 是 X 上 的 一 个 体积 形式 


事实 上 , 我 们 利用 TeX 的 一 个 基底 {&1,… ,é4}, 补充 E(z) 得 到 TR"+1 的 一 
个 基底 {S(z) 6 … ,fa}. 由 于 wo 是 体积 形式 , 我 们 有 


(int (6)wo)(5 :6a) = wolé(z), €1,°%* ,€a) #0. 


ED é0) 


区 -SN 


图 5.3.17 


再 者 , 由 于 int (6)wo 在 U 上 连续 , 故 在 X 上 亦 然 . 在 6.4 节 将 看 到 , 如 果 取 s(z) 为 
单位 法 向 量 , 就 在 Rs+! 的 子 流 形 上 发 现 了 一 个 典范 体积 形式 . 

5.3.17.2 球面 54 C R4+: 的 情形 

取 U= Rs+i, 而 取向 量 场 ， 


TP €(7) = 07 (7) ETR2 
0 是 TzRa+l 和 Ra+l 之 间 的 典范 同 构 , 参见 2.5.12.3. 那 么 体积 形式 og = int (6)wo |se 
定义 Sd 上 的 一 个 典范 定向 . 


明晰 的 计算 
根据 5.3.15, 我 们 有 


d+l 
olzth Lar) = int 位 sie) (wo) 
让 1 


d+l 
=》(-DFizidziA 人 Ad 宇和 和 A 人 dzarl 


i=1 
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对 于 Si: 
ol(z,y) = rdy — ydz. 
对 于 S52: 
ox,y,z) = rTdyAdz+ydzAdz+zdzrAdy. 

5.3.17.3 ”注释 

如 果 用 SO(d+1) 表示 Ra+1l 的 旋转 群 , 那么 og 对 于 SO(d 十 1) 作用 在 S4 上 是 
不 变 的 . 

事实 上 , 如 果 f € SO(d+1T, 则 f*(wo) = (det f)wo = wo (参见 0.1.12), 故 wo 对 
于 SO(d + 1) 是 不 变 的 , 随 之 &, 进而 o 均 如 此 . 

5.3.17.4 所 有 曲线 是 可 定向 的 

事实 上 , 一 条 曲线 微分 同 胚 于 R 或 S1 (参见 3.4.1), 而 根据 5.3.8.1 和 5.3.17.2， 
R 和 31 都 是 可 定向 的 . 

在 d 是 奇数 的 情形 , 我 们 要 利用 5.3.9 证 明 Pa(R) 是 可 定向 的 ， 更 精确 的 表 
述 是 : 

5.3.18 ”定理 

Pd(R) 当 过 是 奇数 时 是 可 定向 的 , 当 d 是 偶数 时 是 不 可 定向 的 . 

考虑 Dif (54) 的 子 群 

G= fidss,5}, 其 中 S$ = -id(Rd+1)lss. 
它 作 用 在 54 上 是 真 不 连续 的 , 并 且 无 不 动 点 . 而 Pd(R) = S54/G (参见 2.4.12.2). 此 
外 , 有 S*c = (一 1)4+!o. 我 们 有 
So = 5"(int (€) -wo) = int (€0 §)(S*wo), 

而 6oS= 46 并 且 5*wo = (det 5).wo = (-1)4+lwo. 于 是 如 果 d 是 奇数 , 则 o 对 
于 G 是 不 变 的 . 从 5.3.9 推 知 Pa(R) 是 可 定向 的 . 

若 4 是 偶数 , 而 假定 Ps(R) 是 可 定向 的 , 那么 Ps(R) 上 有 一 个 体积 形式 9. 设 
了 是 从 84 到 Pa(R) 上 的 典范 映射 , 我 们 将 有 一 个 54 上 的 体积 形式 7 = p* (6) ( 参 
见 5.3.8.3). 但 是 po 5 = p, 故 5*n = 5S*(p*0) = (po 5)*9 = pr*g = 7 如 果 用 o 表 
示 54 上 的 典范 体积 形式 , 将 存在 fe C°(54,R*), 使 得 = fo. 由 于 5*n = 由 又 有 
So = -0, 将 有 fo5S = 一 f. 而 这 是 荒 涟 的 , 因为 由 于 34 是 连通 的 , / 应 当 保持 固 
定 的 正 负 号 . 

5.3.19 克 菜 因 瓶 (参见 2.4.12.4) 不 是 可 定向 的 : 习题 5.9.10. 

截止 到 目前 , 我 们 仅 依靠 5.3.5 来 判断 一 个 流 形 是 否 是 可 定向 的 . 现在 提供 一 个 
涉及 坐标 卡 的 判别 准则 . 

5.3.20 ”定义 

设 久 和 YY 是 两 个 维 数 相同 的 流 形 , 分别 被 体积 形式 a 和 6B 定向 . 我 们 说 从 
X 到 Y 上 的 一 个 微分 同 胚 f 保持 X 和 Y 的 定向 如果 对 于 X 的 所 有 fz， 有 
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/7(B)(z) = 和 (z)a(z), 其 中 A(z) > 0 (我 们 已 经 知道 A(z) 关 0, 这 里 要 求 A(z) > 0). 
如 果 和 = 工 , 则 说 了 保持 X 的 定向 . 

例子 : f= -idns+i|su 保持 54 的 定向 司 d 是 奇数 . 

5.3.21 ”注释 

设 六 ,YZ 是 三 个 定向 的 流 形 , 并 且 fc Dift (X;Y) 和 ge Dif(Y; 2) 保持 定向 
则 goy 保持 定向 . 

这 由 等 式 (ge /)* = f*og* (参见 5.2.4.4) 得 到 . 

5.3.22 ”定义 

设 义 是 已 经 定向 的 流 形 . 我 们 说 一 个 坐标 卡 是 正 的 , 如 果 p E Dif (U; p(U)) 保 
持 定向 ,U 作为 开 集 按 5.3.8.2 被 定向 , 而 Rd 的 开 集 按照 5.3.8.2 和 5.3.8.1 被 定向 . 

5.3.23 ”注释 

设 (U,y) 和 (外力 是 定向 的 X 的 两 个 正 的 坐标 卡 , 则 


Vow Dif (pVNV); YUNY)) 
保持 Re 的 典范 定向 , 从 而 根据 0.3.10.4, 我 们 有 
5.3.23.1 JWop I)u) >0，vueeUnv)， 


设 X 是 一 个 定向 流 形 , 而 (U, yp) 是 一 个 坐标 卡 . 如 果 此 坐标 卡 不 是 正 的 , 假定 
UV 是 连通 的 , 取 Rs 的 由 


s(T1,°** ,Td) = (一 Z172 ,Td) 


定义 的 自 同 构 s, 则 (U, so y) 还 是 X 的 一 个 坐标 卡 , 并 且 是 正 的 . 如 果 U 不 是 连 
通 的 , 在 U 的 每 个 连通 分 支 上 ,如 果 有 必要 的 话 ， 进行 如 上 的 操作 , 这 样 就 可 以 得 
到 (定向 的 ) X 的 一 个 图 册 , 其 坐标 卡 都 是 正 的 . 于 是 跟 这 些 坐标 卡 关 联 的 微分 同 胚 
oo-1 保持 R 的 开 集 的 典范 定向 . 我 们 要 证 明 这 个 必要 条 件 也 是 充分 的 . 

5.3.24 ”定理 

流 形 X 是 可 定向 的 , 当 且 仅 当 它 有 一 个 图 册 , 其 所 有 过 渡 微 分 同 胚 保持 定向 . 

设 {(Ui, pi)}ier 是 一 个 这 样 的 图 册 , 而 {(Ui, gpi, Wi)]ier 是 X 的 与 之 关联 的 单 
位 分 解 . 取 Ra 的 典范 体积 形式 wo, 并 且 令 


w= Dlptwo). 
i 


由 于 w 是 连续 的 (yp; 和 wi 是 连续 的 , pi 是 C? 类 的 , p > 1), 所 以 只 需 证 明 w(z) 0. 
取 定 zeX, 存在 io 使 得 wo(z) 关 0. 而 对 于 i 关 io, 我 们 有 


hip! (wo)(7) = Wi(z) (Pio Pi! opio)” (wo) (7) 
= bi(z)pi (Pio Pi) (wo)(z)). 
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而 根据 0.3.10.4， 
(pio Pi) (w0) = Tpio pi )(wo0). 
再 由 5.3.23.1 得 J(ypio yi!) > 0. 改写 w(z) 为 


i#io 


w(z) = (ea + Dwi(z)J (pio pa! ee Pi (wo)(z). 


括号 里 是 非 负 项 的 有 限 和 , 其 中 项 wo(z) > 0, 故 w(z) #0. 
5.3.25 ”注释 
为 了 论述 严格 , w(z) 理应 写作 


w(z) = Dir: oleto), 


并 且 尤 其 需要 对 在 5.2 节 意 义 下 的 微分 形式 建立 与 公式 0.3.10.4 类 似 的 公式 . 这 些 
就 留 给 读者 作 练 习 . 
我 们 还 可 以 用 另外 的 方式 表征 可 定向 的 流 形 . 对 于 一 个 流 形 X, 用 集合 的 并 集 
定义 


5.3.26 久 = Orient (X) = U{z}xOrient (TsX). 


并 定义 映射 p: 序 一 X 如下: 令 ae {z} x Orient (TX) 对 应 p(a) = 

5.3.27 ”定理 

设 久 是 一 个 CP 类 流 形 . 则 芝 = Orient (X) 可 以 配备 一 个 定向 的 CP 类 的 流 形 
结构 , 使 得 映射 p 是 从 多 到 义 的 2 层 的 禾 自 映射. 

我 们 依 下 列 方式 构造 一 个 图 册 . 令 X 的 所 有 坐标 卡 (Uy) 对 应 文 的 一 个 坐标 
卡 人 其 定义 是 


= {(z,a(z)) : 2 € U, a(z) € Orient(T2X) 并 有 (Tep)*wo € a(z)},$ = yop. 


其 中 wo 是 典范 体积 形式 , 而 (Tp)*wo € a(z) 表示 在 TX 上 由 (Tep)*wo 诱导 
的 定向 正 是 a(z). 图 册 的 公理 必然 满足 , 我 们 来 一 一 验证 . 5 的 并 集 是 充 ， 因 为 对 
于 w = (z,é) € XX, 存在 X 的 一 个 坐标 卡 (Uv), 使 得 z e X, 而 如 果 ( eg 
6 则 令 风 = so yp, 这 里 s 是 从 Ra 到 Re 上 的 映射 , 其 定义 是 s(z1,… ,za) = 
(-zbza ,74), 则 有 (Ty)*(wo) et6, 故 w 属于 (DV,V) 的 定义 域 55. 

我 们 有 


FO) = plp(O)) = e(D) 
是 Ra 的 开 集 . 良 是 从 订 到 gp(U) 上 的 双 射 : 它 当然 是 满 射 , 而 如 果 对 于 


Wi=(T1,61) Ez 及 wa= (rT2,€2) Ei 
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有 Bona) = Flw2), 则 yp(p(on)) = p(p(w2)), 而 p 是 双 射 , 随 之 p(n) = plw2), 即 
Zz1 = z2 = Zz. 由 于 (Tsp)*(wo) 既 在 & 内 , 又 在 名 内 , Orient (TsoX) 的 这 两 类 必然 
重合 . 

接 下 来 验证 给 定 两 个 坐标 卡 (全 ,四 和 (VY, 办 , 映射 少 oF-! 是 从 B( 站 VY) 到 
(UNY) 的 CP 类 微分 同 胚 ， 为 此 , 必须 验证 5 站 门 立 ) 是 Rd 的 一 个 开 集 ， 设 
w ENY, 且 z = p(w)， 用 oo 表示 wmy) 的 典范 定向 , 那么 (Tep)*(wo) 和 
(To)*(wo) 在 Orient (TzX) 的 同一 元 素 类 里 , 必 有 .J(y oo-0(e(z)) > 0. 于 是 存在 
一 个 开 集 W, 使 得 ze W c UNV, 并 且 在 整个 W 上 J(woy-!)o (p(x)) > 0， 

这 样 由 p-!(W) 败 5 c NY 得 到 


Pp (WIND = Gp WHINED) c BONY), 
而 由 于 方 = pop, 故 p(W) 几 vw(UV)= pWNMU) c BOUND). 
而 W 是 X 的 开 集 , 这 蕴涵 p(W 站 VU) 是 Ra 的 一 个 开 集 , 终于 得 到 对 于 所 有 元 
素 zw) e 8(D NY), 存在 一 个 开 集 p(W 站 TU), 使 得 
Flw) Ep(WND) c FOND); 


这 丛 好 说 明 是 BF(D NY) 显然 是 Ra 的 开 集 . 
最 后 ， 
WoB-!= (Yop)o (pop)-!, 
故 
Vo Fg0nD) = bop pwnv) 


这 个 映射 必然 是 C? 类 的 . 


CD 


图 5.3.27 
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在 验证 是 分 离 性 的 和 可 分 的 之 前 , 先 验证 充 是 定向 的 , 并 且 p 是 一 个 覆 春 
映射 . 根据 前 面 的 计算 , 我 们 有 


J($oF!) = IVow!) >0， 


故 从 5.3.24 得 到 充 是 定向 的 . 现在 考虑 从 误 到 X 的 映射 p. 对 于 X 的 所 有 zx, 如 
果 考虑 X 的 在 x 的 坐标 卡 (U,y), 我 们 有 p-!(U) = 六 U 丈 , 其 中 六 是 关联 于 (Uy) 
的 坐标 卡 , 而 DV 是 关联 于 (U, so。y) 的 坐标 卡 , s 是 前 面 已 经 引进 的 映射 ， 由 构造 
过 程 知 5 和 六 微分 同 胚 于 U, 并 且 是 不 交 的 (相反 的 定向 ), 故 p 是 一 个 2 层 获 得 
映射 . 

充 是 分 离 性 的 . 给 定 w 关 w'， 如 果 p(w) 关 p(w'), 既然 X 是 分 离 性 的 , 存在 X 
的 两 个 坐标 卡 的 分 别 包 含 p(w) 和 p(w') 的 不 交 的 定义 域 UV 和 U', 于 是 we 六 而 
w/e TT 并且 DN 本 = g. 如 果 p(w) = p(w'), 那么 we 5, 六 是 坐标 卡 (5,5) 的 
定义 域 , o' e 芒 ,D7 是 关联 于 前 面 用 过 的 坐标 卡 (U, so p) 的 坐标 卡 的 定义 域 , 并 且 
nx = 

最 后 六 是 可 分 的 , 这 是 因为 X 是 可 分 的 , 并 且 p : 文 , X 是 2 层 覆 全 映射 , 必 
然 存 在 XX 的 开 集 的 可 数 族 , 使 得 的 每 个 开 集 都 是 这 个 族 的 若干 元 素 的 并 集 : 参 
见 3.1.7.1. 

5.3.28 ”命题 

X 的 一 个 定向 等 价 于 给 定 fe CO(X; 况 ),， 使 得 


pof =idx. 


设 w 是 X 的 一 个 体积 形式 . 对 于 X 的 所 有 z, 令 f(z) = (z,a(z)), 其 中 a(z) 
是 在 ZX 上 由 w(z) 确定 的 定向 . 我 们 有 


pop=idx，J:X 一 区 


尚 需 证 明 / 是 连续 的 . 设 (U,p) 是 X 的 一 个 坐标 卡 , 对 于 X 的 由 w 定义 的 定向 是 
正 的 , 而 (六 义 是 这 的 与 (U,y) 关联 的 在 定理 5.3.27 的 证 明 中 所 使 用 的 坐标 卡 . 
如 果 Bo fow-! 是 连续 的 , 定理 2.3.2 的 准则 (iii) 将 保证 f 是 连续 的 . 而 这 里 


1 1 


Bofop =popof op =pop 1!=idlyw) 


是 C9 类 的 ! 

反之 , 设 f e CI(X; 8), 使 得 pe f= idx. 我 们 利用 定理 5.3.24 证 明 X 是 可 定 
向 的 . 设 reX, 而 f(z) = (z,a(z)) e XX. 那么 a(z) 是 T,X 的 一 个 定向 , 故 存在 X 
在 z 的 一 个 坐标 卡 (U, wp), 使 得 Toy 保持 以 下 定向 : TX 的 定向 a(z) 和 T(z)R4 的 
典范 定向 . 设 (5,9) 是 叉 的 坐标 卡 . 映射 f 是 连续 的 , 故 U 站 -1(0) 是 XX 的 一 个 
包含 z 的 开 集 , 并 且 


(UN (DO), pluny (0)) 
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的 集合 是 X 的 一 个 图 册 . 设 (V 门 /1( 六 ,wlvny-1(v)) 是 另 一 个 坐标 卡 , 取 定 z < 
UNVNf7A(DD) 几 f+(WV), Tey 保持 TeX 的 定向 a(z) 和 Top(s)R" 的 定向 , Tay 保 
持 TX 的 定向 a(z) 和 Tw(z)R4 的 定向 , 由 此 根据 注释 5.3.23 得 到 


J(wowp )(p(z)) > 0. 


这 个 图 册 的 过 渡 微 分 同 胚 yo。w-! 保持 定向 :X 必 是 定向 流 形 . 

5.3.29 ”定理 

设 义 是 一 个 连通 流 形 . 则 当 且 仅 当 尖 是 连通 的 , X 是 可 定向 的 . 

为 确立 这 个 结果 , 我 们 要 利用 下 列 引 理 . 

5.3.30 ” 引 理 

设 p: 久 一 义 是 一 个 履 登 映射 ,而 ?是 义 的 一 个 非 空 连通 分 支 , 则 pl 元 ; 
庆 一 p(X') 是 一 个 覆 登 映射 . 并 且 , 如 果 X 是 连通 的 , 则 p(X7) 是 连通 的 

验证 是 容易 的 , 留 作 习题 5.9.14. 现在 证 明定 理 . 这 归结 为 证 明 等 价 的 命题 : 葡 
是 不 连通 的 人 X 是 可 定向 的 . 设 广 是 不 连通 的 , 而 XY' 是 广 的 一 个 非 空 且 不 等 于 
议 的 连通 分 支 . 那么 (根据 引 理 ) p : X' 一 p(X’) 还 是 一 个 覆 秋 映射 , 并 且 p(X') 是 
连通 的 X 的 一 个 非 空 连通 分 支 , 必然 是 整个 x. 这 个 从 XY 到 X 上 的 覆 释 映射 的 
层 数 是 常数 (定理 2.4.4). 因为 区 了 ,此 层 数 关 0, 因为 Y' 关 久 ,此 层 数 也 #2， 
故 p :XX 是 一 个 1 层 的 覆 倒 映射 , 即 一 个 微分 同 胚 , 并 且 从 X 到 XX 的 映射 
了 = (p| 郊 )-:1 是 连续 的 , 满足 po f = id|x: 根据 5.3.28, 流 形 X 是 可 定向 的 . 

反之 , 设 X 是 可 定向 的 , 那么 根据 5.3.28, 存在 连续 的 /: X 一 又, 使 得 po = 
id |x, 这 里 f 表示 5.3.28 引进 的 映射 , 即 z -> (z,a(z)), 但 那样 f(X) 就 是 连通 的 . 
因为 p 是 2 层 覆 县 映射 , f(X) = 是 不 可 能 的 , 久 有 一 个 非 平凡 的 连通 分 支 , 从 而 
是 不 连通 的 . 

5.3.31 ”注释 

5.3.31.1 久 上 的 对 径 映射 在 叉 上 有 一 个 典范 卷 积 s, 它 使 z = (z,a(z)) 对 应 
s(z) = (z, 8(z)), 这 里 8(z) 是 a(z) 相反 的 定向 . 那么 se Dif (XX), 并 且 s 反 转 方向 : 
习题 5.9.14 

5.3.31.2 设 5 是 流 形 X 上 的 一 个 密度 , 则 存在 文 上 的 一 个 由 lal = p"6 定义 
的 典范 体积 形式 a: 习题 5.9.14. 

5.3.32 ” 带 边区 域 和 它 的 边界 的 定向 

5.3.33 ”定义 

给 定 df 维 流 形 六 设 D 是 六 的 闭 子 集 , 满足 下 列 条 件 , 则 称 为 六 的 区 域 : 
对 于 也 的 每 个 点 z, 我 们 有 : 

或 者 存在 X 的 开 集 U, 使 得 TEU CD; 

或 者 存在 一 个 中 心 在 z 的 坐标 卡 (Uy), 使 得 如 果 p(y) = (mm (9),… ,Ma()), 则 


UND= {y:yeU 并 8 m(y) < 0}. 
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我 们 看 到 , 在 第 一 种 情形 , 存在 一 个 在 z 的 坐标 卡 (Uy), 使 得 Uc D; 而 在 第 
二 种 情形 , 我 们 更 直接 地 (用 局 部 坐标 ) 表示 为 


T1=m(7), ,za= nz) 和 UnPD={c ,74) € U;zi < 0}. 


5.3.34 ”推论 

(i) 在 第 一 种 情形 : > e 已 (D 的 内 部 ), 户 是 X 的 一 个 开 集 , 并 且 其 维 数 d = 
dim X. 

(ii) 在 第 二 种 情形 : 由 于 一 个 坐标 卡 (中 的 映射 ) 是 一 个 同 胚 , 并 且 如 果 zl = 0， 
则 (z1,… ,za) 是 UND 的 边界 点 , 故 = 是 DD 的 边界 点 , 将 记 万 的 边界 点 的 集合 为 
OD, 并 且 称 为 D 的 边界 . 

由 于 D 是 闭 集 , 我 们 确信 , 在 第 一 种 情形 下 的 坐标 卡 对 应 于 ze 万 , 而 第 二 种 情 
形 的 坐标 卡 对 应 于 x e 8D. 


图 5.3.34 


5.3.35 ”定理 

设 D 是 d 维 流 形 X 的 一 个 带 边区 域 . 则 8D 是 的 一 个 d -1 维 子 流 形 . 

我 们 将 利用 子 流 形 的 特征 2.6.15. 对 于 所 有 z e 8D, 存在 一 个 中 心 为 z 的 坐标 
卡 (Up), 使 得 对 于 ye U, p(y) = (加 ,ya), 有 


UND= {y:y < 0}. 


根据 5.3.34, 9D 门 V_ = yi1(0). 因为 p 是 一 个 微分 同 胚 , 同时 zi 的 微分 非 零 ， 
故 在 UV 上, mm = zlowp 的 微分 非 零 (参见 5.2.6.3). 于 是 2.6.15 的 假设 是 满足 的 . 

5.3.36 ”定理 

设 X 是 一 个 定向 流 形 , 而 万 是 X 的 一 个 带 边 区 域 . 则 流 形 9D 是 典范 地 定 
向 的 . 

根据 5.3.24, 只 需 借助 X 的 单独 一 个 图 册 构 造 9D 的 一 个 图 册 , 其 每 两 个 坐标 
卡 的 过 渡 微 分 同 胚 保持 定向 . 给 定 9D 的 坐标 卡 (UV 门 0D, plap) (其 中 (U, yp) 是 关联 
于 ze 8D 的 上 述 类 型 的 正 的 坐标 卡 ). 根据 5.3.35, 它们 构成 一 个 图 册 , 现在 还 需 证 
明 这 些 坐 标 卡 的 过 渡 微分 同 胚 的 雅 可 比 行列 式 是 正 的 (参见 5.3.23). 
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令 Wopr1: (zt ,Ta) 下 (及,… ,fa). 由 于 
eo(Umnynap) c {0} xR2-L 和 WOUmynaD) c {0} x RSI, 
如 果 (0,z2,… ,za) e p(U 站 V), 则 有 


Pop : (0z2 ,Td) = (0, fo ,fa), 


fi(0,z2,…* ,Tq) = 0, 
这 就 蕴涵 a 二 0,Vi 二 2,… ,d. 从 而 若 令 Vi = p(U) 门 (0 x R41!), 则 有 


of 


Oz: De 
af2 
-1 =| 0 
Jwov jwa=| 
J((Wop lv) 
8 
Dr 


由 此 就 
Bee = (bop ln). 
由 X 的 图 册 的 选取 , J(% op-1)lw 是 正 的 函数 . 函数 
Zz1 9 f(z1,72,.** ,Za) 


对 于 所 有 zi < 0 是 非 正 值 , 而 在 ny =0 取 零 值 , 故 它 的 导数 5 在 (0, za， ,za) > 0. 


图 5.3.36 


由 此 得 到 J((%y olwa) > 0 即 


J(ylope (plap) 5) > 0. 
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此 即 表明 我 们 构造 的 图 册 的 过 渡 微 分 同 胚 保持 定向 . 
5.3.37 例子 
5.3.37.1 我 们 有 万 (0,1) 是 Ra+l 的 带 边区 域 , 而 8(B(0,1)) = S4. 其 中 84 的 
看 作 (0, 1) 的 边界 得 到 的 典范 定向 跟 例 子 5.3.17.2 的 定向 一 致 : 习题 5.9.14. 
5.3.37.2 ”如 果 考 虑 2.7 节 引 进 的 单位 法 从 等 概念 , 我 们 有 


NUX = 5(NIX) 和 NUsX = O(NeX). 


这 是 习题 5.9.14 中 要 证 明 的 . 


5.4 德 拉 姆 群 
为 了 简化 陈述 , 直到 本 章 末 尾 , 我 们 假定 流 形 都 是 Ce 类 的 . 对 于 Cee 类 的 流 


形 , 令 
5.4.1 Or(X) = QL(X). 


5.4.2 定义 

我 们 称 微分 形式 we VT(X) 是 闭 的 , 如 果 da = 0; 我 们 称 Be Br(X) 是 一 个 恰 
当 微分 形式 (或 边缘 微分 形式 ), 如 果 存 在 入 E 22"-1(X), 使 得 dA= 有 . 

d 表示 5.2.9 引进 的 外 微分 算 子 , 令 


sd 人 二 d-1(0) 门 2"(X) 闭 形式 的 集合 . 
六 Br(X) = d(2r-1(X) 恰当 形式 的 集合 . 
由 于 d2? = 0, 故 B"(X) 是 F"(X) 的 向 量子 空间 . 于 是 可 以 考虑 商 向 量 空 间 Fr(X)/ 
B"(X). 
5.4.4 定义 
设 久 是 一 个 n 维 (Cm 类 的 ) 流 形 , 向 量 空间 


R(X)= F(X)/B"(X) (对 于 7=0,.…,n) 


称 为 X 的 第 7 个 德 拉 姆 群 

5.4.5 ”定义 

设 a 和 BEF"(X). 如 果 存 在 YE 人"-!(X), 使 得 a 一 B= 二 d7Y, 则 称 a 和 是 
同调 的 ( 即 a 和 6 在 商 向 量 空间 Fr(X)/Br(X) 里 的 像 是 相同 的 ). 

5.4.6 ”性质 

对 于 所 有 r, R" 是 从 C™” 类 流 形 到 实 向 量 空间 中 的 范畴 的 一 个 反 变 函 子 , 即 令 
所 有 态 射 f e Cece(XiY) 对 应 从 R"(Y) 到 R"(XX) 的 线性 映射 J”, 满足 


(go 有 = 广 e9” 和 (idx)’ = dpr(x): 
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事实 上 , 如 果 a e F"(Y), 这 等 价 于 da = 0. 而 我 们 有 (参见 5.2.9.3) 
dof"=f"od 故 d(f*a)=0=> fraeF"(X). 


同样 , 如 果 6 & B"(Y), 则 存在 7, 使 得 8 = dy, 于 是 f*8 = f*(dy) = d(f*y), 这 草 
涵 /*8 e Br(X); 于 是 如 果 Fr(Y) 中 的 a 和 ao 是 同调 的 , 则 f*a 和 f*az 也 是 同 
调 的 ; 于 是 f* 就 过 渡 到 商 向 量 空间 Fr(Y)/Br(Y). 

显然 从 户 (Y) 到 Rr"(X) 的 映射 J* 是 线性 的 , 并 且 关 系 


(gof)*=f"0g” 和 (idx) =idpr(x) 


都 成 立 (参见 5.2.4.4) 

5.4.7 ”推论 

车 f EDiE(X;Y), 则 f* € Isom (R"(Y); R"(X)). 

这 就 提供 了 微分 同 胚 的 一 个 必要 (但 非 充 分 ) 条 件 . 存在 非 微分 同 胚 的 流 形 X,Y， 
却 有 R"(X) 兰 R"(Y) vr. 例如 根据 5.7 节 , 524+1 和 P24+1(R) 就 是 如 此 . 

5.4.8 ”注释 

如 果 f 是 单 射 , 那么 f* 未 必 是 满 射 ( 像 线性 映射 的 转 置 的 情形 一 样 ); 同样 , 如 
果 f 是 满 射 ,那么 f* 未 必 是 单 射 . 参见 习题 5.9.16 和 5.9.19. 

5.4.9 ”例子 

5.4.9.1 RO(X) ~ Rk, 这 里 大 是 X 的 连通 分 支 的 数目 . 

事实 上 ,Fo(X) 是 0 阶 微分 形式 , 即 从 X 到 R 的 函数 a 的 集合 , 这 些 a 满足 
条 件 da = 0 (参见 5.2.9.1(iv)). 但 这 样 的 函数 在 X 的 每 个 连通 分 支 上 为 常数 , 故 
Fo(X) ~ R*: Ee 5.2.6.6. 

由 于 Bo(X) = {0}, 故 


R(X)= F(X)/{0} ~ F(X) ~ RK. 


5.4.9.2 RI1(5!) ~ R (典范 同 构 ). 

根据 2.6.13.1, S! 微分 同 胚 于 R/Z, 故 只 需 计算 RI(R/Z). 设 p:R 一 R/Z 是 典 
范 投影 .对 X= R 和 作用 在 R 上 的 平移 G = Z 应 用 引 理 5.3.9, 如 果 ae 01(R/2Z) = 
1(R/Z), 那么 p*a 是 R 上 的 一 个 微分 形式 并 且 周 期 为 1, 故 pra = f(t) .dt, 这 里 
J e Ce(R;R) 是 周期 为 1 的 函数 . 令 


1 
oy= 7g :dt 
就 构造 了 映射 6 : Fi(R/Z) 一 R. 如 果 ae B1(R/2), 则 ac = dg, 故 若 令 gop =h， 


则 
Pra= 玉 (dg)=d(gep) = h(t)dt, 


-172 第 五 章 ” 流 形 上 的 微分 法 


这 里 h 的 周期 为 1, 故 


at=ag-aa 


反之 , 设 ， 
[10at= 
则 存在 周期 为 1 的 函数 使 得 /二 .为 此 , 只 需 令 
AM9= 1%) ds:h(1) w= / 70: dt=0! 


翻译 到 R/Z 上 , 根据 引 理 5.3.9, 正好 表明 B1(R/Z) = 0-1(0); 于 是 
Image (0) = FI(R/Z)/BI(R/Z) = RI(R/Z). 


接 下 来 验证 Image (9) = R. 微分 形式 8 = dt e F1(R) 周期 为 1, 仍然 根据 引 理 5.3.9， 
存在 
ae FI(R/Z) 使 得 pra= 甩 并且 b(a) = [a= 1#0. 
0 


5.8 节 将 给 R1(51) = R 一 个 完全 不 同 的 证 明 .7.2.1 小 节 将 有 另 一 个 证 明 . 

我 们 提醒 在 4.2.24.2 曾经 引进 一 个 紧 致 流 形 X 的 实 上 同调 群 H"(X) (r = 0， 

:dimX), 这 里 引述 下 列 结果 而 不 予以 证 明 , 这 个 结果 把 H"(X) 跟 Rr(X) 紧密 
联系 在 一 起 . 

5.4.10 ” 德 拉 姆 定理 

设 和 是 一 个 紧 致 流 形 . 对 于 所 有 小 于 或 等 于 X 的 维 数 的 整 教 r,，R"(X) 同 构 于 
H"(X). 并 且 这 个 同 构 是 函 子 的 . 

对 于 这 个 定理 的 证 明 , 参见 [15], 第 6 章 , [16], 第 4 章 或 [39], 206 页 . 

5.4.11 推论 

设 久 是 一 个 紧 致 流 形 , 则 dim R"(X) = dim H"(X) = b"(X), XX 的 第 > 个 贝蒂 
数 ; 特别 有 dim R"( 义 ) < oo (参见 4.2.24.2). 

本 章 后 面 , 我 们 将 确定 球面 , 射影 空间 和 环 面 的 德 拉 姆 群 . 在 披露 这 个 研究 计划 
之 前 , 我 们 先 阐明 德 拉 姆 群 与 微分 法 的 古典 问题 在 什么 方面 有 联系 . 

设 U 是 R2 的 一 个 开 集 ,那么 BI(U) = {df :Je Ce(U)} 是 全 微分 的 集合 . 设 
ae f21(U) 由 下 式 给 定 : 


Q(z,y) = alz,y)d 7 + b(z,y)dy. 
我 们 探索 一 个 必要 且 充 分 的 条 件 , 使 得 a < Bi(Z). 即 求 一 个 函数 /, 使 得 


az,y) = NY 和 6b(zx,y) = dL. 


5.4 德 拉 姆 群 “173. 


02f 


由 于 5 i (这 是 d(d 了) = 0 另 一 种 表述 !), 一 个 必要 条 件 是 
Ba _ Bb 
总 = 元 即 da- (- 吕 + 器 )azAday= 0. 


或 表示 为 a € 闭 形式 集合 F1(U). 
但 是 这 个 条 件 通 常 不 是 充分 的 : 例如 U = R? - {0}， 


a= Der re 


By Fe 


so (Bi) + (mt 


_ [z+ 27 + 2y 
但 是 如 果 存 在 fe Ce(D), 使 得 a = df, 将 有 


-| asay=0 


f= 于 是 f(z,y) = Arctg (¥ ) + Ma， 
随 之 中 
f= s+) = EE 


于 是 lz) = 0 = Mtz) = 常数 . 由 于 在 UV = R2 - {0} 上 连续 的 Arctg (¥ : ) 不 存在 ， 


这 里 因为 这 样 的 函数 当 绕 原点 一 圈 时 应 当 增加 2r, 解 不 存在 说 明 B1(U) # Fi(U). 
也 就 是 说 , R'(w) 关 {0} ( 人 5.6.4). 

但 是 , 如 果 fe U= 2, 求 得 的 函数 是 适合 的 , 在 这 种 情况 将 有 R1(U) = 
{0}. 我 们 将 证 明 , 更 一 般 地 ， 2 U 是 Rs 的 一 个 星 形 开 集 , 则 对 于 所 有 r > 0, 我 
们 有 R"(U) = {0} (参见 5.6.1). 为 此 要 利用 涉及 李 导 数 概念 的 公式 , 这 将 是 执行 德 
拉 姆 群 研究 计划 的 第 一 步 . 

5.4.12 ” 德 拉 姆 群 的 研究 计划 

1) 基本 公式 Le = d oint (6) + int (€)od (定理 5.5.8); (将 在 5.5 节 证 明 此 定理 ); 

2) 庞 加 莱 引 理 (5.6.1); 

3) R"(S4) 和 R"(P4(R)) 的 计算 (5.7 节 ); 

4) R"(T4) 的 计算 (5.8 节 ); 

5) 如 果 X 是 d 维 可 定向 连通 紧 致 集 : Re(X) = R (7.2.1). 

5.4.13 ”注释 

5.4.12 的 2) 说 明 局 部 地 当 r > 0 时 所 有 德 拉 姆 群 都 是 零 空 间 , 但 是 全 局 地 则 否 . 
从 2) 到 3) (或 4), 或 5)), 我 们 说 是 从 局 部 到 整体 的 过 渡 . 

研究 R"(54) 时 , 把 54 看 作 两 个 同 胚 于 及 。 的 开 集 (从 而 德 拉 姆 群 是 零 空 间 ) 的 
并 集 , 沿 S4-1 粘贴 . 通过 递 推 , 归结 到 在 5.4.9.2 计算 过 的 R1(S1) ~ R. 由 于 有 2 层 
的 覆 释 映射 54 一 Pa(R), 从 (5S") 的 结果 得 到 Rr(Pa(R))- 
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R"(T4) 的 计算 截然 不 同 , 采用 的 是 代数 方法 . 求 一 个 微分 形式 a e Fr(Ta) 对 
Rs 的 传递 群 的 平均 , 该 群 通过 平移 作用 在 Ta = Ra/Z4 上 , 由 此 过 渡 到 对 于 Rd 不 
变 的 微分 形式 , 这 是 常数 微分 形式 . 

结果 5) 将 在 第 七 章 开头 证 明 ; 这 是 度 理论 的 基础 , 第 七 章 将 定义 度 和 应 用 度 
理论 . 

从 3),4) 得 到 (推论 5.4.7)S4 和 Ts 不 是 微分 同 胚 的 . 事实 上 , 这 个 结果 可 以 通 
过 道路 的 同 伦 更 简单 地 得 到 : 5 是 单 连通 的 , 而 Ta 则 不 然 . 反之 , 如 果 我 们 承认 当 
X 和 YY 是 紧 致 集 时 : 


5.4.14 R(XxY)~ 》、 Rr(X)® Fal(Y), 
p+g=r 

那么 从 这 个 公式 和 3) 得 到 R2(S? x 5?) ~ R2, R?(S4) = 0, 故 S4 和 5? x 5? 不 微分 
同 胚 . 公式 5.4.14 的 来 源 是 德 拉 姆 定理 5.4.10 及 对 于 有 H"(X xyY) 的 类 似 公式 (例如 
参见 [13],198 页 (29.11)). 

事实 上 , 我 们 将 在 6.3.3 中 作为 斯 托 克 斯 定理 的 一 个 应 用 来 证 明 5S* 和 5? x 52 
不 微分 同 胚 . 虽然 这 个 结果 表面 上 是 否定 类 型 的 , 但 它 却 是 弥 足 珍贵 的 , 为 确信 这 一 
点 , 读者 可 尝试 自己 证 明 这 个 不 微分 同 胚 性 . 


5.5 李 导 数 


设 X 是 一 个 (Ce 类 的 ) 流 形 , 而 了 是 R 的 一 个 开 区 间 , 我 们 把 了 看 作 Ce 类 
的 流 形 . 设 Re C(I x X;X), 而 ae Qr(X) (其 中 按照 5.4.1 做 的 约定 Pr(X) = 
人 25%(X)). 我 们 可 以 把 


5.5.1 由 z 号 F(t,z) 定义 的 映射 及 :和 一 入 
与 五 关联 . 随 之 , 由 于 Fi e C~(X;X), 我 们 有 (已 ) ae 2r(X), 这 就 得 到 一 个 映射 
5.5.2 T 一 2r00 :1 Fra}. 


5.5.3 引 理 
对 于 X 的 所 有 z, 映射 全 (Fra)(2)} 属于 Cl(I;A"(TeX)*). 此 外 如 果 引 入 
记号 


pra= MEY ,A 


则 对 于 所 有 tE€ 了, (Dra)(t) € 2r(X). 
只 需 重新 查看 引 理 5.2.10.6 的 证 明 , 沿用 该 证 明 的 记号 , 只 是 将 [0, 1] 用 了 代替 ， 
我 们 有 
G' € C™(T xU'LR™,;R™)), 
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故 上， GYY 是 可 导 的 , 这 就 证 明了 5.5.3. 

此 外 化 G;7} 是 连续 可 导 的 . 故 可 对 族 {t+ (Dpa)(t)} 应 用 5.2.10.5. 求 导 
运算 是 积分 的 逆 运 算 , 由 此 推出 : 

5.5.4 引 理 

采用 前 一 个 引 理 的 记号 , 我 们 有 d {DFa) = Dr(da). 

5.5.5 进一步 假设 对 于 了 的 所 有 t， 有 Fe Dif (X), 并且 Fo = id x. 我 们 就 会 
处 于 3.5.14 的 框架 内 , 在 这 种 状况 得 到 X 上 的 C~ 类 向 量 场 &. 

如 果 & 是 不 依赖 时 间 的 向 量 场 , 也 就 是 说 , F 是 微分 同 胚 的 单 参数 群 , € 确定 书 ， 
故 Dea 仅 依 赖 a 和 & 的 给 定 . 更 一 般 地 , 可 证 明 Dra(0) 仅 依赖 a 和 5(0). 直观 
地 , 这 是 由 于 &(t,z) 是 “F 在 上 的 一 阶 导 子 " 及 而 = idx. 为 了 证 明 上 述 结论 , 我 们 
推导 一 个 明晰 的 公式 (定理 5.5.8), 在 此 公式 中 , Dra 仅仅 通过 上 5 和 外 微分 来 计算 

5.5.6 ”定义 

在 一 个 任意 分 次 代数 有 = 887 中 , 一 个 大 阶 导 子 是 从 827 到 Jr+k( 对 于 使 Or+k 
有 意义 的 >) 的 线性 映射 , 使 得 对 于 Qr 的 a 和 025 的 B, 有 


Urts(QAB) = ur(a) AB+aNus(B), 


如 果 有 
Urts(a AP) = ur(a) AB+(-1)"aAus(B), 
则 称 之 为 此 阶 反 导 子 . 


5.5.7 ”例子 
5.5.7.1 在 一 个 流 形 X 上, 外 微分 d 是 分 次 代数 2*(X) 的 1 阶 反 导 子 : 参见 
5.2.9.1(ii). 


5.5.7.2 上 面 5.3.12 的 公式 表明 对 于 X 上 的 所 有 Ce。 类 的 向 量 场 t, int (5) 是 
8*(X) 的 ~1 阶 的 反 导 子 . 
5.5.7.3 设 4 和 vw 分别 是 1 和 一 1 阶 的 反 导 子 , 则 wov+vow 是 0 阶 导 子 , 这 
可 以 直接 验证 . 特别 地 . 如 果 & 是 流 形 (Ce 类 ) X 上 的 一 个 Ce 类 向 量 场 , 则 
Le =d oint(é)+int(é)od 
是 一 个 0 阶 导 子 . 
5.5.7.4 重新 回 到 映射 已 s Cee(T x X;X)， 它 满足 条 件 : 对 于 所 有 t, 及 
Dif (X), 并 且 丽 =idx， 
考虑 引 理 5.5.3 中 由 
Dr(ajto) = SF (eo) 
定义 的 从 Dr(X) 到 0*(X) 的 映射 DF(to). (根据 5.2.4.2) 我 们 有 
OFr (a 和 B) BO(Fr (a) 人 Fr (8)) 
a 


preAg = ( 


t=to t=to 
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由 于 向 量 积 是 双 线性 的 , 而 我 们 是 对 t 求 导 , (应 用 0.2.8.3 和 0.2.15.1) 有 


Dr(aAB)(to) = (©) AFr(B) + Fola) A (2) 
t=to 


t=to 


终于 得 到 


由 于 


Dr(a NB)(to) = Dr(a)(to) A Fr, (B) + Fo, (0) A Dr(B)(to). 


而 =idx， 我 位 有 Fe =id g(x)， 


特别 地 , 有 


5 


.5.7.5 Dr(aAB)(0) = De(aj(o)AB+aADr(B)(0). 


此 式 表 明 , Dr(0) 是 一 个 0 阶 的 导数 . 


5 


5 


.5.8 ”定理 


DF(0) =d oint (€(0)) + int (€(0)) od = Feo) | 


.5.9 ”定义 


由 5.5.8 定义 的 Le(0)a 称 为 a 对 于 向 量 场 5(0) 的 李 导 数 . 

定理 的 证 明 , 采用 5.2.9.1 对 于 d 的 存在 性 的 证 明 中 使 用 过 的 类 似 方 法 . 思路 是 
代数 2*(X) 在 代数 的 意义 下 由 8°(X) = Ce(X) 和 B1(X) = d(20(X)) 生成 . 例子 
5.5.7.2 和 公式 5.5.7.5 证 明 Le(o)=d oint (€(0)) +int (€(0)) od 和 De(0) 都 是 2*(X) 
的 0 阶 导 子 . 如 果 它 们 在 20(X) 和 ad (29(X)) 上 重合 , 则 它们 将 在 2*(X) 上 重合 . 
证 明 如 下 . 

引 理 5.5.9.1 Dg(0) 和 Le(o) 在 20(X) 和 d(00(X)) 上 重合 . 

只 需 证 明 对 于 X 上 所 有 C™ 类 函数 f, 我 们 有 


Dr(j)(0) = Le(o(f) 和 De(df)(0) = Le(o)(df). 


验证 . 


EF 实 上 , 如 果 我 们 证 明了 Dr(0) 和 Le(o) 同 d 可 交换 , 那么 只 需 对 je C%(X) 
而 我 们 已 经 有 了 ( 引 理 5.5.4) 


d(Dra)= Fr(da) 即 doDF= Frod. 


同样 的 , d 同 Le(o) 可 交换 . 这 是 因为 由 于 d? = 0 我们 有 


Le(0) od = (d oint (€(0)) + int (€(0)) od) od = d oint (€(0)) od, 


同样 有 de。 Le(o) = d oint (5(0)) od. 
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于 是 只 需 证 明 Dp(0) 和 Lelo 在 C~(X) 上 重合 . 设 fe Cee(X) 和 ze X. 根 
据 5.5.3, 则 有 
DNOW = (PO) 
t=0 


而 7 是 一 个 函数 , 我们 有 有 rf = fo 用 8 表示 的 曲线 4 F(z) = Pt 则 
有 
Dr(NOs) = RoR)O) = OPE 0) =af(8(0) 0)). 


而 由 于 Fo = id x,B(0) = z, 又 根据 3.5.14 中 & 的 定义 本 身 8'(0) = 上 (0), 故 
De(f)(0)(z) = d f(z)(é(0)). 
而 
(Le(o)f)(z2) = (d oint €(0) + (int €(0)) od )(f)(z). 
j 是 一 个 0 阶 微分 形式 , 我 们 有 int (#(0))f = 0, 根据 内 积 的 定义 , 还 留 下 


(Le(o)f)(z) = (int €(0)) od (f)(z) = d f(z)(é(0)). 


于 是 Dr(0) 与 Le(o) 在 C~(X) 上 重合 .定理 5.5.8 证 明 的 结束 .我 们 应 当 证 明 对 于 所 
有 ac 和 所 有 ze X 

(Dea)(0)(z) = (Leo)a)(z). 
取 定 任意 一 点 z, 并 取 一 个 在 z 的 坐标 卡 (以 w) 和 两 个 函数 j,ge 20(X), /在 z 的 
一 个 邻 域 内 等 于 1, 并 且 suppf Cc U, 而 9 在 上 包含 suppf 的 一 个 开 集 上 等 于 1, 并 
且 suppg CU. 首先 注意 到 


(Dr(f* oa)(0)(z) = (Dro)(O)(z) 和 (Feo(f 0))(z) = (Leco)o)(z). 


事实 上 , Dp(0) 和 Le(o) 既然 都 是 导 子 , 就 只 需 验 证 (DF 了)(0)(z) = (Leco)f)(z) = 0. 
对 于 Dr(0), 这 是 由 于 f 在 z 的 邻 域内 是 常数 (参见 定义 5.5.3), 而 对 于 Le(o), 这 是 
由 于 作用 在 函数 上 , Le(o)f 化 简 为 int (5(0))(d 7), 而 在 z 的 邻 域内 , dy = 0. 于 是 只 
需 对 于 6 = f .a 进行 验证 就 足够 了 . 
现在 在 U 上 6 表示 为 (参见 5.2.8.1) 
Blv = > BirdzaA…Adzi， 并且 supppBii, © suppf. 
em<ir 


不 幸 的 是 z; 并 非 定义 在 X 上 的 函数 ; 幸运 的 是 9. x; 确 是 定义 在 X 上 的 函数 , 并 
且 由 于 


d(g:zi)= Zi*d(g)+g:d(zi) 
以 及 
supp (dg) 门 supp Bia..i. Csupp (dg) (N supp f = &, 
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我 们 有 
= 5 Bid(g- za) A Ad(g aa) 


Ceir 
定理 证 毕 . 
我 们 可 以 对 于 所 有 t 计算 (Dra)(t)， 像 3.5.12 那样 引进 形 和 映射 族 h 
Rna = 玫 (( 瑟 )*a). 由 于 固定 的 微分 同 胚 Fr (i 固定 而 h 是 变量 ) 与 对 于 h 的 求 
导 可 交换 , 根据 &(t) 的 定义 和 定义 5.5.9, 我 们 有 


(Dro)(t) = Fr((Drso)(0)) = Fr {Lewyo), 
遂 有 公式 


5.5.10 (Dro)(t) = Fr ld (int (é(t))a) + int (€(t))(d o)] 


5.5.11 定理 

设 已 ECce(TxX;X) 是 X 的 微分 同 胚 的 单 参数 族 , qe F(X), 而 [a, 目 CTI, 这 
里 了 是 届 的 一 个 开 区 间 . 则 Fra 和 Fea 是 同调 的 , 换 句 话说 , 从 R"(X) 到 R"(X) 
的 由 FF 和 局 请 导 的 函 于 Fx 和 Fr 是 相等 的 : 参见 5.4.6. 

首先 有 5 

Fa~ ro=/ Ae)a 
而 根据 5.5.10， 
2 人 (Dro)(0) = Fela (int (0)o) + int (() (ao). 

由 于 ae F(X), 故 da=0, 又 由 于 doFr = Frod, 留 下 的 是 


b 
Fra_ Fra= 站 d (Fr (int (€(t)a)at 
目 公 式 5.2.10.5 得 到 


和 


5.5.12 Fra—-Fra=d (ee (et))a)d 中 ? 
这 就 表明 Fra 一 Fra e B"(X), 即 Fra 和 Fra 同调 . 


5.6 ” 星 形 开 集 . 庞 加 莱 引 理 


5.6.1 ” 庞 加 莱 引 理 
设 U 是 有 限 维 向 量 空间 的 星 形 开 集 , 则 对 于 所 有 r+ > 0， 


R"(U) =0. 


5.6 ” 星 形 开 集 . 庞 加 莱 引 理 -179 ， 


设 U 是 在 0 的 星 形 开 集 . 对 于 U 的 所 有 z 和 te [0,1],tz EU. 考虑 微分 同 胚 的 
Cee 族 FF, 对 于 te [0,1], 下 由 (t,z) 收 tz 定义 .那么 对 于 a,be (0,1) 和 ae Fr(D)， 
根据 5.5.11, Fra 和 Fea 是 同调 的 . 


图 5.6.1 


以 下 的 思路 是 把 这 种 同调 推广 到 a = 0 和 = 1. 因为 =idv, 于 是 Fra= ai 

而 形 (z) = 0, 故 开 (a) = 0. 因为 如 果 a 的 阶 数 7 > 0 则 
(Foa)(z)(é1, ,é7) = a(0)(0. 和 0 条) 一 0 

如 果 这 个 推广 是 可 能 的 , 那么 F"(U) 的 所 有 a, 都 将 同调 于 0, 即 a 是 恰当 微分 . 

但 是 这 个 推广 是 困难 的 . 一 方面 , Fo 不 是 一 个 微分 同 胚 ; 另 一 方面 , 不 存在 e > 0， 
使 得 对 于 (1, 1 + se) 的 任意 t, 对 于 任意 z, 有 tz eU. 

我 们 将 简单 地 证 明 当 a 一 0 和 6b 一 1 时 , 可 以 扩展 等 式 5.5.12. 为 此 只 需 明晰 
地 计算 该 等 式 右 端 的 项 . 

首先 必须 计算 &(t). 利用 定义 3.5.14, 过 z 的 曲线 B 是 

sp Hs.s, 于 是 EW) = 
此 外 , 对 于 所 有 &, (Tz(Fe))(#) =t.&, 于 是 
Fe (nt (€O) ae =al 本人 (ae 人) 
=t" 1 .a(t 7)(z, 1 ,€7) 


(我 们 注意 到 这 正 是 插入 到 [5], 43 页 的 形式 ). 
如 果 r > 0, 则 对 于 所 有 闭 微分 形式 a, 对 于 z,&1,… ,&+ 和 [a,5] Cc (0,1) 有 


b 
(Fra — Faa) (z)(é1,.** ,7)=d (/ t™ az - - 


而 当 0, 1 时 左 端 有 极限 w 右 端 有 极限 
1 
a([ tt seb da、 
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故 a 同调 于 0. 

5.6.2 ”注释 

即使 supp a 是 U 的 一 个 紧 致 集 , 我 们 得 到 的 满足 a = d8 的 8 一 般 未 必 有 紧 
致 的 支 集 : 构造 过 程 明显 表明 这 一 点 . 事实 上 , 在 7.1.2 将 看 到 , 一 般 说 来 , “每 个 有 
紧 致 支 集 和 闭 星 形 集 的 微分 形式 a 是 另 一 个 有 紧 致 支 集 的 6 的 恰当 微分 d 6" 这 一 
命题 是 错误 的 . 当 dega = dim E 时 , 我 们 将 给 出 一 个 这 个 命题 成 立 的 必要 和 充分 
条 件 . 

对 于 5.7 节 , 我 们 需要 庞 加 莱 引 理 的 下 列 推广 : 

5.6.3 ”定理 

设 U 是 R4 的 星 形 开 集 ,而 是 任意 一 个 流 形 , 则 对 于 所 有 7, 有 R"(U x XX) 之 
R"(X). 

对 于 7 = 0, 只 需 应 用 5.4.9.1. 今 设 r > 0, 并 且 U 是 在 0 的 星 形 开 集 ， 令 
7P:VUxX 一 U 和 9g :UxXX 一 XX 是 典范 投影 , 又 i 是 在 0 的 截 口 , 即 1:X 3 
Zr (0,z) Ee U x XX. 跟 5.6.1 的 证 明 一 样 , 引进 G:[0,1]]xUxX 一 UxX, 令 
G(t,u,z) = (tvu,z). 模仿 引 理 5.6.1 的 证 明 仍然 得 到 : 对 于 U x X 上 的 所 有 闭 微 
分 形式 a, 微分 形式 a = Gia 同调 于 G3a. 而 Go 不 是 别 的 , 正 是 (wz) 一 (0,z)， 
还 可 以 表示 为 ie g， 闭 微分 形式 a 总 是 同调 于 (ie g)*a, 这 正好 说 明 在 德 拉 姆 群 
上 诱导 的 同 胚 (ie g)* : R"(U x X) 一 尼 (U x X) 正 是 便 等 映射 id prtwxx)， 对 于 
让 :RU xX) 一 R(X) 和 g*:R"(X) 一 R"(V x 义 ), 这 个 事实 表示 为 . 


gq oi = id pr(vxx). 


而 从 qoi=idx 又 得 到 i*o。g* = id pr(x). 于 是 有 结论 :R(X) 和 R"(U x X) 通过 互 
逆 的 同 构 站 和 入 是 同 构 的 . 
5.6.4 推论 


R'(R?— {0) ~ RCRY x 5')~ RI(S') ~ R. 


事实 上 , 极 坐标 说 明 R2 - {0} 微分 同 胚 于 Ri x 31 (在 6.5.8 参见 细节 ); 再 引 
用 5.6.3, 5.4.7 和 5.4.9.2 即 得 结论 . 


5.7 球面 和 射影 空间 的 德 拉 姆 群 


5.7.1 定理 

Ro(S4) 和 R4(S4) 同 构 于 R, 而 当 d > 1 时 , 对 于 0 < < 由 德 拉 姆 群 R"(S4) 
是 零 空间 . 

由 于 54 是 连通 的 , 例子 5.4.9.1 表明 RO(5S4) ~ R. 在 5.4.9.2 已 经 得 知 RL(S1) 
~R. 
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证 明 的 思路 如 下 : 设 s 和 n 是 球面 54 的 “ 南 ” 极 和 “ 北 ” 极 . (针对 北极 的 ) 球 
极 投影 NM 和 (针对 南极 的 ) S 是 微分 同 胚 (参见 习题 2.8.7). 

全 Cs Dif (Ra;U = 54 - {n}), 
S EDif (Rs;U = $4 — {s}). 


图 5.7.1 


由 于 Rd 是 星 形 的 , 它 有 平凡 的 德 拉 姆 群 (参见 5.6.1), 故 (参见 5.4.7): 

5.7.1.2 54 的 开 集 U 和 了 有 平凡 的 德 拉 姆 群 . 

接 下 来 考虑 Sd 的 UNV. 设 (yy… yaw) e UNV, 则 有 we (-1,1). 令 
y = (1,… ,ya), 我 人 有 y/ lyl| e S41, 而 映射 


， i 2 党 d—1 
5.7.1.3 UNMV : (vy, u) @ 此) €(-1,1)xs: 


是 从 UNV 到 (-1,1) x 54-!1 上 的 微分 同 胚 . 

由 于 (-1,1) x S41 的 诸 德 拉 姆 群 和 54-! 的 诸 德 拉 姆 群 同 构 (定理 5.6.3), 可 以 
对 于 d 进行 归纳 推理 , 由 于 已 经 知道 Re?(S4), 我 们 分 别 考 虑 情形 0 < < 4 和 "=d. 

第 一 种 情形 0 <r < d (此 时 必 有 d > 1). 

首先 考虑 = 1 和 d > 1. 设 a € F1(S4). 根据 庞 加 莱 引 理 和 推论 5.4.7, alv 
和 alv 是 恰当 微分 形式 , 故 存在 两 个 函数 / 和 9 分 别 属于 C(Z) 和 Cm”(V), 使 得 
alvu=df 和 alyv=dg. 在 UNV 上 ,函数 /和 9 满足 


d((f —g)lunv) = (df -dg)lunv = (0 — oluNv =0. 


故 fg 在 UNv 上 是 常数 (由 于 UNV 微分 同 胚 于 (-1,1) x Ss!1, 并 且 4 > 1). 
于 是 我 们 可 以 引入 函数 扩 使 得 在 U 上 ,了 = f, 在 V 上 ,了 =g+k, 这 里 常数 在 
UNV 上 等 于 f 一 g. 

这 样 引入 的 函数 广 在 覆盖 54 的 U 和 V 上 都 是 C™ 的 , 故 fe C%(S4), 并 且 
a 二 dF 下 :a 是 恰当 微分 形式 , 这 表明 当 d > 1 时 R1(51) 缩减 为 零 . 
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假定 对 于 1 和 KKS 和 r 一 1<d 已 经 证 明了 R*(S4) = {0}, 我 们 考虑 Br(Sd), 这 里 
1<r<d, 故 d>2. 

仍然 用 U 和 V 表示 5.7.L1 中 引入 的 开 集 , 设 ae F"(54), 那么 由 于 避 和 了 
的 德 拉 姆 群 是 平凡 的 (参见 5.7.1.2), 所 以 存在 6 < 82"™1(U) 和 Ye 02"-!(V), 使 得 
alo =dB 和 alv=d7y. 于 是 


qd((8 一 lvnv)=0 故 (6-mlonvsE in) 
由 于 R"-1(UNV) = R" -1((--1,1) x S41) (参见 5.7.1.3), 利用 定理 5.6.3 即 得 


RUNV) ~ R"-1(Se!). 


考虑 到 归纳 假设 , 我 们 有 户 -!(Sd-!) = {0}, 故 终于 得 到 (8 一 9)lvnv 是 UV 上 
的 恰当 微分 形式 : 存在 we Qr-2(mV), 使 得 (8 一))lvnv = dw. 

在 U,V,UNYV 这 三 个 开 集 上 , 我 们 掌握 了 相关 信息 . 为 了 把 它们 粘 合 起 来 , 考虑 
和 由 开 集 UV 和 V 组 成 的 覆盖 关联 的 单位 分 解 . 精确 地 说 , 设 f 是 在 s 的 一 个 普 拉 
托 函 数 , 其 支 集 在 U 内 ( 它 存在 , 参见 引 理 3.1.2), 而 g=1 一 了 , 则 


j 的 支 集 在 U 内, 在 s 的 一 个 邻 域内 等 于 1， 
5.7.1.4 9g 的 支 集 在 V 内 , 在 7 的 一 个 邻 域内 等 于 1， 
f+g=1 在 S4=UUV 上 . 


考虑 
5.7.1.5 B=fB+gy -df hw. 
我 们 有 
fe QiU), gye nV) 和 df Awe QUNV). 


由 于 f 和 9g 分 别 在 s 和 的 邻 域内 是 常数 , df 和 dg 的 支 集 实际 都 在 U 门 V 
内 , 这 使 得 df Aw 有 意义 . 于 是 Be 8"-1(S4). 对 于 启 求 外 微分 ， 


dB=dfAB+fdB+dgAy+gdy— dfAduw. 
由 于 f+g=1,df= -dg, 故 
dB=dfA(B-y—dw)+fdB+gdy. 


而 
(8—-Mlunv =dw， 并 且 dB=alv,dy=alv 


再 注意 到 f 的 支 集 在 U 内 和 9 的 支 集 在 Y 内 , 终于 得 到 


dB=(f+9)a=a, 
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这 就 证 明了 a 是 恰当 微分 形式 , 故 R"(54) = {0}. 

根据 归纳 原理 , 这 就 证 明了 对 于 任意 d 和 1<r<d,R"(S4) = {0}. 

第 二 种 情形 . 考虑 Ra(S4). 

已 经 证 明 率 (51) ~ R (5.4.9.2). 假定 Re-1(S4-1) ~ 有， 而 考虑 RA(S4). 设 
a s F"(S4), 那么 跟 第 一 种 情形 一 样 , 存在 8 < 04-1(U) 和 7 e 04-1(V), 使 得 
alv=d8 和 alv=d7Y. 于 是 d((8 一 7Y)lvnv) = 0. 根据 归纳 假设 Re-1(Sd-1) ~ R. 
由 于 RTVUNV) 之 Re-1(S471)( 因 为 UNV > (-1,1) x 84!) , Ra-1(U 几 V) 作为 
向 量 空间 是 1 维 的 , 故 存在 wo se 24-1(U 门 了 ), 使 得 

有 -7Y= ko+d5， 其 中 ER，5e92d-2(0nv). 

仍然 用 {f,g} 表示 5.7.1.4 中 引进 的 单位 分 解 , 令 

5.7.1.6 B=fB+gy-dfAs, 
由 于 /和 有 的 支 集 在 U 内 , 而 9 和 7 的 支 集 在 Y 内 ,df 和 5 的 支 集 在 UNV 内 ， 
表达 式 5.7.1.6 有 意义 , 并 且 Be 2d-1(5d). 求 外 微分 得 

dB=/fdB+gdy+tdf AB+dgAy—dfAd5 
=(f +gat+df A(B—y— (8-7Y— kw)) 
= a+kdfA wo. 

于 是 对 于 任意 a, a 和 kd f 人 wo 是 同调 的 : df A wo 的 类 生成 R4(S4), 其 维 数 < 1 
由 于 54 是 连通 的 , 则 由 推论 6.3.2 得 到 Re( Sa) 的 维 数 是 1. 

5.7.2 ”推论 

除去 (PA(R)) >R 和 R24ti(P24+1(R)) 之 R, 均 有 Fr(Pe(R)) = {0}. 

设 s 是 54 上 的 对 径 映 射 ( 即 映射 (Zz1,… ,zan1) 局 (ZT1,… ,一 Zap1)), 而 

p:3Sd4 一 Pd(R) = 54/{id sa, s} 
是 实 射影 空间 (参见 2.4.12.2) 的 2 层 覆 乔 映射 . 设 ce Fr(Pd): 我 人 有 68 = pra e 
Fr(S9) (参见 5.4.6 的 证 明 ), 及 s*6 = 6, 这 是 因为 
s(O)=s opa=(posra=Pa， 


最 后 的 等 号 来 自 pos=p. 

对 于 r= 0, 根据 5.4.9.1, 我 们 有 Ro(Pa(R)) ~ 及 . 

假定 0 <r < d. 由 于 8 € F"(S4), 这 里 0 <7 < 而 在 这 种 情形 下 , R"(S4) = 
{0},8 是 一 个 恰当 微分 形式 , 故 存在 ye Vr-1(S9), 使 得 86=dy. 由 s*od =dos* 
(参见 5.2.13) 和 s*B = 6, 我 们 得 到 s*B = s*od7y = d(s*7) = 6, 于 是 


二 下 站 下 二 守信 
和 Cs) 
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令 5= (y+s"7)/2, 则 5€ 2"!(5S9), 并 且 s*6 二 6. 由 于 5 对 于 群 G= {ids,s} 
是 不 变 的 , 从 引 理 5.3.9 得 到 存在 唯一 的 。e 0"-!(Pa(R)), 使 得 rre = 6. 
由 于 p*od =d op", 关系 8 = p*a = d6 随 之 给 出 pra = p*(de), 而 Tp 是 
一 个 同 构 , 故 a = de. 终于 得 到 a € Fr(Pa(R)) 是 一 个 恰当 微分 形式 , 从 而 对 于 
0<r<d 有 R"(PdA(R)) = {0}. 
最 后 设 r= d. 那么 8 = pra e Re(Sd) ~ R, 故 存在 实数 和 Ye 2a-1(5d), 使 得 
B= ko+d”Y, 其 中 o 是 54 的 典范 体积 形式 . 总 是 有 s*6 = B, 并 且 so = (1)4t1o， 
故 得 8 = (-1Ds+lkc +d(s*7); 于 是 
B= r+ 
这 里 6 对 于 群 {id sa, s} 是 不 变 的 . 
如 果 d 是 偶数 , 则 6 = d5, 跟前 面 一 样 , 存在 = < 04-!(P4(R)), 使 得 a = de， 
于 是 R4(PA(R)) = {0}; 
如 果 d 是 奇数 , 我 人 有 6 = ko +d6, 其 中 s*6 = 6, 而且 (d 是 奇数 ) 
sa = (-1)d+lc = 
应 用 引 理 5.3.9, 可 以 找到 se 24-!(Pd(R)) 和 2 e 04(PA(R)), 使 得 a =k.w+de, 


由 此 得 dim R*(PA(R)) < 1. 但 是 如 果 a 是 奇数 , 则 Pa(R) 是 可 定向 的 (定理 5.3.18)， 
故 (利用 下 一 章 的 推论 6.3.2) dim Ra(Pd(R)) = 1. 


o+d6， 其 中 5= 7. 


5.8 环 面 的 德 拉 姆 群 


5.8.1 ”定理 

对 于 所 有 dr，Pr(Td) 兰 了 及 (5. 

证 明 提 要 : 让 群 R* 通过 平移 作用 在 T4 上 , 令 每 个 a € F"(T4), 对 应 它 对 于 这 
个 群 的 平均 &. 首先 证 明 a 和 去 是 同调 的 , 其 次 证 明 去 对 于 这 个 群 是 不 变 的 , 从 而 
有 常 系数 . 不 变 的 + 微分 形式 等 同 于 A"(R4)*, 并 且 组 成 的 维 的 Fr(X) 的 一 个 
向 量子 空间 , 记 作 Inv".a 同调 于 其 不 变 的 平均 & 的 事实 证 明了 Inv” 和 Br(Te) 生 
成 Fr(T4). 最 后 就 证 明了 


InvrmBr(Td) = {0}, 
故 Invr 同 构 于 Fr(Td)/Br(Tae) = R"(T4). 
证 明 
在 Rd 上 考虑 由 (z1,22,… ,za) m (zi 十 tz2,… ,Za) 定义 的 微分 同 胚 的 单 参 
数 的 Ce 群 . 用 Gi 记 这 个 微分 同 胚 . 过 渡 到 商 空间 , 得 到 T4 上 的 微分 同 胚 的 单 参 
数 的 Ce 群 , 仍然 记 作 Gi. 特别 地 , 有 


5.8.2 Girn=GoW 和 Gers =GeoGs, Vt,s. 
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给 定 ae F"(T4). 由 于 Ge C=(R xT4;T4), 我 们 处 于 5.5 节 的 条 件 之 下 , 可 以 
引入 在 Gi 作用 下 a 的 平均 


5.8.3 证 (a) = 机 Gya -db. 
0 
根据 5.2.10.5, ja(a) e F"(T4), 此 外 , 对 于 所 有 t, ja(a) 是 G:- 不 变 的 , 即 
5.8.4 Gi(p(0)) = pi (0). 


事实 上 , 由 于 G? 是 线性 的 ， 它 归 / 可 交换 , 再 利用 5.8.2, 我 们 得 到 


时 1 1 
Gitmle) = G1 (| cso-40) = { Gi(Gi0) de- | Gearao 
0 0 0 
t+1 1 
=/ cic ago- 人 Gja .dp. 
13 0 


5.8.5 此外, ju(a) 和 a 是 同调 的 . 
事实 上 , 根据 5.5.12, 我 们 有 


Gia- Gia=Gra-a=d (/ G: Gnt(O0) dt) = dp. 
0 
由 于 5 也 是 Cee 类 的 , 从 5.2.10.5 得 到 


1 1 1 
m=/ Go dt 人 (a+dpyat=at+/ dpdt=a+d (/ bat， 


这 表明 jn1(a) 和 a 是 同调 的 . 
如 果 现 在 考虑 Ra 的 微分 同 胚 (z1,z2,… ,za) 一 (zu zz + 如 … ,za), 采取 同样 
的 过 渡 到 商 集合 的 步骤 , 可 以 得 到 Ts 的 微分 同 胚 A 的 Ce 群 和 一 个 平均 值 


1 

5.8.6 Pe Hradt, 
同样 有 Hi(j2(Q)) = jp2(a), 并 且 对 于 所 有 ,ji2(a) 和 a 是 同调 的 . 

5.8.7 特别 地 , 有 ji2(jn(a)) 和 ju(a) 同调 , 进而 和 a 同调 . 并 且 ja(ja(a)) 对 
于 诸 H? 以 及 诸 G? 都 是 不 变 的 . 

事实 上 , 由 于 G; 是 线性 的 , 得 

1 
Gt) =6: ({ 天 Das)= /Gao)as 
而 根据 及 和 G, 的 定义 , 我 们 有 万,o Gt = Geo ,于 是 


GroH!:= Hi:oG, 
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根据 5.8.4 和 5.8.6: 
1 1 
Gi(pa(1(%))) = A Hs(Gim(a))ds= 人 Hs (p10))d s = p2(p1(0)). 


对 于 诸 Hz 的 不 变性 的 解释 可 通过 把 5.8.4 应 用 到 及 上 而 得 到 以 类 似 的 方式 引进 
T4 上 的 来 自 Re 的 微分 同 胚 (21，… ,zi ,za) 一 (zh ,zi 二.… ,za) 的 微分 
同 胚 以 及 相应 的 平均 值 yi(a). 现在 考虑 


5.8.8 B= pa(pai(- (pa(p(0))).…)). 


从 5.8.7 得 到 严 同调 于 a, 并 且 雹 对 于 所 有 乎 移 都 不 变 . 沿用 例子 5.3.10.1 中 引进 的 
记号 写 出 a = 》 arwr, 由 于 wi 对 于 G;, 形 ,…… 是 不 变 的 , 故 得 
了 


区 = > arwon 
了 


其 中 的 可 是 Td 上 的 C~ 的 函数 , 对 于 G?, Hi,.…. 是 不 变 的 , 即 对 于 所 有 s,t,….， 
有 


Qar=aro Hs,=aioG:=-:…,， 
终于 得 到 ar 是 常数 后 R. 
和 kw ki e BR 构成 一 个 实 向 量 空间 , 其 维 数 跟 A"(R4)* 的 维 数 相同 , 即 (0), 
了 


{wr :了 = (人 …,ir)} 是 此 向 量 空间 的 基底 , 记 此 空间 为 Invr; 如 果 a e Inv", 由 于 
从 例子 5.3.10.1 知 dwr = 0, 我 们 有 da = 0, 以 Invr c Fr(Td). 

Eee Inv" 与 a 同调 这 个 事实 恰好 说 明 B"(T4) 和 Inv* 生成 Fr(Td), 下 面 验证 
Br(TeamInvr={0}. 设 we=d6,8eVrriTa), 且 aeInvr. 证 明 开头 所 引进 的 平 
均 运 算 “ 可 以 作用 在 6 上 , 无 论 6 是 否 是 闭 微分 形式 , 并 且 根 据 5.2.10.5,: 同 d 可 
交换 , 故 得 

G=d5=d5. 
而 5e Inv", 故 由 前 面 提 到 的 , Be F"-!1(T4). 故 d5=0a=a=0. 

5.8.9 ”注释 

这 个 证 明 的 思想 可 以 应 用 到 众多 情形 的 R"(X) 的 计算 当中 , 其 中 有 一 个 紧 致 
李 群 G 传递 地 作用 在 其 中 的 流 形 X 上 . 为 此 必须 知道 G 的 哈 尔 测度 dg( 参 见习 
题 3.6.5). 从 每 个 ae F"(X), 诱导 出 


a = gradg, 这 里 的 & ~ am 并 且 & 对 于 G 是 不 变 的 . 
gEG 


比如 对 于 = 54,G = 5O(d+1), 容易 确信 仅 有 的 非 零 的 且 对 于 SO(d+1) 是 
不 变 的 ae 2"(54), 当 >= 0 时 , 是 常数 , 当 7 = d 时 , 是 o 的 倍数 ,这 里 o 是 54 的 
典范 体积 形式 . 这 样 就 避免 了 在 5.7.1 中 援引 后 面 第 六 章 的 结果 . 


5.9 习 题 汪 


5.9 习 题 


5.9.1 设 & 是 S? 上 的 一 个 一 阶 微分 形式 . 假定 对 于 任意 se SO(3),s*e = &， 
即 & 对 于 SO(3) 是 不 变 的 . 证 明 上 是 零 . 

5.9.2 3S4 上 的 4 阶 微分 形式 w 满足 条 件 : 对 于 5O(d R) 中 的 任意 s 有 s*w = ww 
请 问 w 是 什么 ? {首先 研究 d = 3 的 情形 ). 

5.9.3 Rs 上 的 d 一 1 阶 微分 形式 w 满足 条 件 : 对 于 SL(d;R) 中 的 任意 s 有 
s*w = w, w 是 什么 ? (首先 研究 d = 3 的 情形 , 提示 SL(d; R) = {f e Isom (Re; Rd) : 
det = 1}). 

5.9.4 设 久 是 一 个 d 维 流 形 . 定义 映射 s 如 下 : 


ve ,i 
令 a Ee 44T*X 对 应 -a 
s:447"X 3 ar -ae4dT"X， 


并 且 令 
N={os4eT*X:zeX} (0= 零 微分 形式 ). 


a) 证 明 N 是 4a7*X 的 闭 子 流 形 . 

b) 证 明 由 s 生成 的 两 个 元 素 的 群 G 是 Dif(44T"X - N) 的 一 个 无 不 动 点 的 真 
不 连续 的 子 群 . 

c) 用 p: (44T*X - N)/G 一 X 表示 这 样 一 个 映射 : 典范 投影 4a7"X 一 先 
限制 在 44T*X - N 上 再 过 渡 到 对 G 求 商 . 证 明 X 上 的 一 个 密度 确定 一 个 映射 


6:X 一 (44T X- N)/G， 


使 得 po5 = id x; 逆 命 题 亦 真 . 

5.9.5 设 P"(R) 是 n 维 射影 空间 , 配备 其 C™ 典范 结构 , 而 : Rn"+l 一 {0} 一 
P"(R) 是 典范 投影 . 设 a 是 R"+l - {0} 上 的 p(p < mn) 阶 微分 形式 . 

1°。 为 了 证 明 存 在 P"(R) 上 的 微分 形式 6, 使 得 "6 = a, 必须 且 只 需 a 可 以 
写成 


aD= DiC) (o) GD 


0D<io<…<ip<n 
其 中 mh (z) 是 微分 形式 


于 
 (-17zadzioA :Ada 和 A…Adzi， 
j=0 
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其 中 dxa 上 面 的 符号 ~ 表示 dzi 在 乘积 中 不 出 现 , 而 其 余 的 因子 保持 同样 次 序 ， 
而 az- 是 R"+ 一 {0} 上 的 (~p 一 1) 阶 齐 次 函数 .( 利 用 Pn(R) 的 坐标 卡 , 参见 习 
题 2.8.30. 为 了 证 明 表达 式 (1) 对 于 a = #6 是 充分 的 , 可 以 从 研究 问题 2。 的 情形 
c) 着 手 .) 

2° 在 以 下 特殊 情形 , 确定 具有 上 述 性 质 的 所 有 微分 形式 : 

a) n 任意 , p = 0; 

b)n=1,p=1; 

和 人 二 名 和 二 

dd) n 任意 ，p =n. 

3? 证 明 如 果 ”是 偶数 , 则 P"(R) 上 的 所 有 n 阶 微分 形式 至 少 在 一 个 点 为 零 ， 
证 明 如 果 n 是 奇数 , 则 存在 一 个 n 阶 微分 形式 , 在 P"(R) 的 任何 点 不 是 零 . 

4 假定 p=2g 一 1,2g < n. 证 明 Rn+l- {0} 上 的 2g 阶 微分 形式 


oa(z) = (24 一 Dr-2 DD oon.indzio Ndza A Adzi, 
(72 = 8 十 … 十 32,cion…ip E 了 及) 可 以 写成 wm = mp 其 中 Bi 是 P"(R) 上 的 一 个 
微分 形式 . 
5° 假定 n> 3. 设 (aij)ogijsn 是 定义 在 R"+1 一 {0} 上 的 Ce。 类 的 -2 阶 齐 
次 的 函数 的 反对 称 矩 阵 . 证 明 R*+! - {0} 上 的 微分 形式 
a= >， (em +2》， aa at 十 re ‘ 党 ) x 
hksl=0 m=0 有 
dziA 人 AdziAdzkA 人 dz 


可 以 写成 os = r*p2 的 形式 , 这 里 Bo 是 P"(R) 上 的 一 个 微分 形式 . 在 P"(R) 的 常 
用 坐标 卡 里 给 出 Bs 的 表达 式 . 
6" 设 7 是 R"+t! 一 {0}(n > 3) 上 的 微分 形式 : 


7(7) = rr4dzoAdzlAdz2z Adza， 


能 否 找 到 P"(R) 上 的 一 个 微分 形式 1, 使 得 r*m = y? 

5.9.6 设 s 是 5? 的 对 径 映 射 , 证明 从 5? x 5? 到 S? x S2 内 的 映射 (zx,y) 
(s(z), s(y)) 生成 一 个 无 不 动 点 真 不 连续 的 两 个 元 素 的 群 G, 并 且 商 流 形 (S2 x 5?)/G 
是 可 定向 的 . 两 个 二 维 实 射影 空间 的 乘积 P?(R) x _P2(R) 是 否 是 可 定向 的 ? 

5.9.7 设 f 是 从 Re 到 RR 的 一 个 C~ 浸没 . 证 明 流 形 f-:(0) 是 可 定向 的 . 

5.9.8 证 明 两 个 C% 类 流 形 的 乘积 是 可 定向 的 , 当 且 仅 当 每 个 因子 流 形 是 可 定 
向 的 . 

5.9.9 证 明 对 于 所 有 流 形 X, 切 从 TX 是 可 定向 的 . 


5.9 习 题 * 189 - 


5.9.10 证 明 克 莱 因 瓶 不 是 可 定向 的 . 
5.9.11 上 默 比 乌 斯 带 
a) 证 明 从 [0,4r] x [0,3/4) 到 Rs 的 映射 


0 0 < 
(0,7) 一 (es Q +reosg) ‘sing (1 +reosg) isn) 


的 像 是 R3 的 一 个 子 流 形 . 

b) 证 明 它 不 是 可 定向 的 . 

5.9.12 设 X,Y 是 两 个 流 形 , 而 D CX 是 X 的 带 边 区 域 .证 明 DxY cc XxY 
是 久 xY 的 一 个 带 边区 域 , 并 且 8(D xY) = 8D xY. 设 EcY 是 Y 的 一 个 带 边 
区 域 . D x EC X xY 是 一 个 带 边区 域 吗 ?( 针 对 所 有 情形 考虑 边界 9(D x 5).) 

5.9.13 证 明 在 环 面 T4 上 , 不 存在 函数 f 使 得 df = wi, 这 里 w; 是 5.3.10.1 中 
定义 的 . 

5.9.14 详细 证 明 5.3.30, 5.3.31.1, 5.3.31.2, 5.3.37.1， 5.3.37.2. 

5.9.15 证 明 d 维 流 形 X 的 德 拉 姆 群 的 直 和 R*(X) = 5 R*(X) 可 以 典范 地 

k=0 


配备 一 个 代数 结构 

5.9.16 设 了 是 流 形 X 的 一 个 子 流 形 , i : Y 一 X 是 典范 单 射 , 假定 存在 一 个 
映射 re C~(X;Y), 使 得 rly = idy. 证 明 对 于 所 有 k, i* : R:(X) 一 RA(Y) 是 满 射 . 
这 对 于 典范 含 于 关系 54-!1 C 54 成 立 吗 ? 

5.9.17 设 Rt 通 过 (z,y,z,t)= (w=Zz+ 记 ,v =z 二 + 认 ) 等 同 于 C2. 给 定 大 于 0 


的 整数 w, 设 G 是 由 
(uv) 一 (em ( 殊 ) 2 exp (到 ) ) 


生成 的 群 . 证 明 G 是 无 不 动 点 真 不 连续 的 作用 在 53 C Ra 上 的 群 . Y = 53/G 是 
和 否 是 可 定向 的 ? 对 于 n = 1,n = 2, 它 等 于 什么 ? 在 一 般 情 形 (n 是 任意 的 ), 计算 
R*(Y),k = 0,1,2,3. 

5.9.18 计算 克 莱 因 瓶 的 德 拉 姆 群 . 

5.9.19 给 出 注释 5.4.8 的 反例 . 
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一 个 流 形 , 即使 是 定向 的 , 未 必 具 有 上 典范 测度 , 可 是 只 要 流 形 是 定向 的 , 就 总 能 
够 在 其 上 典范 地 积分 一 个 最 大 阶 的 微分 形式 (6.1.3). 这 一 现象 是 基础 性 的 . 在 此 框 
架 内 , 我 们 证 明了 斯 托 克 斯 公式 , 它 是 一 个 重要 的 工具 , 因为 它 搭建 了 联系 带 边区 域 
和 它 的 边界 的 桥梁 . 

斯 托 克 斯 公式 的 威力 随后 用 多 个 例子 显示 . 特别 提 及 的 是 : 球面 和 两 个 流 形 的 
乘积 的 不 可 微 同 胚 性 , 向 量 场 的 (6.3.7) 或 圆 盘 的 自 同 构 的 (6.3.5) 不 动 点 定理 . 

随后 定义 欧 几 里 得 空间 的 子 流 形 的 体积 (6.5 和 6.6.3), 它 推广 了 曲线 的 弧 长 和 
曲面 的 通常 面积 概念 . 我 们 明晰 地 计算 所 有 维 数 的 球 和 球面 的 体积 (6.5.7). 作为 物 
理应 用 , 我 们 证 明了 阿 基 米 德 定理 (6.5.15). 最 后 , 我 们 利用 斯 托 克 斯 公式 证 明 任 意 
维 数 的 等 周 不 等 式 . 

本 章 最 后 致力 于 在 第 二 章 定义 的 管 形 的 体积 的 计算 . 经 过 漫长 而 精细 的 计算 而 
达到 作为 制高点 的 公式 6.9.9, 它 仅仅 借助 与 流 形 X 关联 的 不 变量 在 流 形 上 的 积分 
表示 体积 , X 是 嵌 人 到 一 个 欧 几 里 得 空间 里 的 . 这 里 提 到 的 不 变量 称 为 X 的 外 尔 曲 
率 . 在 XX 是 一 条 曲线 的 情形 , 这 个 公式 仅 含 一 项 , 明晰 的 计算 得 以 完成 (6.9.10). 


6.1 4d 维 定向 流 形 上 a 阶 微分 形式 的 积分 

6.2 ”斯 托 克 斯 定理 

6.3 ”斯 托 克 斯 定理 的 第 一 批 应 用 

6.4 欧 几 里 得 空间 的 定向 子 流 形 的 典范 体积 形式 
6.5 欧 几 里 得 空间 的 定向 子 流 形 的 体积 

6.6 ” 欧 几 里 得 空间 的 子 流 形 的 典范 密度 

6.7 管 形 的 体积 工 体积 形式 的 补充 


6.1 d 维 定向 流 形 上 4d 阶 微分 形式 的 积分 “191. 


6.8 管 形 的 体积 工 
6.9 管 形 的 体积 亚 
6.10 习题 


6.1 d 维 定向 流 形 上 d 阶 微分 形式 的 积分 


设 X 是 一 个 定向 的 4d 维 流 形 , 而 w 是 与 给 定 定向 相应 的 体积 形式 (参见 5.3.3). 
由 于 we 4(X), lw| 是 X 上 的 密度 (参见 3.3.5), 则 w 典范 地 对 应 X 上 一 个 勒 贝 
格 测度 , 仍然 记 作 |wl, 参见 3.3.11. 

设 ac 是 一 个 d 阶 微分 形式 . 由 于 w(z) 对 于 所 有 z 是 非 零 的 , 故 存在 了: X 一 RR， 
使 得 a = fw (参见 3.3.8 及 其 证 明 ). 

如 果 fe Ci (X) 则 记 作 ae 24,(X), 并 说 a 在 X 上 是 可 积 的 ,其 中 Cinf(X) 
表示 X 上 的 对 于 测度 |w| 可 积 函 数 的 实 向 量 空间 : 


6.1.1 a € NU (X) © fe CH (X). 


引进 记号 


6.1.2 /a= fi 


如 果 这 一 切 不 依赖 所 考虑 的 体积 形式 , 上 述 定义 才 有 意义 . 设 w' es 24(X) 是 对 于 选 
定 定向 的 另 一 个 体积 形式 , 我 人 有 w' = hw, 并且 he Co(X;R*) (参见 5.3.4). 于 
是 , 测度 lw'| 可 以 写成 lw'| = Alw|. 那么 0.4.3.2 正好 说 的 是 6.1.1 和 6.1.2 有 意义 ， 
且 不 依赖 体积 形式 w 的 选择 . 故 得 : 

6.1.3 ”定理 和 定义 

设 X 是 一 个 d 维 定向 流 形 . 可 以 内 草地 定义 一 个 向 量 空间 Gd, (X) 和 从 
024,(X) 到 及 内 的 民 线性 映射 

Ge 人 = 


人 < 条 为 w 在 X 上 的 积分 . 
x 


6.1.4 例子 

6.1.4.1 设 aE 804(X), 并 且 a 的 支 集 是 紧 致 的 , 则 满足 关系 a(z) = f(z)w(z) 
的 函数 f 是 连续 的 , 并 且 有 紧 致 支 集 , 故 ce 824, (X). 

6.1.4.2 特别 地 , 如 果 XX = R4, 而 ae f24(R4) 有 紧 致 支 集 , 则 取 Rd 上 的 体积 
形式 是 常数 形式 dz 人 … 人 dxza (参见 5.3.8.1). 如 果 afz) = f(z)dz1 信 … 人 dza, 


则 有 
人 oa= 了 .50， 
Ra BA 
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其 中 bo 是 Ra 上 的 勒 贝 格 测度 . 
6.1.4.3 设 X 是 由 一 个 体积 形式 w 的 选取 而 定向 的 流 形 , 那么 -w 定义 另 一 个 
定向 . 用 -X 表示 被 -w 定向 的 流 形 X, 如 果 we Cg,(X), 则 ae 24, (-X), 并 且 


[he 


事实 上 , 如 果 fe Ci (X) 满足 a= fw, 则 a=(-/)(-w), 于 是 
=D- fs 
6.1.4.4 命题 


设 久 和 YY 是 两 个 定向 流 形 ,而 f € Dif(X;Y) 保持 定向 , 如 果 Be [24,(Y), 则 
1) et 00, 并 且 人 六 9= Le. 
设 w' 是 Y 上 定义 给 定 定向 的 一 个 体积 形式 , 而 g 是 从 Y 到 R 内 的 函数 , 使 得 


有 =g:w. 设 w= f*w': 由 于 了 保持 定向 , w 是 XX 上 的 确定 X 的 定向 的 体积 形式 . 
对 于 关联 的 密度 有 


f°(lw') = 人 |， 
我 们 有 1*8= 产 (gw)= (go 了 )(f*w') = (go 了 ).w. 根据 定义 有 


人 re= 人 esniel 和 |e= /oo 


从 3.3.16 立刻 得 到 结论 . 
6.1.4.5 设 久 和 YY 是 两 个 定向 流 形 ，f < Dif(X;Y) 颠倒 定向 , 如果 BE 
oY) fpe ou. (x 48=- /8. 
该 结论 可 由 6.1.4.3 和 6.1.4.4 得 到 . 
6.1.4.6 以 下 设 X 是 定向 流 形 , 而 (Ui,ypi,Wi) 是 从 属于 正 的 (Ui, pi) 的 单位 
分 解 . 
设 ae Q4(X), a 有 紧 致 支 集 . 可 以 写 出 c = wo 由 于 a 有 紧 致 支 集 , 实际 


只 有 有 限 个 指标 i, 使 得 wa 了 0. 我 位 有 a < 024 (x) (参见 6.1.4.1), 并 且 由 于 线性 


性 ,还 有 
人 =- 三/ 人 ve 


而 Wia 是 支 集 在 坐标 卡 (Ui, wpi) 的 定义 域 Ui 内 的 一 个 微分 形式 , 由 于 we 
Dif (Ui; pi(Ui)), 坐标 卡 又 是 正 的 , 根据 6.1.4.4 和 6.1.4.9， 


/m= Wi = / (he) = he Yeo), 
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逆 得 
1 2 —1)* (7p. 
6.1.4.6 J (PF)” (wia). 
注释 
如 果 不 热 悉 密 度 , 可 以 从 这 个 公式 出 发 定义 人 有 
XxX 


6.1.4.7 设 铸 和 YY 是 维 数 分 别 为 d 和 e 的 两 个 定向 流 形 . 假定 X xY 被 典范 
地 定向 (参见 5.3.8.4). 那么 如 果 ae 04,(X) 且 Be 0s,(Y), 并 且 如 果 用 p 和 g 分 
别 表示 食 xY 到 铸 上 和 到 YY 的 投影 时 有 


PraAg'Be Nat°(X xY), 


则 
hr seo- (fo) (1s). 
设 w 和 w 是 X 和 YY 上 的 体积 形式 , 而 上 和 9 使 得 c= fw 和 8= gw 则 
Pp'a= (fop)pw, qB= (goq)g'w’, 
并 且 


ZraAg8= (fop)(goq)(p’w) A (gq'w’). 
对 于 密度 lw| 和 lw'| 利用 3.3.18 的 结果 即 得 


I((p°w) A (qo) = wl® lo, 


等 式 右 端 是 测度 |w| 和 lw'| 的 乘积 . 
于 是 X xyY 被 (p"w) 人 (gqg*w') 定向 , 借助 3.3.18.7 得 到 : 


[rarep= /enere) A (eo) 
二 XxY 
=/ ,Ueno le 
XxY 


-人 (1 eo) a 
-Lohse (ho) (hs) 


6.1.4.8 设 覆 登 映射 P:X 一 了 是 大 层 的 ,Y 是 定向 流 形 , 而 义 由 p 定 向 ( 参 
见 5.3.8.3), 又 设 d= dimX = dimY. 如 果 a € 824,(7), 则 pra € 824,(X), 并且 


人 ra=kj/ a. 
x Y 
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由 于 有 紧 致 支 集 的 连续 函数 在 Cint 中 稠密 , 只 需 对 于 有 紧 致 支 集 的 a e Ag(Y) 
进行 证 明 . 考虑 工 的 有 人 相关 的 和 人 委 名 (Di,yas 加), 即 (Ui, yi) 是 Y 的 坐标 
卡 , 使 得 p-1(U;) = U2U…UUk, Uj(i ,大 ) 两 两 不 交 , 并 且 p : U7 一 U; 是 微 
分 同 胚 (参见 2.4.1, 2.4.4, 3.2.3). 此 外 ， i 而 筷 被 p 定 向 ,p 在 吧 的 限制 


保持 定向 . 
于 是 有 
L.-T /we-Th ve 
由 于 p :Ui 一 Ui 是 保持 定向 的 微分 同 胚 , 根据 6.1.4.4, 对 于 了 = 1,.… ,及 


人 Wia = / Pp* (wia), 
实 ( / ; za =t/ Los， 


[ro) = [Wienere, 
p-1(U:) p71(U:) 
由 于 wop 的 支 集 在 p-1(U;) 内 , 于 是 有 


4/ =- :ef, Via = x:/ oi (wiop)(p'o) = >:/. (Wi op)(p’o). 


而 由 wi = 1 推出 Dw op = 1, 因 和 是 局 部 有 限 的 , 且 a 有 紧 致 支 集 , 所 以 


又 有 


可 以 交换 积分 和 对 于 i 的 求 和 次 序 , 从 而 得 到 *( 中 到 人 2 


6.1.4.9 设 X 是 一 个 定向 流 形 , U Ee O(X) 被 由 X 所 诱导 的 定向 确立 定向 , 如 
果 a eg (8), 则 


alv € eg (O) 并 且 / olw= 人 xva, 


其 中 Xu 是 U 的 特征 函数 . 

事实 上 , xw 是 有 界 可 测 函数 , 而 如 果 a e 824, (X),w 是 X 上 的 体积 形式 , 则 有 
J es Ci (X), 使 得 a = fw. 于 是 Xuy 对 于 lw| 是 可 积 函数 , 随 之 对 于 lw|o 也 是 可 
积 的 (参见 [0], 15 页 , 5). 由 于 alv = (xvf)(wlv), 欲 证 的 性 质 随即 得 到 . 

6.1.4.10 记号 

设 X 是 一 个 定向 流 形 , 是 X 的 一 个 紧 致 集 , a se 24(X), 而 xp 是 DD 的 特征 
函数 . 则 xpa e 2, (X), 今后 将 令 


re we 
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6.1.4.11 (积分 的 连续 性 ) 
设 tr* al(t) 是 d 维 定向 紧 致 流 形 X 上 的 d 阶 00 类 微分 形式 的 连续 族 (参见 


5.2.10). 则 映射 4 人 Q(t) 是 连续 的 . 
Xx 
仍然 设 {(Ui, yis yi)} 是 X 的 单位 分 解 , 通过 它 归结 到 引 理 5.2.10.6. 由 6.1.4.6/ 


a 一 1 * 
人 “0- 开 / ,Wel0) = 人 er (hal)), 


只 需 验 证 每 一 项 的 连续 性 . 而 这 可 从 0.4.8.2,5.2.10.1 和 6.1.4.2 得 到 . 

公式 6.1.4.6' 几乎 只 有 理论 上 的 意义 . 在 实际 的 明晰 计算 当中 , 更 经 常 利用 以 下 
结果 : 

6.1.5 “定理 

设 义 是 一 个 d 维 定向 紧 致 流 形 , 而 a E JE(X)， 给 定 三 元 组 的 一 个 有 限 族 
{(Uis VisTi)}:Ui 是 Ra 的 开 集 , Vi 是 Ui 的 紧 致 集 , Ti 是 从 Ui 到 多 内 的 一 个 CP 类 
映射 , 使 得 


得 


ni(V) € O(X), nie Di (VY;7(V)), 
并 且 保 持 定向 . 
还 假定 对 于 i 关 j 
(VIN VG) = 0, UW)=X. 


并 且 对 于 所 有 i, Vi 一座 是 零 测度 集 . 则 


人 


叙述 偏 长 , 但 是 表达 了 一 个 十 分 简单 的 结果 : 计算 积分 时 ， 可 以 仅仅 在 一 些 开 
集 (通常 是 坐标 卡 的 定义 域 ) 上 积分 , 如 果 忽 略 一 个 零 测度 集 , 这 些 开 集 将 覆盖 整个 
流 形 . 

因为 Vi 一 商 是 零 测度 集 , 而 且 二 < C?(Ui; X), 作为 堆 测 度 集 在 C1 类 映射 下 的 
像 集 , 7i(Vi 一 座 ) 在 X 内 也 是 零 测度 的 , 参见 3.3.17.3. 

于 是 Jni(V - 多 仍然 是 零 测度 集 , 并 且 有 


人 3 es 2 所 A) 人 
而 Vi 是 紧 致 集 , ms C?(Ui; 久 ), 故 Vi 的 边界 在 天 下 的 像 集 是 像 集 的 边界 , 即 


0 和 -9 的 履 (Un09) -Ue = 


i 


196 第 六 章 。 流 形 上 的 积分 法 


NY 


图 6.1.5 


(这 就 取消 了 边界 ). 由 于 (次 ) 不 相交 , 故 得 


/°°=E/ Thre 


6.1.6 ”典型 例子 (其 他 例子 , 参见 物理 书 ): 5? 上 利用 地 理 坐 标的 计算 
这 里 X = 5?, 在 6.1.5 中 取 三 元 组 (U,V,7), 其 中 
U=R?,V = [一 mr 如 x [-3. 引 , 

T : (po,b) mm (cosp .cosbsinp : cos9,sin9).p 是 经 度 , 而 9 是 纬度 . 我 人 有 re 
Coo(R2; 52) (参见 2.6.7), 并 且 V - 六 是 零 测度 的 ，r e Dif (Yir( 史 )， 如 果 wp 
是 从 格林 尼 治 算 起 的 经 度 , 那么 r(Y 一 六 ) 就 是 国际 日 期 变更 线 , 在 那里 , 人 们 在 毫 
米 之 间 改 变 日 期 . + 是 一 个 微分 同 胚 , 并 且 保持 5? 的 典范 定向 : 事实 上 , 5? 上 的 典 
范 体积 形式 是 (参见 5.3.17.2)， 


o=7zdyNAdz+ydzAdr+zdyAdz 


而 公式 5.2.8.3 指出 7+o = cosb.dpAdg, 如 果 9< (一 了 于), 则 cos6 > 0, 这 表明 


是 一 个 保持 定向 的 微分 同 胚 , 参见 5.3.20. 由 此 得 到 (参见 6.1.5), 对 于 5S? 上 的 连续 
函数 广 


wj2 
1.°=| / flcosp .ecosg,sinp : cos,sinO) .cos0. |dp A dOl. 
52 x Jn/2 


这 里 出 现 的 是 R? 上 的 勒 贝 格 测 度 : 50 = Jap 和 dg. 
例如 , 对 于 f 二 1 求 出 人 J = 4x, 这 正 是 52 的 面积 , 还 可 参见 6.5.7. 
S52 
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WY 


格林 尼 治 
国际 日 期 变更 线 
=r(V- 力 


图 6.1.6 


6.2 ”斯 托 克 斯 定理 


6.2.1 定理 
设 久 是 一 个 d 维 定向 流 形 ,we QI(X), 刀 是 X 的 紧 致 带 边区 域 . 则 


其 中 : i; 


[=/ iw, 
D aD 


OD 一 义 是 典范 单 射 . 如 果 9D = @, 则 / dw = 0. 
D 


我 们 注意 到 / dw 在 6.1.4.10 定义 , 而 9D 是 典范 定向 的 (参见 5.3.36). 按 昭 
D 
5.2.5.1 的 写法 , 可 以 写成 


wl =,/ bw. 
如 aD 


这 个 定理 推广 了 经 典 公式 人 fdt= f(b) 一 f(a). 因为 对 于 D = [a,b], 89([a,) = 
{a} U{6}, 对 于 6b, 指定 “+” 号 , 而 对 于 a, 指定 “- ”号 . 

证 明 分 几 个 步骤 进行 . 

第 一 步 . 我 们 有 


/a= /xaao 
D x 


设 {(Ui, wi 9)} 是 与 诸 坐 标 卡 (Ui, yi) 关联 的 X 的 单位 分 解 , 坐标 卡 对 于 X 的 


定向 是 了 


E 的 . 覆盖 D ( 带 边区 域 ) 的 坐标 卡 根据 它 关联 于 > < 户 或 ze 9D (参见 


5.3.34) 而 区 分 为 两 个 类 型 . 根据 9D 的 定向 (参见 5.3.36), 对 于 z e 9D, 诸 坐 标 卡 
(Ui 门 9D, pilsp) 对 于 8D 的 这 个 定向 是 正 的 . 
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由 于 DD 是 紧 致 的 , 故 仅 有 有 限 个 指标 i 使 得 DNU; 关 g, 则 


人 xcav= 人 xd (Zn) 


其 中 和 的 项 数 是 有 限 的 . 由 于 算 子 d, D 上 的 积分 及 限制 i* 和 8D 上 的 积分 都 是 可 
加 的 , 所 以 只 需 对 于 这 样 的 we 28-1(X) 证 明定 理 , 它 的 支 集 是 紧 致 的 , 含 于 U 内 ， 
并 且 (U, wp) 是 带 边区 域 D 的 坐标 卡 , 其 类 型 是 上 面 考虑 的 类 型 中 的 一 个 . 

第 二 步 . 于 是 可 以 假定 w 的 支 集 是 紧 致 的 , 并 且 含 于 U 内 . 由 于 yp e Diff (U; 
e(D)), 其 中 yp(U) 是 Ra 的 开 集 , 应 用 6.1.4.4 得 到 


hse= xo f xo = (p97 ) (xpdw) 


=/ ,oop do). 
vw(U) 


而 Xpoe-: = Xp(p), (Pp!)*(dw) 的 支 集 在 yp(U) 内 , 并 且 d 同 (p-!1)* 可 交换 ( 参 
见 5.2.9.3), 上 式 最 后 写成 


Le=h, Xp d (pT )"w). 


“leo ee 人, (pap) Ci). 
而 yp(8D) 含 于 {0} x R4~! (参见 5.3.33), 故 


ws = ((p- 1)*w -~ 
hsloo = foi Yeon 


令 a = (p11)*w, 我 们 发 现 只 需 对 于 X = R4,a e 24(R4), suppa 是 紧 致 的 , 以 
及 D= Rs 和 DD=(-oo,0] x Re-: 这 两 种 情形 证 明定 理 : 在 第 一 种 情形 , 6D = Ci; 
在 第 二 种 情形 , 9D = {0} x Rn-1. 

第 三 步 . D = Rd 8D = G. 必须 证 明 人 aa =0. 设 


同样 有 


d 
a=》 aidzlA…AdziA…Adazrd 
I 


(参见 5.2.7.2). 由 于 a 有 紧 致 支 集 , 所 以 可 以 找到 一 个 立方 体 @, 使 得 suppa c 昌 . 
邻 Q= Qix Qa 这 里 Qi = [a,9jc BR, 而 Qa_i 是 R4-! 的 一 个 正方 体 .我 们 有 


d 
da= (Col wo， 而 wo=dziA 人 .Adza. 
i=l1 时 


6.2 ”斯 托 克 斯 定理 


根据 富 比 尼 定 理 (0.4.5.1) 
aai 


a 
Ba | ol 


aa Oa 
Bz l= |wol 
Q@ oT1 QuxQu- oz 


Oa1 
= —la dz2 人 .Adzal. 
人 (fs a) Oz 加 注 | 


因为 suppa 门 6Q = g@, 我 们 有 


上 强 dzl= amvzd 一 aa(oaz za 
Qix{fza Ta} oz 


于 是 a . 
al aol 
有 一 人 有 ml=0 
a Oa EEN 
对 于 所 有 证 同样 有 3 lool =0, 这 就 确立 了 结果 . 
Q Ori 


第 四 步 . D = (-o0,0] x R41,8D = {0} x Rd-1. 
仍然 考虑 一 个 立方 体 @", 使 得 suppa c Q'. 令 


Q= NR x Re!)= [a,0 x Qa 
对 于 像 前 面 那样 写 出 的 a, 仍然 有 


对 于 所 有 i=2,… ,4 /lwol =0. 
© 


Ori 
事实 上 , 如 果 Qa_1 = [a2,52] x -… x [aa, bd], 跟前 面 一 样 , 我 们 有 
b Oa 
| eb il 加 Ti ,Ta)dt 
二 oa 


=0, 


,Ta), 
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图 6.2.1.2 


但 是 对 于 所 有 的 
(p30. se 100p1. 2a) € [os 0] lon bi]X:--x [ort bi-1]x [esp1s br] .xaa ba), 
都 有 
(ze OQ', 
故 
人 起 ec ,zi 和 ai yzalldil= 0， 随 之 人 写 ml = 0. 
而 对 于 人 9 计算 是 不 同 的 ,表亲 下 一个 非 项 
太 ( [oanl) las ee A deal 
= /or ee a Re 
仍然 有 or(a,z2,.… ,za) = 0, 故 终于 得 到 


/ wdo=/ al(0, 2,.…* ,Ta)ld rz2 A 和: A 人 dzal. 
tolxeu_， 


过 
WF a= Pod 人 mA A dre 由 于 dzllap = 0, 故 有 
1 


alap = o1(0, 72,.** ,Ta) dzz 人 … 和 dzd， 
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从 而 


Xpdea 一 a = 人 Ds 
人 fo lon = [olan 


这 就 是 要 证 明 的 . 

6.2.2 ”注释 

可 以 引进 带 边 的 流 形 以 及 在 它 上 面 的 微分 形式 , 然后 证 明 在 这 种 框架 下 的 斯 托 
克 斯 定理 , 参见 [7], 437 页 和 让 还 可 以 对 于 密度 给 出 类 似 的 定理 . 最 后 , 可 以 对 于 边 
界 不 够 正则 的 “区 域 ” 证明 斯 托 克 斯 定理 , 该 边界 是 余 维 数 为 1 的 子 流 形 , 参见 [7]， 
459 页 . 

6.2.3 ”注释 

在 一 个 流 形 上 , 可 以 定义 链 , 在 链 上 的 积分 及 链 的 边界 等 概念 , 并 证 明 在 这 种 情 
形 下 的 斯 托 克 斯 定理 . 对 于 这 个 与 上 面 类 似 的 理论 , 参见 [10], 第 八 章 . 


6.3 斯 托 克 斯 定理 的 第 一 批 应 用 


6.3.1 命题 
设 义 是 一 个 d 维 定向 紧 臻 流 形 . 则 对 于 所 有 微分 形式 wE 8f-1(X)， 我 们 有 


/ao 
区 


事实 上 , X 自己 是 带 边区 域 , 并 且 边 界 是 空 集 . 

6.3.2 ”推论 

设 X 是 一 个 中 维 可 定向 紧 致 流 形 . 则 德 拉 姆 群 Ra(X) 的 维 数 大 于 或 等 于 1. 

设 w 是 一 个 体积 形式 , 由 于 人 > 0, 所 以 w 不 可 能 等 于 da 

6.3.3 ”推论 

设 p 和 g 是 两 个 大 于 或 等 于 1 的 整数 . 球面 Sp+9 决 不 微分 同 肛 于 X xY, 这 
里 X 和 了 是 维 数 分 别 为 了 和 4 的 可 定向 流 形 . 

由 于 p> 1 和 4 > 1, 我 们 知道 德 拉 姆 群 Re(Sz+9) 是 零 空间 , 参见 5.7.1. 如 果 
SPt9 微分 同 胚 于 X x Y, 将 有 可 (X xY) = {0} (参见 5.4.7). 我 们 要 指出 这 将 导致 
矛盾 . 设 p 是 X xyY 在 X 上 的 投影 , w 是 对 于 X 的 一 个 体积 形式 . 由 于 对 于 固定 
的 yeY, 映射 p:X x {y} 一 X 是 一 个 保持 定向 的 微分 同 胚 (X x Y 被 适当 定向 )， 


我 们 有 
o< 人 -人 wlxx{y): 


而 w 是 X 的 最 大 阶 的 微分 形式 , 故 dw = 0, 于 是 


drw) =p"(dw) =0. 
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而 由 假设 Rr?(X x Y) = {0} 得 知 存在 
aegr 1(X xY) 使 得 p*w=da. 


于 是 根据 命题 6.3.1 将 有 


pw =/ d(alxx = 
人 |xx{y} pa (alxx{w) 


6.3.4 命题 
设 万 是 Ra 的 CI 类 的 非 空 紧 致 带 边区 域 ,又 设 


VeOp(Rd4 和 JecClV;aD). 


则 f 在 8D 的 限制 不 可 能 是 恒 等 映射 . 
设 有 1,… ,fa 是 f 的 坐标 函数 , 而 了 是 从 9D 到 Ra 内 典范 单 射 , z1,… ,zu 是 
R4 到 R 内 的 坐标 函数 . 引进 积分 


readmA Adz0， 人 apA AdJ 
aD aD 


假定 我 们 有 jsp = idop, 则 有 天 | = zilap, 从 而 这 两 个 积分 是 相等 的 ,对 于 
这 两 个 积分 应 用 斯 托 克 斯 定理 即 得 


asindran Nd) = 人 amnAdapnA df 
D D 


但 是 等 式 左 端 是 D 的 体积 , 从 而 是 一 个 正 数 . 至 于 右 端 , 由 于 / 的 值 在 9D 内 ， 
故 对 于 m e V, 我 们 有 


dfi(m) = f°(d zi)(m) € Tm)(8D), 


后 者 是 d - 1 维 的 切 空间 的 对 偶 空间 . 由 于 我 们 有 d 个 微分 形式 在 一 个 d ~ 1 维 空 
间 里 , 它们 必定 是 线性 相关 的 , 故 d 广 Ad 万 ^…'Adjfa = 0, 这 就 是 要 找 的 矛盾 . 

富有 启发 性 的 解释 是 ,这 个 结果 表明 一 个 自然 现象 : 一 片 平面 薄膜 不 可 能 收缩 
到 其 边界 上 而 不 撕 破 任何 部 分 . 

6.3.5 ”推论 ( 布 劳 威 尔 ) 

设 UEO(R4),U 2 B(0,1), 而 ge Cli(U;R4) 使 得 g(B(0,1)) C BB(0,1). 则 g 在 


用 归 雇 法 . 假定 g(z) 关 xz,Yz e B(0,1). 对 于 所 有 z e B(0,1), 定义 f(z) 是 起 点 
为 g(z) 过 = 的 半 直 线 与 54 的 唯一 交点 . 映射 = f(z) 显然 把 一 个 开 集 U > B(0,1) 
变换 到 08B(0,1) = 54, 并 且 是 C! 类 的 . 这 从 它 的 明晰 表达 式 得 到 : 


f(z) = z+ tu, 
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图 6.3.5 


_ xz-g9r) ， 
其 中 = gh := (zlu) + V1— lzl2 + (zlu)?. 


6.3.6 ”注释 

6.3.5 对 于 9g e C?( 访 (0,1); 巨 (0,1)) 仍然 成 立 , 参见 习题 6.10.4. 

6.3.7 ”命题 

设 D=B(0,1) CR2, S1 = 68(B(0,1)), 再 设 £ € CI(R2;R2) 是 一 个 向 量 场 ， 满 
足 条 件 : 对 于 所 有 z e S1,6(z) = Mr, 其 中 入 ER*. 则 存在 ye DD, 使 得 5(y) = 0. 


3 


图 6.3.7 


存在 和 < 0, 使 得 &(z) = Xz 表示 在 51 的 所 有 点 , 场 是 洛 法 向 量 进入 D 的 . 其 
实 只 需 假 设 $e C1(U; R?), 其 中 U 是 一 个 开 集 , U > B(0,1), 因为 场 定义 在 B(0, 1) 
的 一 个 邻 域 就 足够 了 . 用 归 雇 法 证 明 . 假定 5(z) 关 0,Yz es B(0,1), 可 以 在 一 个 开 集 
U2 B(0,1) 上 定义 cS 

T 
"0) = Fah 
于 是 ne C1(U; 5). 

设 r 是 S! 上 的 体积 形式 (参见 5.3.17.2), 由 于 Yo 是 R? 上 的 1 阶 微分 形式 ， 

把 斯 托 克 斯 公式 应 用 到 R? 上 , 即 得 


hs oao= Lawrolso = [volon) 
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一 方面 ,do 是 2 阶 微分 形式 , 而 9D 是 1 阶 流 形 , 由 阶 推理 (参见 5.2.5.2), dolsp = 0. 
而 另 一 方面 ,7 在 51 = 9D 上 的 限制 是 映射 z 一 -z, 这 是 一 个 保持 定向 的 微分 同 
胚 . 根据 6.1.4.4, 得 到 矛盾 : 
To= 人 o>0. 
S1 S1 


富有 启发 性 的 说 法 是 : 这 个 结果 表明 , 如 果 考 虑 场 5 的 积分 曲线 (参见 第 一 章 )， 
这 些 积分 曲线 收敛 到 DD 的 一 个 点 . 不 过 , 这 个 直观 说 法 并 不 严密 , 这 些 曲线 可 以 是 
逐 层 的 渐 近 于 缩小 的 圆周 的 螺旋 线 . 也 可 以 说 沿 着 上 的 这 些 积分 曲线 , 定义 一 个 从 
D 在 其 自身 上 的 严格 收缩 , 必然 停留 在 某 个 部 分 . 

6.3.8 ”命题 

设 刀 = B(0,1) C R?, S51 = 9(5(0,1)), 而 已 是 从 万 去 掉 g 个 开国 盘 Di,1 < 
1 和 dg 得 到 的 带 边区 域 , 这 些 图 盘 两 两 不 交 . 又 设 上 是 一 个 从 R2 到 R? 的 Cl 类 的 
向 量 场 ,上 在 9 上 是 进入 妃 的 法 向 量 . 则 当 g > 1 时 , 存在 y E 互 , 使 得 上 (0) = 0. 

所 谓 上 在 9E 上 是 进入 妃 的 法 方向 , 指 的 是 Yz € 51,3A(z) e R*, 使 得 Ez) = 
A 和 A(z) 2 而 Vi = 1,… ,gq,Vz € 8Di,3A(z) € R', 使 得 &(z) = A(z)(z 一 zi), 这 里 江 。 
是 Di 的 圆心 . 


图 6.3.8 


证 明 像 6.3.7 一 样 进行 . 假定 命题 不 真 , 并 且 得 到 


有 (mcjlas = /aora) = 0. 


而 我 们 有 85 的 一 个 分 解 : 


= SIU 包 op】 
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故 


由 于 7: 9Di 一 51 是 一 个 微分 同 胚 并 且 苏 倒 定向 , 故 


/ wo=-/ o 而 mo- 人 =>0 
OD: S1 Ss S1 


于 是 得 到 
5 0=(1 一 9) On 
如 果 g 夭 1 就 得 到 了 矛盾 . 

6.3.9 注释 

1。 对 于 dg = 1, 结果 是 错误 的 : 图 6.3.8 右 侧 的 图 给 出 构造 反例 的 示意 图 . 

2" 在 6.3.7 和 6.3.8 中 对 于 向 量 场 的 要 求 降低 为 《es C?%(D;R?) (相应 的 5 € 
Co(E;R2)), 我 们 会 更 满意 , 参见 习题 6.10.4. 

3。 其实 只 需 假定 & 是 进入 的 , 而 不 必 是 法 向 , 参见 7.4.19. 
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我 们 提醒 一 下 (参见 0.1.15.5), 一 个 定向 欧 几 里 得 空间 已 有 一 个 典范 体积 形式 
Ag. 如 果 VV 是 的 一 个 定向 子 空间 ,对 于 ze V, 它 的 切 空间 ToV 就 有 一 个 典范 体 
积 形式 Xr,v. 事实 上 , 我 们 有 TeV C E, 于 是 根据 假设 , TaV 对 于 E 的 欧 几 里 得 结 
构 诱导 的 欧 几 里 得 结构 是 欧 几 里 得 的 和 定向 的 ,不 过 提请 注意 , 这 里 通过 典范 同 构 
映射 (参见 2.5.22.1 和 2.5.12), 默认 把 TeV Cc 已 和 抽象 流 形 Y 的 切 空间 TeV 等 同 . 

6.4.1 命题 

设 马 是 一 个 欧 几 里 得 向 量 (或 仿 射 ) 空间 ,V 是 妃 的 CP 类 的 定向 子 流 形 , 则 
V 具有 一 个 典范 体积 形式 we [24_1(V), 其 定义 是 : 对 于 VV 的 每 个 zw(2) = MXrev， 

为 了 证 明 w 是 C?-! 类 的 , 考虑 V 的 正 的 参数 表示 (坐标 卡 的 逆 ) (U,g), 这 里 
U 是 Ra 的 开 集 ,ge Dif (局 g(I)). 设 {e1,… ,ea} 是 Ra 的 典范 基底 , 根据 5.2.4.1， 
对 于 ve 了 


(go)jGo(et ,ea) = w(g(u))((Tug)(e1),… , (Tug)(ea)). 


而 UV 是 Ra 的 开 集 , g(D) c E, 是 向 量 空间 , 于 是 通过 向 量 空间 和 切 空间 之 
间 的 等 同 同 构 , (Tg)(ei) 等 于 型 : 于 是 根据 0.1.15.6 得 到 


oowe re-=oeo( 下 本)- as 人 (如 
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由 于 V 是 C? 类 的 , 故 9 是 C0? 类 的 , 我 们 有 


bg| 0g jd 
6.4.1.1 ro- ae( 襄 号 jia Admae 弛 io 


由 此 得 到 


we O41(V). 
6.4.2 ”例子 
6.4.2.1 如 果 VeO(R4), 则 w=wo= (dz 和 :…Adzra)lv. 
6.4.2.2 设 V={(z,y,f(z,y));(z,y) € 4},V C R3. 假设 参数 表示 g : (z,y) 一 
(z,y, f(z,y)) 是 C? 类 的 , 保持 定向 . 如 果 令 


= 
La 7 


则 有 元 
下 = (0 及 ， 列 = (19 
故 
行列 式 det (器 名 ) ee 1 tt 
于 是 对 于 参数 表示 9 和 V 的 典范 体积 形式 ww 我 们 有 
6.4.2.3 grw= VItp +qgdrAdy. 


例如 , 为 了 积分 了 上 的 一 个 函数 G(z,y,z), 而 V 配备 了 关联 于 密度 |w| 的 密度 ， 
我 们 只 需 计 算 


人 Ge f(z) VITP Edzdy. 


自然 会 问 , 欧 几 里 得 空间 的 子 流 形 的 典范 体积 形式 跟 5.3.17.2 引进 的 典范 形式 
在 球面 54 < Rs+1 的 情形 是 否 一 致 ? 为 此 回答 这 个 问题 , 我 们 利用 下 列 更 普遍 的 
结果 : 

6.4.3 ”命题 (和 定义 ) 

设 V 是 定向 欧 几 里 得 空间 巨 的 定向 的 余 维 数 为 1 的 C? 类 子 流 形 . 则 存在 场 
v ECP-1(V; 忆 ), 满足 条 件 : 

a) v(z) € 9s((TeV)+), Yr EV; 

b) llv(z)| = 1; 

c) 如 果 {e1,… ,ed} 是 TzeV 的 正 的 基底 , 则 {v(x),9z(e1),… ,0z(eq)} 是 已 的 
正 的 基底 . v 称 为 V 的 典范 法 向 量 场 . 
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93 CO) 


图 6.4.3 


6.4.4 ”注释 

如 果 D cE 是 忆 的 一 个 定向 带 边 区 域 ,而 V = 68D, 我们 称 v 是 外 出 单位 法 向 
量 场 : 观察 图 6.4.3, 并 且 做 习题 6.10.7. 

条 件 a) 和 c) 除 一 个 正 的 倍数 外 , 确定 v(z), 条 件 b) 以 唯一 方式 确定 了 v(z). 
留 下 的 是 证 明 v 是 C?-! 类 的 . 而 如 果 w 是 的 (定向 的 ) 典范 体积 形式 , 而 o 是 
V 的 典范 体积 形式 , 则 


6.4.5 og =int(v)-w 


如 果 这 个 公式 成 立 , 其 中 的 是 Cz-:1 类 的 ,w 是 Ce 类 的 , 那么 根据 推论 5.3.16， 
v 将 是 Cz-:! 类 的 . 由 于 o 和 int (>) . w 都 是 体积 形式 (参见 5.3.17.1), 为 了 证 明 等 
式 , 只 需 验证 它们 在 一 个 点 相等 . 
设 {e2,… ,ed} 是 TsV 的 标准 正 交 基 底 , 则 有 o(e2,… ,ed) = 1 (参见 0.1.15.5)， 
而 
(int (z)uj(ez, ,ea) = w(071(v(z)), e2,:*. ,eq), 


其中 的 


{02 (v(z)), ea ed 


是 051!( 石 ) 的 标准 正 交 基底 , 故 
a(ez，… ,ed) = int (v)(w)(ez,.*. ,eq) =1, 


由 此 得 到 结果 . 

6.4.6 ”例子 

对 于 球面 Sd, 在 5.3.17.2 中 已 经 取 o = int (v)wo, 这 正 是 在 6.4.3 中 引进 的 同一 
个 体积 形式 . 
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6.4.7 ”实际 计算 
6.4.7.1 设 (Ug) 是 4 维 网 几 里 得 空间 E 的 超 曲 面 的 正 的 参数 表示 , 则 
Gg Bg 
B71 A Ora-1 
Ba A og 
ari dra-1 


这 里 .和 人. 表示 4E 的 内 积 , 是 任意 d 维 空间 , 而 外 . ‖ 是 与 之 关联 的 范 数 : 参见 
0.1.15.1. 如 果 d = 3, 这 里 涉及 的 只 不 过 是 通常 的 向 量 积 : 参见 0.1.17. 

如 果 Rs 的 一 个 曲面 的 参数 表示 是 特殊 的 g : (z,y) m (z,y, f(z,)),V 在 g 是 
正 的 条 件 下 定向 . 令 


则 


ee 也 p 1 
” ( VItP+g TEST 

6.4.7.2 引 理 

设 3 是 Rs 的 一 个 定向 曲面 , 典范 单位 法 向 量 v 的 分 量 是 U1,v2,v3,0 是 5 的 
典范 体积 形式 , z,y,z 是 R3 的 坐标 函数 . 则 


viols =dyAdz|s,v2o|s =dzAdzls,vac|。 =dzAdyls. 


图 6.4.7.2 


如 果 {e1,ez,e3} 是 R3 的 典范 基底 , wo 是 其 典范 体积 形式 ， 则 根据 6.4.5 有 
0 二 int(v)wo. 又 及 = (eilv), 故 


(veal) = lv -el) =0 BT wm-eers. 


Mo =int(vv)wo, dyAdz= int(e)wo, 
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mo — dyAdz|s = int (viv ~ ei)wols. 
如 果 考 虑 a 和 be T5, 则 有 
(uo — dy rdz)|s(0,b) = wo(viv ~ e1,0,b). 
三 个 向 量 viv -etob 在 2 维 的 TS 中 , 必定 线性 相关 , 故 
(mo —dyAdz)ls =0. 


6.4.7.3 注释 
关系 mcls = dy 人 dz|s 只 不 过 是 下 列 公式 的 无 穷 小 说 法 : 一 个 平面 图 形 在 另 
一 个 平面 上 的 垂直 投影 的 面积 等 于 原来 的 面积 乘 以 两 个 平面 夹 角 的 余弦 , 


6.5 欧 几 里 得 空间 的 定向 子 流 形 的 体积 

6.5.1 定义 

设 已 是 一 个 有 限 维 欧 几 里 得 空间 , V 是 d 维 定向 子 流 形 , o 是 它 的 典范 体积 
形式 . 称 积 分 上 = 是 V 的 体积 ( 若 4 = 2 面积 , 若 d 一 1 长庚 ), 数 / v 属于 

V VvV 

了 + U{+oo}, 记 之 为 Vol(V)(Aire(Y),Long (V)). 

因为 /就 是 人 |ol, 而 1 是 正 的 , 所 以 这 个 定义 有 意义 . 

Vv Vv 
6.5.2 ”注释 


1。 如 果 Ve€ O(E), EE 是 定向 欧 几 里 得 空间 , 而 V 是 相对 紧 致 的 , 则 Vol(V) 
有 限 , 但 反之 不 真 . 


Long(/)=" 


Aire(V)<™ 


图 6.5.2 


2 如 果 dimY < dim 已 , 可 能 Y 是 相对 紧 致 的 , 但 Vol(V) = +co， 比 如 , 在 
已 = R? 内 的 一 条 曲线 V, 渐 近 于 一 个 圆周 , Y 的 闭 包 是 紧 致 的 , 但 其 长 度 是 无 穷 的 . 
还 可 参见 习题 6.10.13. 
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6.5.3 ”曲线 情形 定义 的 合理 性 

这 里 假定 V 是 维 数 4 = 1 的 子 流 形 ， 我 们 提醒 , 所 谓 一 条 曲线 ,就 是 一 个 从 
(ob 到 EE 内 的 C1 类 的 映射 9, 内 接 折 线 长 度 的 上 确 界 (如 果 存 在 ) 称 为 曲线 的 长 
度 . 已 经 证 明 这 个 长 度 等 于 (参见 [2], 第 53 章 ): 


b 
f Iolate RrUtro)}. 
假定 ge Dif ((a,6b);V), 即 9 是 V 的 完整 参数 表示 . 那么 如 果 o 是 V 的 典范 


长 度 形式 , 有 
人 -人 en 


而 根据 公式 6.4.1.1, 我 们 有 9*o = gdt 于 是 6.5.1 所 定义 的 长 度 跟 通 常 定义 的 
长 度 一 致 . 

事实 上 , 我 们 经 常 所 说 的 曲线 的 弧 是 给 定 在 闭 区 间 [a,9] 上 的 一 个 映射 6. 这 时 
不 再 可 以 谈论 微分 同 胚 . 不 过 按照 通常 的 曲线 的 弧 的 长 度 定义 , 去 掉 端 点 和 带 有 端 
点 的 长 度 显然 是 同样 的 . 

6.5.4 ”提请 注意 

如 果 d > 2, 上 面 的 说 法 将 不 再 有 效 . 对 于 d = 2, Y 的 面积 不 再 是 V 的 内 接 多 
面 形 面积 的 上 确 界 . 只 需 考虑 威尼斯 灯笼 (或 彩色 折纸 灯笼 ) 形 的 反例 : 在 一 个 固定 
的 圆柱 面 内 可 以 内 接 多 面 形 , 其 面积 的 上 确 界 是 +oo (计算 留 给 读者 : 必须 让 水 平 的 
层 数 与 多 面 形 的 棱 数 之 比 趋 于 无 穷 ). 

6.5.5 ” 球 的 体积 和 球面 的 体积 

容易 证 明 (参见 0.0.3): 


Vol(Ba(0,r)) = rsVol(Ba(0,1))， 和 Vol(Sd(r)) = raVol(S4). 
留 给 读者 验证 . (参见 习题 6.10.17). 我 们 还 有 


6.5.6 

6.5.6.1 引 理 
Vol(Bari(0,1)) = 二 TVol (5°). 

6.5.6.2 注释 


这 个 引 理 将 来 还 可 由 6.9.13 得 到 , 也 可 以 利用 6.5.9. 
目前 我 们 用 斯 托 克 斯 定理 证 明 这 个 引 理 . 设 o 是 54 的 体积 形式 : 
d+l 
o= 二 (—1)i-!zidz1 入 .Adzi 入 .人 了 da+1 


这 1 


(参见 5.3.17.2), 而 wo = dz1 信 …A 人 dzati 是 Ra+l 的 典范 体积 形式 . 根据 斯 托 克 斯 


定理 , 我 们 有 
va(sy = [,o=/ on 
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而 
d((—D)ilzidzi A AdriNA.. Adran) = dr 人 .Adran = wo, 
故 
Vol(S®) = (d+1) wo = (d+1): Vol(Bari(0,1)). 
Ba+1(0,1) 
6.5.7 定理 
我 们 有 
2d+17d 2rd+1 
人 2d+1) 一 
Val(S) = 3 0 和 Vol(S*411) = 一 一 


6.5.8 引 理 


d+1 


十 oo 本 
(人 
Vol(S4] =2411 全 0 - 


十 oo 2 
人/ tae 一 dt 
0 


为 了 进行 计算 , 使 用 球面 坐标 技巧 , 即 引 入 映射 
用 f(t,z) =t:z 定义 的 f:R; x 5 一 Rs+! 一 {0}, 
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这 个 映射 是 保持 定向 的 微分 同 胚 (可 以 直接 验证 )， 此 外 , 如 果 wo 和 o 分 别 表示 
Re+l 和 Se 的 典范 体积 形式 , 则 


6.5.9 frwo=tidtAo | . 


其 实 , 如 果 p 和 4 分别 是 从 RY x Ss 到 R4 上 和 S4 上 的 投影 ,6.5.9 中 的 dt Ac 就 
应 该 准确 写成 p*(dt) 人 gq*(o). 
为 了 证 明 6.5.9, 把 S4 嵌入 到 R4+!, 由 此 得 到 一 个 子 流 形 


Ri xSecRixRertcCRxRd+l 


映射 /是 由 ft,z) =t-z 定义 的 映射 je Ce(R x Re Re4tD 在 Ri x 3S4 上 
的 限制 . 由 于 这 里 涉及 的 是 向 量 空间 , 我 们 可 以 利用 公式 5.2.8.3 开展 论证 . 改变 一 
下 坐标 的 记 法 , R 的 用 上 而 Ra+i 的 用 (z1,… ,zd+1). 我 们 有 
wuo = dz 人 人.…Adzdatt， 成 tzi Tar) = (tz ,trdrl， 


根据 公式 5.2.8.3 和 5.3.17.2: 


frwo =d(t' zi) A. Ad(t. zatHD) 
= (zidt+tdzt)A.…A(zd+rtdt+tdzdrl) 


二 tafl.dzi 人 .入 dzdri 十 tadt 入 (Ecoeanw rtd) 
i 
=ttlwo +tidtAo. 


但 根据 阶 推理 (参见 5.2.5.2), 得 wolsa = 0, 这 就 证 明了 6.5.9. 也 可 以 不 用 坐标 
来 证 明 6.5.9, 见习 题 6.10.26. 

考虑 从 Re+l - {0} 到 R 的 映射 9 : y 一 el 它 是 C” 类 的 ， 我 们 有 
(go 了 )(t,z) =e 瑟 ,应 用 6.1.4.4, 借助 富 比 尼 定理 (0.4.5.1) 得 : 


人 elyl?wo = 人 etidtAo 
Rati~{0} R: xS4 


+o0 +o0 
= (/ et ed (/ °) =val(s) 人 e+ dt 
0 Sd 0 


由 于 {0} 是 零 测度 集 , 我 们 有 


/ ely wo = 人 eVIt+tn dy A Adyar 
Rear {0} Rear 


atlr ptoo  。 to0 2 Atl 
=II(/ am] = 2 (/ ed 
oo 0 


| 
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对 于 d>0, 令 


+oo 。 
五 = 人 ettidt, 
0 


则 得 到 


dt+l 
Vol(Sa) = Co 
d 


这 就 是 引 理 6.5.8 的 公式 . 
我 们 先 来 计算 五 和 五 . 特别 地 有 Long (S1) = 号 而 这 是 圆周 的 长 度 , 等 于 


27. 另外 四 
to0 oo 
n=/ te dt 一 [> 四 
0 2 0 2 


4 及 
I 


故 


27 = 各 一 8 区 , 由 此 得 及 = 工 , 随 之 万 = 
2 
最 后 用 归纳 法 对 于 任意 4 计算 I: 分 部 积分 给 出 


1 +eo +o0 , 
I4= 3/ 2te ttd-ldt = S:/ te -dt = dl ». 
2 vi A 2 


由 此 得 到 


m= a .tp 和 Far 了 二 an. 
故 有 
Fs Wy A Gd- 5 
和 
Perl = 于 
定理 6.5.7 证 毕 . 


注 : ”五 的 值 是 古典 的 , 并 且 经 常用 太 函数 表示 , 于 是 可 以 用 这 个 函数 表示 球 和 
球面 的 体积 , 参见 [17]. 

6.5.10 命题 

设 V 和 W 分 别 是 有 限 维 欧 几 里 得 空间 已 和 互 的 子 流 形 . 则 


Vol(V x W) = Vol(V) x Vol(W) 


这 容易 直接 验证 . 利用 命题 6.4.1 的 记号 , V x W 的 体积 形式 由 


Vw,w) EV x W :wv,w) = Mn Vxw) 
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定义 . 而 Tw)(V x W) 典范 地 同 构 于 T,(V) xTo(), 并 且 Mi (Vxw) = MV) A 
AT,(w) (参见 2.5.18 和 3.3.18). 利用 富 比 尼 定 理 (0.4.5.1) 即 得 结果 . 

6.5.11 例子 

嵌 人 到 R24 的 环 面 Ta 作为 2.1.6.3 中 的 (svD), 其 体积 是 (2r/VB)4. 

不 过 , 现在 把 环 面 看 作 抽象 的 T4 = R4/Z4. Rs 的 典范 体积 形式 是 wo, 过 渡 到 
对 于 24 的 商 集 (参见 5.3.10.2) 来 定义 Te 的 典范 体积 形式 w 而 Tu 的 体积 由 / 0 
定义 . 我 们 断言 

人 w=1. 


事实 上 , 设 p : R4 一 R4/Z4 是 定义 T4 的 覆 伙 映射 , 8 = (0,1)d 是 Ra 的 开 的 
单位 立方 体 , p : 8 一 p(Q) 是 保持 定向 的 微分 同 胚 . 则 p*w = wo|o (参见 5.3.10.2)， 


于 是 根据 6.1.4.4， 
pe h” 本 L” Lr S 人 


由 于 p(G) = T4, 并 且 @ - Q 是 零 测度 集 , 我 们 有 


/ = 人 o= 人 w = Vol(T9). 
P(G) p(Q) 3 
6.5.12 重心 


给 定 一 个 定向 欧 几 里 得 有 限 维 向 量 空间 E 和 它 的 紧 致 带 边 区 域 D. 设 |wo| 是 
上 的 关联 于 密度 lwo| 的 测度 , 而 wo 是 巨 的 典范 体积 形式 . 如果 用 Xp 表示 D 
的 特征 函数 , 而 / : EE 一 FF 是 一 个 在 有 限 维 向 量 空 间 FF 取 值 的 一 个 连续 映射 , 则 在 
0.4.7 的 意义 下 , xp : fe Cint (E). 令 


lwol 


6.5.13 Lr: = xo- fheot 


注意 id :已 一 已 是 连续 的 . 这 些 交待 清楚 后 , 下 面 的 表述 的 意义 就 明确 了 . 

6.5.14 ”命题 和 定义 

设 万 是 看 作 仿 射 空间 妃 的 紧 致 带 边区 域 . 如 果 给 巨 配备 定向 的 欧 几 里 得 向 量 
空间 结构 , 其 上 有 与 wo 关联 的 典范 体积 形式 , 则 仿 射 空间 媚 由 


as:m 
D 


wo 
D 


定义 的 点 仅 依赖 于 万 , 但 不 依赖 向 量 空间 结构 、 欧 几 里 得 结构 和 定向 . 该 点 称 为 DD 
的 重心 . 


grav (D) = 
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如 果 改 变 EE 的 欧 几 里 得 结构 或 定向 , 典范 体积 形式 变 为 wb = kwo, 是 一 个 常 
数 , 故 grav (D) 不 变 . 如 果 改 变 向 量 的 原点 , 设 zo 是 新 原点 , E' 是 新 向 量 空间 , 则 
idp 二 idg' 十 zo, 于 是 


hias-w = ida:en+ ro fo, 
万 D 


由 此 得 到 


J ide- iam 
/+ D 


Wd 


wo wo 
D D 


而 在 仿 射 空间 里 , 分 别 属于 E 和 E' 的 向 量 


ids ae 

一 D 
ca 
D Dp 


对 应 同一 个 点 . 


作为 例子 , 请 参见 习题 6.10.12 和 6.10.24. 
注释 : 重心 的 概念 推广 了 带 相 等 系数 的 有 限 个 点 的 重心 的 概念 . 如 果 , 更 普遍 的 ， 


给 定 一 个 函数 A e C?(D) ( 非 均匀 的 带 边区 域 D 的 密度 ), D 的 总 质量 将 为 人 Nb 


它 的 重心 将 为 
/ id 已 -和 .wo 
二 
入 .wo 
D 


6.5.15 ” 阿 基 米 德 定理 

给 定 R3 的 一 个 紧 致 带 边 区 域 , 外 出 单位 法 向 量 场 v (参见 6.4.4), D 的 重心 G 
和 深度 函数 z : m + (mles) (el, e2,e3 表示 R3 的 典范 基底 向 量 , m E R3). 如 果 og 表 
示 辣 的 边界 3= 8D 的 典范 面积 形式 (参见 5.3.36 和 6.4.1), 而 .和 人 . 表示 R3 的 向 
量 积 (参见 0.1.17), 则 
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(1) hz = VolD)e, 
(2) vme 且 3 : 人 (mA zv)-g = Vol(D). (mG A es). 
6.5.16 ”物理 解释 


1 


人 


已 


图 6.5.16 


把 DD 看 作 浸 人 到 密度 为 1 的 液体 中 的 一 个 物体 , 液体 表面 是 el, ez 的 平面 . 在 
边界 点 ne 8D, 5 上 的 面积 为 o 的 物体 D 受到 一 个 无 穷 小 压力 , 它 等 于 z.v.o. 力 
的 方向 应 该 是 D 的 表面 5 的 法 方向 , 指向 D 的 内 部 . 压强 的 大 小 是 作为 密度 和 液 
体 深度 的 乘积 的 z(z < 0). 于 是 6.1.5 就 解释 为 : 

(1) 压力 的 合力 等 于 一 个 垂直 力 无 , 指向 上 方 , 其 大 小 等 于 D 的 体积 ; 

(2) 由 全 体 压 力 定义 的 力矩 等 于 玉 作用 于 G 的 力矩 . 

证 明 

用 z,y,z 表示 坐标 函数 , 根据 6.4.7.2: 


/se=(/ saynaz/ azndn 人 azndy)， 
S Ss 3 Ss 


应 用 斯 托 克 斯 定理 即 得 


/a= (fo fo arravnas) = (0,0, { azndy ad)(0,0, vol(D)). 


为 了 证 明 第 二 个 公式 , 设 m = (a,b,c),n = (2,y,2),v = (21,22,v3), 则 


miniAzv = z((y—b)v3 ~ (z—c)v,(z— ou — (2— a)vs,(z— a)vz — (y— bm). 
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于 是 
[mire -= (fw -daady (z—c)dzAdz), 
/zxe-oayndz —(z—a)dzAdy), 
人 xc-aazAdz 一 (一 bdyAda) 
s 
根据 斯 托 克 斯 定理 ， 


/mre = (/e@-aazAayAazs-/e-aazAayAaa o) 
如 果 G = (G1,G2,G3), 则 
人/ (miiAzv) = ((G2 —b): Vol(D),—(G1 -oa) .Vol(D),0). 
5 


此 外 : 


mG A (Vol (D)es) = (G1 — a, G2 — b, G3 -cj 和 (0,0,Vol(D)) 
= ((G2 -中 .Vol(D),-(G — a): Vol(D),0). 


6.6 欧 几 里 得 空间 的 子 流 形 的 典范 密度 


这 里 考虑 任意 子 流 形 Y 的 情形 , 所 谓 任意 是 指 V 是 非 定向 的 . 我 们 打算 定义 
Vol(V). 根据 0.1.26, 并 且 采 用 0.1.26 的 记号 jy, 可 以 陈述 下 列 

6.6.1 命题 

欧 几 里 得 向 量 空间 的 一 个 C? 类 子 流 形 V 具有 一 个 由 


Zrhr 6(z) = pT.v 


定义 的 Cz-! 类 典范 密度 . 

在 6.4.1 中 , 取 产 生 V 的 局 部 定向 的 TeV 的 任意 一 个 定向 已 经 定义 了 的 w(z)， 
由 于 对 于 w(z), 5(z) = jw(z)l, 故 沿用 6.4.1 的 证 明 即 可 . 公式 0.1.27 表明 下 列 命题 
成 立 : 

6.6.2 ”命题 

如 果 g 是 VV 的 任意 参数 表示 , 则 


.9 
Ozi 


go6= ke 人 ldzi 人 :Adzal. 


.0 
Orj 


6.6.3 ”定义 
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设 广 是 欧 几 里 得 空间 万 的 一 个 子 流 形 , 积分 / 5 称 为 V 的 体积 , 记 作 Vol(V). 
Vv 


这 是 一 个 实数 或 +oo. 如 果 Y 的 维 数 d 是 1, 则 把 Vol 换 为 Long (长 度 ), 如 果 d 二 2， 
则 换 为 Aire (面积 ). 

6.6.4 ”注释 

如 果 Y 是 定向 子 流 形 , 就 回 到 定义 6.5.1. 

6.6.5 ”对 于 理论 的 或 具体 的 例子 , 参见 习题 6.10.9, 6.10.11, 6.10.14 至 6.10.21. 

6.6.6 ”注释 

跟 6.5.2 一 样 , 如 果 V 是 相对 紧 致 的 , 并 且 维 数 等 于 dim(E), 则 vol (V) 有 限 . 
但 如 果 dim(V) < dim 人 (已 ), 则 未 必 . 反之 , 如 果 Vol(V) 有 限 和 dim(V) = dim(E),V 
未 必 是 相对 紧 致 的 . 

6.6.7 现在 设 X 是 任意 一 个 流 形 ( 即 不 必 是 欧 几 里 得 空间 的 子 空间 ), 但 是 配 
备 了 一 个 密度 5. 则 称 积分 

人 se RiU{+o0} 


为 下 对 于 6 的 体积 (相应 的 , 面积 , 长 度 ), 并 且 记 作 Vol(X,6). 这 是 关联 于 5 的 测 
度 的 总 质量 . 这 些 交待 之 后 , 我 们 氢 述 : 

6.6.8 ”性 质 

给 定 一 个 紧 致 流 形 太 和 X 上 的 一 个 密度 6. 设 G 是 无 不 动 点 真 不 连续 的 , 5 对 
于 G 是 不 变 的 . 则 存在 X/G 上 的 一 个 唯一 的 密度 5, 使 得 p*5 = 6, 这 里 pp 是 从 XX 
到 X/G 上 的 履 胎 映射 . 此 外 , 如 果 G 是 有 限 的 , 则 

Vol(X,5) = card (G) x Vol (X/G,6). 

5 的 存在 性 由 引 理 5.3.9 的 证 明 得 到 . 公式 像 6.1.4.8 那样 证 明 . 

6.6.9 ”任意 维 数 的 等 周 不 等 式 

这 个 不 等 式 说 的 是 : 如 果 R" 的 一 个 紧 致 集 D 的 边界 是 R" 的 n 一 1 维 C™ 类 
的 子 流 形 , 而 V = 6D 是 其 边界 . 则 在 Vol (D) 和 其 边界 的 Vol (8D) 之 间 不 等 式 

[Vol(8D)]* [Vol(sd-0]” 
[vol(D)] [Vol(Ba(0,D)]] 

总 成 立 , 并 且 , 等 式 当 且 仅 当 DD 是 球 (半径 任意 ， 因 为 比值 在 相似 变换 下 不 变 ) 时 
成 立 . 

我 们 将 在 9.3 看 到 这 个 不 等 式 在 d = 2 情形 的 一 个 非常 简单 的 证 明 . 对 于 d > 3， 
证 明 精 细 得 多 , 并 且 在 历史 上 经 过 漫长 的 岁月 才 等 来 这 个 证 明 . 参见 [40] 的 12.11 以 
便 了 解 其 细节 . 这 里 我 们 奉献 这 个 不 等 式 的 最 新 的 , 并 且 就 我 所 知 是 独一无二 的 基 
于 斯 托 克 斯 定理 的 证 明 . 它 归 功 于 格 罗 莫 夫 . 

Re 的 典范 基底 是 {ei}i-1.…,.a, 关联 的 坐标 函数 是 {7;}i=1,…,a. 我 们 通过 规范 化 
把 问题 归结 到 Vol(D) = Vol(Ba(0,1)) 的 情形 . 基本 的 思想 是 依 下 列 方式 定义 一 个 
映射 f :DD 一 Ba(0,1). 
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图 6.6.9.1 


令 D 的 点 mm 对 应 两 个 如 下 定义 的 仿 射 超 平面 Hi(m) 和 (mn): 二 者 都 平行 
于 向 量 超 平面 rt = 0, 第 一 个 fi(m) 过 m, 而 第 二 个 所 ( pa = z7 (a1) 被 调整 得 分 
割 Ba(0,1) 成 两 个 部 分 , 它们 的 体积 恰好 等 于 历 (m) 分 割 D 所 成 的 两 个 部 分 的 体 
积 , 即 实数 a 由 以 下 条 件 确定 : 

Vol(Dmnzii(za(m),+co)) = Vol(Ba(0, Dz7 (le, +00))). 

然后 可 以 利用 前 面 的 构造 方式 定义 两 个 d 维 仿 射 子 空间 , 并 且 记 作 Hz(m) 和 
所 (m), 不 过 D 和 Ba(0,1) 分 别 代 之 以 DN 名 (m) 和 Ba(0, 了 ) 站 所 (m), 而 Ha(m) 
和 反 (m) 平行 于 方程 为 z1 = 0, z2 = 0 的 向 量子 空间 . 

如 此 继续 构造 Hi(m) 和 怀 (m), 直到 Ha_1(m) 和 所 1(m), 最 后 到 点 Ho(m) = 
{m} 和 有 (mm) = {f(m)}, 这 就 定义 了 f(m)， 由 f 的 构造 本 身 , 它 的 雅 可 比 矩 阵 


JJom = { 惑 四 } 的 形式 是 


A(m) XX 不 
0 ”Xe(m) X 
0 0 Xua(m) 


其 中 对 角 线 下 方 所 有 元 素 是 零 , 对 角 线 右 上 方 的 元 素 无 关 紧 要 , 而 对 角 线 上 的 元 素 是 
和 (mM) = oh 区 (nm 只 是 要 注意 f 的 可 微 性 在 边界 的 “内 部 ”会 存在 问题 , 在 唯一 性 的 


证 田中 将 认 确 指 出 应 应 部 分 . 我 们 暂时 忽略 这 个 问题 . 
由 构造 过 程 和 富 比 尼 定 理 容易 确信 f 保持 体积 , 故 


d 
TX(m) =1. 
i=l 


现在 把 f 看 作 带 边区 域 D 上 的 向 量 场 ; 由 于 f(m) 属于 单位 球 Ba(0,1), 它 的 
范 数 总 是 满足 | yj(z) < 1. 对 于 带 边区 域 D 上 的 向 量 场 f 和 D 的 边界 9D =V, 应 
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用 斯 托 克 斯 定理 : 
hav neam= /ov)an 
Dp aD 


其 中 , div (f) 是 f 的 散 度 , dm 是 D 上 (从 而 是 R4 上 的 ) 的 勒 贝 格 测度 , 而 dh 是 
DD 的 边界 9D 上 的 可 微 超 曲面 的 测度 , v(m) 表示 8D 的 单位 外 法 向 量 . 我 们 有 


; Oi 志 
dv Om) = ot ~ Esem), 
由 经 典 的 算术 几何 平均 值 不 等 式 , 得 不 等 式 


d a Ud 
DN(m) zd 人 sen) =d. 
i=1 i=] 
由 于 I < 1, 我 们 有 |(flw)| < 1. 终于 有 
Vol (D) = Vol(Bu(0,1)) = / dm<d! 下 div(f)dm 
D 
= Gal (fF(h)lv(h))dh < of dh=d-!1Vol(8D). 
aeD aD 


结合 6.5.6.1, 这 就 是 等 周 不 等 式 . 


以 下 假定 等 式 成 立 . 首先 有 对 于 所 有 m e D, 所 有 和 i(m) 彼此 相等 并 且 都 等 于 
1, 还 可 以 参见 [40], 11.8.11.6. 其 次 , 在 D 的 边界 五 的 所 有 点 , (flv) = 1. 这 就 排除 了 
下 面 所 绘 的 图 形 , 其 理由 是 边界 的 加 了 圆 点 部 分 〈“ 内 部 边界 ") 的 点 的 像 是 Ba(0, 1) 
的 内 点 , 特别 的 情形 是 : 所 有 直线 Ha-1(m) 与 五 仅仅 交 于 两 个 点 . 


因为 于 = 1 映射 了 应 该 有 形式 (经 过 平移 后 取消 常数 ): 


zi ,74d) = (51,72 + a(z1),T3 + d(T1, 72),***)- 


现在 利用 沿 着 HH 有 (flv) = 1 这 一 结果 . 由 此 得 到 f =v. 注意 H 由 方程 


z+ (z2+a(z1)) ?+=1 
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给 定 . 设 K 是 一 个 平行 于 z3 = zs = … = za = 0 的 仿 射 平面 , 现在 我 们 停留 在 DD 
被 K 截 得 的 截 口 KN 站 D 上 , 也 就 是 说 保持 z3,… , za 固定 , 只 让 zl 和 z2 变化 , 上 
面 给 出 的 五 的 方程 和 条 件 f =v 说 的 是 
2z: _ 2(zz + a(z1)(1 + oz)) 
ZT1 Zz2 + a(z1) 
由 此 得 到 o'(zi) = 0. 通过 平移 以 取消 常数 , 我 们 确信 f 在 天 门 六 上 的 限制 是 恒 等 
映射 (z1, za) ~ (zu z2). 换 句 话说 , 截 口 KD 等 于 圆 盘 K 门 Ba(0,1). 
现在 标准 正 交 坐标 系 的 选择 是 任意 的 , 我 们 断言 D 被 一 个 仿 射 平面 截 得 的 截 口 
总 是 一 个 圆 盘 , 其 半径 小 于 或 等 于 1. 
由 于 / 是 满 射 的 , 至 少 有 一 个 这 样 的 圆 盘 D', 其 半径 刚好 是 1. 在 D' 上 取 定 两 
个 对 径 点 ml 和 mz, 它们 的 距离 是 2. 考虑 任意 一 个 含有 这 两 个 点 ma 和 ms 的 仿 
射 平面 已 由 于 PND 是 半径 小 于 或 等 于 1 的 圆 盘 , 而 事实 上 是 半径 等 于 1 的 圆 盘 ， 
并 且 在 此 圆 盘 上 , mi 和 m2 是 对 径 点 . 让 P 以 所 有 可 能 的 方式 变化 , 就 使 我 们 确信 
D 是 半径 为 1 的 球 , 而 且 球 心 是 ma 和 ms 的 中 间 点 . 


图 6.6.9.3 


6.7 管 形 的 体积 I: 体积 形式 的 补充 


设 X 是 ” 维 欧 几 里 得 向 量 空间 E 的 a 维 子 流 形 . 为 了 狗 述 的 简化 , 在 以 下 的 
研究 中 将 假定 X 是 Ce 类 的 . 将 记 ;i 为 从 X 到 巨 内 的 典范 单 射 . 
我 们 复习 一 下 法 从 的 概念 , 参见 2.7. 现在 的 情形 对 应 ] = i. 对 于 ze X, 令 


6.7.1 NzX = (0i(z)(T2X))+ 
( 正 交 -上 是 在 欧 几 里 得 空间 EE 的 意义 下 的 ), 并 且 令 
6.7.2 NX = {(7,v) :7 € X,v € Ne:X), 


这 是 Xx 避 的 Ce 类 的 n 维 子 流 形 (参见 2.7.7). 引进 记号 


6.7.3 NS(X)= {v€ NzX, llvll < e}, 
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6.74 ”NeX={zol:zeXuveNs(X)}={coeNX:lull<eh 
再 引进 在 2.7.2 由 


(zu) I+o 
定义 的 映射 can : NX 一 EE, 并 且 令 
6.7.5 TUBe(X) = can (N°X). 
我 们 知道 (参见 2.7.12), 如 果 X 是 紧 致 的 , 则 存在 。 > 0, 使 得 映射 
can € Dif (N<X,TUBe(X)). 
还 要 引入 


6.7.6 NUsX = {(z,v) Ee NX :v=1}, NUX= () NUX. 
ZTEX 
我 们 知道 NUX 称 为 单位 法 丛 (参见 2.7.4), 并 且 NUX 是 NX 的 一 个 Ce 子 流 形 ; 
参见 2.7.7. 
最 后 引进 底 映 射 p : NX 一 X, 其 定义 是 


6.7.7 p:NX3 (ru 一 ZEX. 


Nx TawNX) 
Ee em 
o. 
; 
上 | 
— 2 
x 
图 6.7.7 

我 们 断言 
6.7.8 五 (NeX) = (Tsw)p) (0) © Tesw) (NX). 


必须 验证 其 中 的 等 式 . 它 来 源 于 NzX = p-!(z) C NX 是 NX 的 一 个 子 流 形 ， 
这 可 以 由 p 是 浸没 得 到 , 而 后 一 事实 将 在 6.7.12 仔细 证 明 . 
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最 后 , 由 于 X 是 欧 几 里 得 空间 的 子 流 形 , 所 以 它 配 备 了 一 个 典范 密度 , 参见 6.6.1. 
6.7.9 引 理 

在 法 从 NX 上 存在 一 个 Cee 类 的 典范 密度 4, 用 下 列 条 件 表达 其 特征 : 

对 于 NX 的 任意 标准 正 交 基底 {入 1,… ,和 gyT4+1,… ,TIn， 其 中 


{na+ Mn} E To(NzX), {N*Ma} € Tl,w) (NX), 


我 们 有 
A(M1, 7 ,Nas Mat1 ,Tn) = (Tz,v)p(N), ,Tz,v)p( Na)). 

因为 容易 证 明 等 式 右 端 是 C~ 类 的 , 故 主要 涉及 证 明 等 式 代数 上 成 立 . 

6.7.10 ”注释 

6.7.10.1 需要 强调 的 是 : 4 一 般 不 是 E x 已 的 子 流 形 NX 上 的 典范 密度 . 

6.7.10.2 ”以 下 为 记号 的 简化 经 常 省 略 同 构 9,9-! 等 等 . 

4 的 代数 构造 . 

给 定 一 个 固定 点 (z,v) e NX, 由 于 Tv(NzX) 是 T(z,v)(NX) 的 一 个 子 空间 , 所 
以 存在 关联 的 正 交 投影 9: TlzwNX 一 他 (NzX)， 

6.7.10.3 给 向 量 空间 T,X 和 NzX 任意 定向 ( 随 之 也 就 给 了 T,(NsX) 定向 ). 
设 a 和 6 是 对 应 这 些 定向 的 体积 形式 , 这 里 a 是 T,X ( 欧 几 里 得 空间 ) 上 的 典范 体 
积 形式 , 即 在 所 有 正 的 标准 正 交 基底 上 取 值 为 1 的 体积 形式 , 而 8 对 应 X 上 的 典范 
密度 5 (参见 6.6.1). 

那么 , 如 果 令 A(z,v) = lp*6 Ag*al, 因为 hE T,(NzX) = (Ttzw)p)-1(0), 所 以 


PPM ,Mi ,Ma) = Be , Tesiw)p(m),*) = 8: ,0,.**) =0, 
从 而 (参见 0.1.2) 
(PBA go Ns ,Ma Mat Mn) = PBN ,Ma)g (nar ,Mn). 
而 T(NsX) 的 基底 {mat1,… ,mn} 是 标准 正 交 的 , 故 
a(Tizswa(Nat), ,Tezw) q(Tmn)) = +1, 
而 8 对 应 密度 5, 故 待 证 
Alz,v) M1 ,Ma Mat Mn) = (Tez,w)p(N), ,TewpP(Xd)) 


此 外 , 这 个 公式 表示 了 4 的 特征 . 这 是 由 于 , p 既然 是 一 个 嵌入 (这 一 断言 稍 后 验证 )， 
必定 存在 {和 1,… ,Xeamat1,… ,Tn 使 得 {Tiz,v)p( 和 1),… ,Tezww)p(Xa)} 是 TewNX 
的 一 个 基底 . 

有 待 证 明 的 是 , 在 3.3.5 引入 的 映射 是 Ce。 的 . 根据 3.3.6, 只 需 对 于 一 个 特殊 的 
坐标 卡 集 这 样 做 . 
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现在 考虑 NX 的 如 下 类 型 的 参数 表示 . 
设 (U,hn) 是 X 在 z 的 一 个 参数 表示 ,其 中 Ue Oo(R4),he Cee(U; RD)) (h(0)= 
z) (参见 2.1.6). 
Oh Oh 人 
向 量 组 { 胖 @… ,总 0} 是 线性 无 关 的 , 可 以 把 它 补充 成 巨 的 一 个 基底 ， 
不 妨 设 为 


划 @esas 0) 


(其 实 名 器 (0 sm 我 人 把 中 2 2 (0) 和 "( 芝 四 ) 不 子 区 分 ) 如 果 有 必要 缩小 U 


(于 信和 数 的 连续 人 一 组 向 量 组 成 基底 表示 它们 组 成 的 行列 式 关 0), 可 以 假定 对 
于 所 有 we U， 


{ 归 四, 癌 wec ,oo} 
是 五 的 一 个 基底 . 


对 于 这 个 基底 进行 施 密 特 正 交 化 , 其 中 所 进行 的 计算 对 于 % 都 是 Cee 类 的 , 得 
到 瑟 的 Cee 依赖 和 的 标准 正 交 基底 ys ea), Vati(d), om 人 并 
且 (因为 Et(u) 是 如 这 四 的 线性 组 合 ) {&1(w),… ,fa(w)} 是 0(Th(w)X) 的 标准 正 交 
基底 . 随 之 {vari( … ,Un(u)} 是 (9( pe 即 Na(w)X 的 标准 正 交 基底 . 
我 们 以 下 列 方式 定义 NX 的 参数 表示 :NX 是 一 个 n 维 流 形 , 考虑 Rn 的 开 集 
U x R"-4, 并且 用 


6.7.11 Hl(u,tatl,** ,tn) = Ca 六 oo】 
j=d+1 
定义 HE Ce(U x R"-4; NX). 
令 t= (tatl,… 加) 我 们 有 h(w) = z eX, 并 且 根 据 前 面 所 述 ，》 tjvwy(w) € 


j=d+1 


Nn(wX, 故 H(wt) Ee NX. 由 于 当 t 遍 历 R"-4 时 ，》 jwj(w) 遍历 Nw)X, 故 


j=d+1 


H(U x Rd = ({h(w)} x Na 
uEU 


如 果 像 6.7.2 那样 , 令 
N(h(U)) = {(2,%) :x € h(U),v € NsX), 


则 
H(U x R"-4) = N(h(U)) 是 NX 的 开 集 . 
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v 
3 vy 
Ti We 
2h 
2 
d=1,n=3 
图 6.7.11 


d=2,n=3 


并 且 是 单 射 (h 是 单 射 ,u 国定 ;t 了 wy(w) 也 是 单 射 ) 故 He CU x 


=d+1 
R"-4; N(h(U))) 是 双 射 . 还 留 下 验证 万 是 漫 入 . 为 此 , 由 于 N(h(U)) C NX C Bx 
可 以 把 五 看 作 从 U x R"-4 到 马 x 万 内 的 映射 ,并 且 求 它 的 雅 可 比 矩 阵 HH' 的 秩 . 
由 于 及:U -XC 已 是 在 取 值 的 一 个 映射 , 可 以 设 它 的 坐标 函数 为 hh,… ， 


hn. 同样 , 由 于 vj(w) € Nh(w)X C 如, 可 以 设 它 的 坐标 为 v*(w),k = 1,…… 


为 已 x 五 的 元 素 


H(u,t)= (0. 1(4), ,hn (uw 


其 中 必 = (wi,… ,ua), 而 t= (tat 
Oh 
Ou 
: (0) 
Oh 
Ou 
H'= 立 Ov (u) 
了 
ja Bai 
Ov" (u) 
Pe 
a Ou 
1 
对 于 wl 


tv zu 
j=d+1 
LB ;tn). 于 是 
Ohi. 
Oua 
in 
Oua 
立 £0 ( 
Pd es 
=d+1 oua 
性 吕 ) 
了 
iu 
1 
对 于 ud 
的 导数 


,n. 于 是 作 


,tw) |, 
j=d+1 


0 0 
0 0 
zw vA (u) 
(@) 
vw) (wy) 
1 1 
对 于 ta+1 对 于 如 
的 导数 的 导数 
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这 个 矩阵 可 以 简写 为 
Bh Bh i 
. Bu Bua 
D5 55 立 Vatl wn 
jn ou ji 
2 9 0 9 
Ou Gua Bta+1 Otn 
上 个 矩阵 中 的 (hw) 和 (v) 表示 的 是 


的 = (车 六 )， = (enon) 


而 六 是 X 的 一 个 参数 表示 , 这 是 一 个 浸 人 , 故 (W) 的 秩 是 d. 又 {va (ww),… ,vn(w)} 
是 Nh(w)X 的 一 个 基底 , 矩阵 (>) 的 秩 是 n 一 4d, 故 (2n 行 ” 列 的 矩阵 ) H' 的 秩 是 n. 
这 就 证 明了 矿 是 NX 的 Ce 类 的 参数 表示 . 

6.7.12 ”注释 

因为 

wh (mw 入 oo we 
j=d+1 
故 p: NX 一 X 是 一 个 浸没 . 随 之 h-!1opoH 是 从 UxR"-4 到 U 上 的 投影 . 
这 个 映射 的 秩 是 d = dim X, 五 和 都 是 平 直 的 , p 的 秩 必然 大 于 或 等 于 4. 而 p 在 
d 维 的 X 内 取 值 : 故 p 的 秩 是 d, 从 而 p 是 浸没 . 这 就 验证 了 前 面 用 到 而 未 证 明 的 
断 语 . 

为 了 完成 引 理 6.7.9 的 证 明 , 必须 证 明 对 应 在 6.7.11 引进 的 NX 的 参数 表示 ， 
3.3.5 的 条 件 满足 . 为 此 , 设 {e1,… ,ea} 是 Ra 的 典范 基底 , {far,… ,fn} 是 R"。 
的 典范 基底 , 而 6 =|duA…Adudl 和 4 =lduA 和 AdudaAdtaHA'…Adun| 
分 别 是 R4 和 BR 的 典范 密度 . 

存在 数值 Z(w) 和 2Z(u,t) 使 得 


6.7.13 H*A= Zub4， 和 hh*6 = z(u)a. 


必须 指出 , 函数 z(w,t) 是 C™ 类 的 (利用 参数 表示 或 坐标 卡 可 以 得 到 条 件 3.3.5). 
我 们 有 


6.7.14 2Z(u,t) = 2Z(u) =6 ( 问 w… 华中 ) 


(部 名 看 作 ThtoX 的 元 素 , 5 是 欧 几 里 得 空间 忆 的 子 流 形 X 的 典范 密度 )， 
了 
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事实 上 , 我 们 有 
H*A(h(w),t)(e1,.* ,ea, fatri, , fn) 
= A(h(w),t) (Tia H(e),*: ,Tew H(ea), Tes) H(far1), ,Tat) H(fn)). 
由 矩阵 H' 的 表达 式 , 对 于 了 = d 十 1,… ,n, 我 们 有 
Td H(f) = gtoa() = € To(Na(w)X), 


并 且 {nari,… ,mIn} 是 T,(Nh(w)X) 的 标准 正 交 基底 (根据 vj(w) 的 选择 ). 根据 4 的 
代数 定义 , 并 且 仍然 利用 矩阵 有 H' 的 表达 式 , 我 们 得 到 


(H*A)(h(w),t)(e1,:.: ,ea far ,fn) = 6(Tu(po H)(e1),::: ,Tu(po H)(ea)) 
_ /Oh Oh 
= (器 wo… ,总 9) g 
由 于 h 是 Ce 参数 表示 , 并 且 5 是 X 的 一 个 Cx 密度 , 故 
20=a( 癌 四 … 癌 四 ) 


是 Ce。 类 的 . 至 此 完成 引 理 6.7.9 的 证 明 . 

6.7.15 引 理 

用 ez 表示 作为 欧 几 里 得 空间 马 的 子 空间 的 欧 几 里 得 空间 NzX 的 典范 密度 , 并 
且 把 NeX 和 {Z} x NeX 等 同 . 如 果 


JeC4 (ONX)， 
则 对 于 6, 几乎 所 有 的 z E XX, 我们 有 
flnsx € CE (NX), 


并 且 函 数 


sm feex es 
是 6 一 可 积 的 . 进而 


6.7.16 人 f-4 = 人 (人 yx -ea) -6. 


如 果 对 于 在 (UV x R"- 中 (这 里 (UV x R"-4, 及) 是 在 6.7.11 定义 的 参数 表示 ) 有 
紧 致 支 集 的 fe Cm (NX) 证 明 这 个 结果 , 引 理 将 对 于 有 任意 支 集 的 f € Cj"* (NX) 
成 立 (利用 单位 分 解 ). 因为 supp (f) Cc H(U xR"-4), 而 及 建立 了 H(U xR"-4) 和 
U x R"-4 之 间 的 微分 同 胚 , 根据 3.3.16， 


人 ra- 人 人 ra- ooa'aa-/ (foH)Z(u,t)-A1, 
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其 中 A 是 Rn 的 典范 密度 (参见 6.7.13). 
而 根据 6.7.13 和 6.7.14, 采用 那里 的 同样 的 记号 , 则 有 
Zu,t): 4i=z(oldu 和 AduaAdtariA: Adtl 
一 2z(0 51dtarA…Adtn， 
随 之 由 富 比 尼 定 理 (参见 0.4.5.1) 得 到 


um (foH)ldtari A Adtn| 
{ujxRn-a 


几乎 处 处 定义 , (h*5)- 可 积 , 并 且 


14=- 人 WoEDi6le ,caldtarr A Adil 
NX UxR"-4d 


=/ (/ Go mlatn aad) es 
口 V{ujxRn-e 


对 于 we U, 如果 z=h(w), 则 fu}xRn"<4 经 过 五 fujxns-a 变换 为 {4} x NX， 
而 ez 变换 为 dtat1 信 … 和 人 dtn, 故 


人/ UomatanA dil= / (f oH)(Hl(wyxane) "es 
{u}xR"-d {u}xR"-a 


-/ frez, 
{z}xNeX 

这 证 明 对 于 几乎 所 有 z 人 
是 (h*6) 可 积 的 . 于 是 


人 ec 
NX U \V{h(W)} XNAG) X 


由 于 (U,h) 是 的 一 个 参数 表示 , 而 了 的 支 集 在 H(U) 内 , zx -/ ss 的 
了 x NzX 
支 集 在 U 内 , 上 述 等 式 还 可 以 写成 


WA 


6.7.17 ”单位 法 从 情形 

NUX 也 有 一 个 典范 密度 事实 上 如 果 z € XX, 则 NUzX (参见 6.7.6) 是 
欧 几 里 得 空间 EE 的 单位 球面 , 它 有 一 个 典范 密度 7.. 于 是 在 NUX 上 有 一 个 密度 
丈 , 由 下 列 事实 刻画 其 特征 : 对 于 任意 入 ,… ,和 Xa e TtzwNX, 任意 va42,… ,wn E 
T,(NUzX), 其 中 T,(NUzX) 是 NoX 在 ve NUzX 的 单位 球面 的 切 空间 : 


es fe 这 个 积分 存在 , 并 且 函 数 z 呈 fe 


z}xNs {z}xNaX 


更 (Al ,Na Vat2 mn) 一 (TtzoP(Ai) TtzwP(Aa)) Te (Vat2, Vn), 
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这 个 等 式 简写 为 
6.7.18 =p6AT. 


像 6.7.15 那样 证 明 : 
6.7.19 引 理 
对 于 所 有 函数 了 Ee CB (NUX), 我们 有 


fe 5 人 (ft) 


证 明 留 给 读者 作为 习题 . 

6.7.20 ”注释 

引 理 的 公式 是 关于 漫 没 的 积分 的 一 般 公 式 的 特殊 情形 ; 对 于 定向 情形 , 参见 [14]， 
(16.24.8.1). 

6.7.21 ”定向 问题 

6.7.22 引 理 

如 果 书 是 定向 的 , 则 由 此 得 到 NX 上 的 一 个 典范 定向 . 

像 6.7.10.3 那样 给 向 量 空间 TX 和 NsX 定向 , 不 过 条 件 是 在 B= 6,(T,X) @ 
NzX 上 诱导 的 定向 就 是 妃 的 给 定 定向 . 随 之 在 NX 上 定义 一 个 局 部 体积 形式 


6.7.23 三 =PrBAdgra. 


如 果 改 变局 部 定向 , 8 变 为 -B, ca 应 当 变 为 -a( 为 了 回 到 的 定向 ), 于 是 s 保持 
不 变 . 

这 个 体积 形式 将 是 对 于 互 的 给 定 定向 的 NX 上 的 典范 体积 形式 . 

6.7.24 ”推论 

NX 总 是 可 定向 的 (不 论 X 是 否 是 可 定向 的 ) 

6.7.25 ”注释 

6.7.25.1 ”如果 改变 已 的 定向 , 则 3 变 为 -5. 

6.7.25.2 如 果 { 芝 @… ,aa ,1 是 媚 的 正 的 基底 , 则 NX 
的 参数 表示 万 将 是 正 的 . 

(这 里 经 (u) 经 由 映射 9hw 认为 等 同 于 轧 中 的 元 素 - 

6.7.26 NUX 的 情形 

由 于 NUX 是 区 域 NIX 的 边界 , NX 是 定向 的 , 根据 5.3.36, NUX 也 是 定向 
的 . 设 @ 是 与 此 定向 关联 的 NUX 的 典范 体积 形式 . 如 果 ( 表示 NUX 的 由 


6.7.27 (2,0) =0 (0) E TA(NeX) C Tey) (NX) 
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定义 (参见 6.4.4) 的 外 出 向 量 场 , 根据 6.4.5 则 有 


6.7.28 @=int(0).3 |. 
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我 们 知道 (参见 2.7.12) 如 果 X 是 紧 致 的 , 则 对 于 充分 小 的 <, 由 can (z,v) = z+v 
定义 的 映射 can : N<X 一 TUBX 是 一 个 微分 同 胚 , 于 是 TUBsX 在 欧 几 里 得 空间 
已 内 是 相对 紧 致 的 . 如 果 Ao 是 瑟 的 典范 密度 , TU BsX( 对 于 4o) 的 体积 将 是 有 限 
的 , 我 们 打算 计算 

UBeX = J Ca 


6.8.1 Vol(TUB<X) =/ 
Tl 
如 果 4 表示 法 从 的 典范 密度 (参见 6.7.9), 那么 必须 计算 函数 G e C~(NX), 它 要 
满足 条 件 


6.8.2 can*Aho=G.A4. 


考虑 在 6.7.11 引入 的 NX 的 参数 表示 (U x Ro, H). 如 果 用 Al 像 前 面 一 样 
表示 R" 的 典范 密度 , 那么 存在 函数 Se C~(U x Rn"-d), 使 得 


6.8.3 (can oH)*Ao = 5:Ai1. 
于 是 


SS:.A1=H'°(can*Ao) = H°(G. A)= (GoH)(H"A). 


如 果 2 表示 在 6.7.13 引入 的 满足 H*A = 241 的 函数 , 则 有 3. 4: = (Go H)ZA1, 
于 是 


6.8.4 GoH= 多 


在 这 个 公式 里 , 2 的 表达 式 是 已 经 知道 的 (参见 6.7.14). 
为 了 计算 5, 用 {e1,… ,ea, fari,… ,fn} 表示 R" 的 标准 正 交 基底 , 则 有 


ae ed farl, ,fn)= 1, 
于 是 对 于 ueEU 和 te R"-4, 有 : 
S(u,t) = [(can o H(w,t))* Ao] (et ,ea, fari,** ,fn). 


由 can (7z,w) = z+v 得 到 (参见 6.7.11): 


(cano H)(wt) =h(W) + 》 tri(w). 
j=d+1 
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做 类 似 于 6.7.14 的 计算 , 借助 雅 可 比 矩 阵 , 我 们 得 到 
S(wt) = [(cano H(u,t))* Aol(e1,…: ,ea far1,** ,fn) 


Oh 和 Ov; E Ovj 
= (Bet 2 有 


由 于 我 们 取 NeX = (9(Ta(w)X))+ 的 标准 正 交 基底 作为 {var,… ,vw}, 在 前 面 的 等 
式 里 , 混淆 也 的 向 量 ww 和 它们 在 切 空间 里 在 映射 9 下 的 像 . 
如 果 用 


6.8.5 eT:emeT 


表示 从 =9(TsX)@ NsX 到 6(TzX) 上 的 投影 , 那么 从 4 的 定义 (参见 6.7.9) 得 到 
6.8.6 


有 Oh n Ovj T 网 Oh n Owy 
S(wt)=6 人 ( 癌 ) 多 Ba) Ds ( 强 ) 
6.8.7 ”注释 
正如 我 们 在 6.7.10.2 指出 的 那样 , 这 里 使 用 对 于 已 , 5 的 切 空间 , NX 或 XX 的 

切 空 间 的 值 的 等 同化 . 例如 , 在 6.8.6 中 , 值 
有 
Ou + (路 ) 
是 在 Th(w)X 中 , 使 用 6.7.1 中 的 记号 , 应 当 写 作 
Oh V0-! om)) 
部 -oo (路 )) 
读者 容易 理解 有 时 宁肯 混淆 记号 的 缘由 ! 
汇总 前 面 的 计算 , 终于 得 到 
6.8.8 ”命题 
车 hH,vj(d+1<j<n) 表示 引 理 6.7.9 证 明 中 的 同样 的 元 素 ， 


(ubbeUxRn aa z=h(u) v= 并 tv;(u); 


jdtl 
则 
6.8.9 
Oh Ov; \” Oh Bw NT 
G(x,v) = Oh Bh 
|( 识 人 O… 于 四 ) 
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6.8.10 ”注释 
特别 地 , 取 t = 0,v = 0, 我 们 发 现 G(z,0) = 1; 又 得 知 对 于 X 的 所 有 z， 
Tlz,o)(can ) 是 最 大 秩 的 , 换 句 话说 定理 2.7.10 成 立 . 


6.8.11 推论 

存在 d+1 个 函 教 Wi e Cee(NX) (i=0,1,… ,d 十 1), 使 得 
d 

le G=|> Wl, Wo=1; 
i=0 


2。 对 于 X 的 所 有 固定 的 r, 映射 Um; Wi(T,v) 是 向 量 空间 NzX 上 的 一 个 
阶 齐 次 多 项 式 . 

(对 于 在 一 个 向 量 空间 上 的 i 阶 齐 次 多 项 式 的 内 蕴 定 义 , 参见 [1], 80 页 ; 非 内 列 
的 定义 是 : 对 于 任意 一 个 基底 , Wi(z,v) 是 v 对 于 这 个 基底 的 坐标 的 总 阶 数 为 i 次 的 
齐 次 多 项 式 ). 

事实 上 , 设 6 是 X 的 局 部 典范 体积 形式 , 使 得 5 = 16|. 那么 , 展开 分 子 , 并 且 按 
照 对 于 刀 的 阶 数 排序 , 由 于 6 是 d- 线性 形式 , 我 们 发 现 


其 中 Wi 是 对 于 刀 总 次 数 为 i 的 项 的 和 , 显然 有 


G= 


过 
Dw, Wo=1. 
i=0 


其 中 Wi 是 对 于 ve NzX 的 坐标 的 i 次 齐 次 多 项 式 . 

暂时 看 来 , W; 依赖 参数 表示 的 选择 , 甚至 依赖 8. 不 过 6 换 成 -B, Wi 是 不 变 
的 . 留 下 的 是 确认 Wi 只 依赖 所 考虑 的 NX 的 点 (zx,%). 

我 们 知道 G(z,v) 只 是 点 (z,v) 的 函数 (参见 6.8.2)， 由 于 对 于 充分 小 的 ll， 
G(z,v) > 0 (因为 G(z,0) = 1, 并 且 G 是 连续 的 ), 多 项 式 


d 
Glz,v) = YWi(z,v) 
i=0 


的 值 确定 后 , 它 的 齐 次 部 分 随 之 确定 , 参见 上, 推论 6.3.2, 85 页 . 于 是 这 些 部 分 对 于 
所 有 w 确定 , 而 仅仅 依赖 (z,v). 最 后 表达 式 6.8.12 表明 这 些 函数 是 Coe 的 . 还 可 以 
知道 如 何 从 G 得 到 Wi, 参见 上] 的 定理 6.3.1 的 证 明 . 

为 了 结束 TU BX 的 体积 计算 的 准备 , 我 们 要 给 G 的 最 后 一 项 Wa 一 个 美妙 的 
解释 . 思路 是 引入 巨 的 单位 球面 S(E) = {z E 巨 : |z| = 1}, 并 且 由 
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6.8.13 Ysiv) = 


定义 高 斯 映射 YE C%(NUX; S(E)). 


SE) 


图 6.8.13 


如 果 定 向 已, 则 球面 S(E) 作为 球 Be(0,1) 随 之 定向 , 于 是 在 5(E) 上 有 一 个 典 
范 体积 形式 5, 其 定义 是 


6.8.14 了 = int (v) .Po， 


f20 是 已 对 于 选 定 的 定向 的 典范 体积 形式 , v 则 是 由 v(z) = 9z1(z) 定义 的 单位 外 出 
向 量 场 : 参见 6.4.5. 那么 我 们 有 

6.8.15 引 理 

(2) = Waz :四 ,这 里 加 是 NUX 的 典范 体积 形式 ,已 的 定向 任意 选取 . (加 在 
6.7.28 定义 ). 

对 于 NUX 的 点 (z,v), 其 中 z = h(w), 由 于 lg(w = 1, 可 以 假定 NeX 的 基 
底 {vari(w),… ,va(w)} 以 这 样 的 方式 选取 , 使 得 v = vari(w). 仍然 用 五 表示 6.7.11 
中 的 关联 于 h 和 (2(TzX))+ 的 这 个 基底 的 参数 表示 , 我 们 有 (z,v) = (wt), 而 
t= (1,0,... ,0). 


vay) 00 Ua) 


图 6.8.15 
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我 们 还 假定 厂 对 于 已 的 选取 的 定向 是 正 的 , 也 就 是 说 


人 C0) 人 Ua 
是 妃 的 正 的 基底 . 如 果 继续 把 关联 到 的 


0 ( 匡 @) 和 ww), 


Tizw)(NUX) 中 的 向 量 记 作 妇 四 和 vw(w) G = 4+ 2 ,mm 则 Tew(NUX) 的 
基底 


合 @oj {0)) capa 


对 于 @ 是 (-1)s- 正 的 , 即 (-1)4 售后 是 正 的 (参见 6.7.28), 这 是 因为 我 们 用 
951(v) = va+l(u) (已 声明 的 混淆 ) 做 内 积 时 , 必须 把 这 个 因子 移动 到 第 一 个 位 置 ， 
改变 符号 d 次 , 于 是 

Bh 


Cm A mg) 


Ud 
=20(@o) (Caw (中 四 ) 1… ,wn) ( 甘 吕 ) 、 
(Tia Dara (De, Tea) (valu)). 


而 NUX 是 NX 的 子 流 形 , 随 之 是 BE x 已 的 子 流 形 , 又 5(E) 是 互 的 子 流 形 . 于 是 
可 以 借助 通常 的 导数 计算 Tz,,)y. 
沿用 6.7.11 的 记号 , 并 且 考 虑 到 在 切 空间 之 间 所 做 的 等 同化 , 我 们 得 到 


(Ce (器 中 ) = oemwaeh， 


6.8.16 
(Tan)?)) (53(W)) = (Tes, t) (HF;)) = (Yo H)'(F;). 
由 于 ?7(z,v) = w 如 果 明 晰 写 出 Yo H, 对 于 we 不 se R"-4( 这 里 U x Rn-d 是 参数 
表示 的 定义 域 ), 还 留 下 


Qo lw,s) = DD sivi(w). 


j=d+1 
如 果 计 算 (yo 五 )'(w,t) (参见 6.7.11 的 矩阵 H'), 由 于 t = (1,0,… ,0), 再 考虑 
到 五 的 选取 , 则 留 下 


对 于 i=b ad (oH) De) = St (o), 
WN 于 jdt 0) = 0). 
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由 于 ?7(z,v) = v, 我 们 得 到 
x Ovatl Drd+1l 
OB) = 200) (We) Se rat), me ). 
由 于 号 = int (vari(w)) : f20 (参见 6.8.14) 以 及 vaii(w) = wv, 我们 有 


人 Ge 国外 (ea 全 onto om] 


2 


1 


= Cm (Be) Be) van vera), ml ) 


设 6 是 0(T.X) 的 (任意 ) 局 部 体积 形式 ,由 于 E = b(TzX) @ NosX, 而 
{0(w)]j=at1.…n 是 NzX 的 标准 正 交 基底 , 从 欧 几 里 得 空间 的 典范 体积 形式 的 定 
义 (参见 0.1.15.5) 得 到 


6.8.17 (Y 5)(z,v) (中 w… ,as ,四 ) 


=(CD4 (Me 中) ，… (oo) ) 


从 巨 到 0(T。X) 的 映射 er ez 在 6.8.5 已 经 定义 . 
另外 (参见 6.7.28), 考虑 到 4(z,v) = 071(v) = vari(w) (参见 6.7.27), 我 们 有 


TC RD) 
= mt: 引 @ 9 ( 训 罗 总 多 wea mg) 
CE ng) 


,Be 
=CD08( 吕 四 … ,全 由) 


与 6.8.17 比较 得 到 
(0 ) 


s(t. Bh ) @(l,). 


6.8.18 (六 2)(zv) = 


由 于 这 里 我 们 取 t= (10,…… ,0), 在 6.8.12 中 也 取 此 t, 即 得 


io (so 


6.8.19 Wa{z, v) 本 Bh 
ee) 


故 得 引 理 所 述 的 等 式 . 
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6.9 ” 管 形 的 体积 亚 


我 们 打算 计算 TUBeX 的 体积 , 其 中 < 充分 小 , 以 便 can 是 一 个 嵌入 : 参见 
2.7.12. 


沿用 6.7 和 6.8 的 记号 , 并 且 根 据 6.7.16. 我 们 得 到 


val(rupx)= 人 on- 人 Ga- 人 (/ cle.wes)s 
NeX NeX XxX \JNsx 


而 can : NeX 一 TUB<X 是 微分 同 胚 , 故 G 在 NX 上 非 零 . 另外 , 我 们 知道 在 每 个 
NesX 上 


d 
G(z,0) =1= > Wi(z,0) 
i=0 


ad 
(因为 这 时 只 留 下 Wo(z,0) 这 一 项 ). 于 是 在 连通 的 NsX 上 , 保持 > Wi; > 0, 从 而 
根据 6.8.11, 我 们 有 加 


d 
6.9.1 在 NX 上 ,G(z,v) = > Wi(z,v) > 0. 


i=0 


随 之 


d 
Vol(TUBeX) = 六 他 人 ， Wi(z, oj 
剩 下 的 是 计算 
人 Wi(z,v)ez. 
Ns 
为 此 把 NzX 当 作 R"-4, 而 采用 在 6.5.9 见识 过 的 做 法 . 据 此 , 由 
(rv)Prv 


定义 微分 同 胚 f : Ri x NUeX 一 NzX — {0}. 
如 果 用 7 表示 NUsX( 欧 几 里 得 空间 五 的 单位 球面 , 参见 6.7.17) 的 典范 密度 ， 
则 


6.9.2 (frez)(ro) 一 md dr ATz, 


6.9.3 / woe = [ [ rT" 1Wi(r, f(r,v))dr A Ts. 
NExX 0 JNUsX 
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而 Wi(z, f(r,v)) = Wi(z,rv), 既然 Wi 在 NeX 上 是 i 次 齐 次 的 , 故 Wi(z,7v) = 
riWi(z,v), 随 之 


e 
£ Wi(z,v)ez = rina [ Wi(z,v) -Tz, 
NSX o NUsX 


于 是 


yy 诛 En-dtt 
.9. fa (sv) = rl Wi(z, v)Tz. 


6.9.5 ”注释 
由 于 Wi 的 定义 和 7 的 等 距 不 变性 , 我 们 有 


人 x Wn) = 人 0 人 x ie) 


如 果 i 是 奇数 , 则 


Wi(z,v)Tz = 0. 
NU=X 


如 果 i 是 偶数, 引入 
6.9.6 ”定义 
设 X 是 几 维 欧 几 里 得 向 量 空间 的 d 维 子 流 形 . 对 于 i 二 0,1,.…， 全 由 


Kzi(7) = 人 总 Wai(z,2) + Tx 


定义 函数 Kzi; E Cee(X). 这 个 函数 称 为 (已 ,X) 的 第 2 i 个 外 尔 曲率 . 

6.9.7 同 4.2.20 关系 

设 5 是 一 个 曲面 (Rs 的 2 维 子 流 形 ). 沿用 4.2.20 的 记号 , 我 们 有 (参见 习题 
6.10.21): 


在 mes rt-s>0¢% Ka(m)> 0; 
在 me5 rt-s<0% Ko(m)<0. 


事实 上 , 我 们 所 知晓 的 远 比 这 些 更 多 更 好 : Kz(m) 是 5 在 m 的 高 斯 曲率 , 将 在 
10.5 定义 这 个 曲率 . 这 个 相等 关系 由 6.8.15 和 10.6.2.2 立即 推 知 . 量 K = Kz 的 一 
个 引 人 瞩 目的 性 质 是 : 它 仅 依赖 5S 的 内 蕴 度 量 (参见 10.3.1, 黎 曼 度量 ) 而 与 3 嵌 人 
到 R3 内 的 方式 无 关 : 参见 10.5.3.2 和 10.6.2.1. 甚至 对 于 一 小 块 开 集 (但 要 相对 紧 致 
的 ) 5, 我 们 发 现 


| rt— st #0¢8 Ka(m) #0; 


Vol(TUB®S)=2e Aire(S) 十 {Kamam 
Ss 
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即 是 说 这 个 体积 仅仅 依赖 于 3 的 面积 和 K2 在 5 上 的 积分 . 所 有 的 这 些 量 仅仅 依赖 
5 的 内 萄 度量 , 而 与 它 柑 人 的 方式 无 关 . 提请 读者 注意 在 6.9.16,7.5.5 和 11.7.1 还 会 
发 现 更 好 的 结果 . 

6.9.8 ”基本 知识 的 注释 

我 们 刚才 看 到 如 果 d = 2 且 n = 3, 外 尔 曲 率 K2 只 依赖 由 Rn 在 X 上 用 到 的 
内 萄 度量 ( 黎 曼 度量 ) 而 事实 上 这 是 幸 曼 外 尔 在 [17] 中 的 一 个 普遍 且 值 得 注意 的 
结果 : 对 于 任意 的 d,n,i = 1,2,… ,[d/2] 和 Rn 的 子 流 形 X, 量 Kz; 只 依赖 X 上 由 
它 在 R" 内 的 能 入 所 定义 的 黎 曼 结 构 , 但 不 依赖 共和 本身. 更 准确 地 说 来 , 如 果 号 表 
示 对 于 这 个 黎 曼 度量 的 X 的 曲率 张 量 (这 是 一 个 4 阶 张 量 ), 则 Kai(m) 是 一 个 数 ， 
它 等 于 在 曲率 张 量 R(m) 上 的 i 次 普 适 多 项 式 ， 当 d 是 偶数 ，K4a 作为 被 积 函数 出 
现在 一 个 公式 中 , 该 公式 把 高 斯 - 博 内 公式 11.7.1 推广 到 了 所 有 偶数 阶 的 黎 曼 流 形 . 
推广 后 的 公式 , 称 为 艾 伦 多 弗 - 外 尔 - 芬 切 尔 - 高 斯 - 博 内 - 陈 公式 (参见 7.5.7)， 
在 得 知 陈 的 内 萄 证 明之 前 , 首先 借助 外 尔 的 一 个 结果 证 明 . 至 于 Kzi, 可 以 参考 [47]， 
而 关于 管 形 的 体积 , 还 可 以 参考 [118]. 

现在 回 到 管 形 的 体积 , 我 们 陈述 

6.9.9 ”定理 

设 义 是 nn 维 欧 几 里 得 空间 巨 的 d 维 子 流 形 , TUBeX 的 体积 是 < 的 一 个 多 
项 式 : 


ld/2] 
Val (TUB®X) = )) aaien +, 


其 中 
二 


特别 地 , 有 ao = Vol (Bn-_a(0,1)) x Vol(X). 
事实 上 , 我 们 已 经 得 到 . 


Ba d+ti 
Vol(TUB<X) = 六 (ES i We) 
再 利用 6.9.5 和 6.9.6 即 知 < 的 给 定 多 项 式 表达 了 这 个 体积 . 特别 地 , 有 
ao = 二 5 人 Ko(z) . 5. 
根据 6.8.11 (Wo(z,v) = 1), 有 


8) /a 区 fs 


而 NUzX 是 NzX 的 单位 球面 , 由 6.5.6.1 得 到 


2 二 Vol(Bn_a(0,1))， 于 是 ao = Vol(Bn_a(0,1) ) 人 6. 
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由 于 _ en-evol(B。s(0,1D)) = Vol(B。_a(0,e))， 故 和 式 的 第 一 项 是 Vol(X) 
Vol (Bn_al0, e)). 

6.9.10 ”推论 

设 X 是 m 维 欧 几 里 得 空间 妃 的 1 维 子 流 形 , 则 


Vol (TUB<X) = Vol (Bn_1(0,e)): Long (X). 


事实 上 , i ==0 是 唯一 的 < [1/2] = 0 的 整数 . 
6.9.11 例子 


EHD 


图 6.9.11 


6.9.11.1 在 R2 里 , X 是 一 条 曲线 : d = 1 (如 果 d = 0, 结果 是 平凡 的 )， 推论 
6.9.10 表明 
Aire (TUB<X) = 2 .Long (X). 


6.9.11.2 完整 旋转 环 面 的 体积 

如 果 X 是 Rs 的 一 个 半径 为 R 的 圆周 , 得 到 完整 旋转 环 面 TUB“X, 由 推论 
6.9.10 算出 Vol(TUB<X) = 2r2 . 民 .e2. 

6.9.12 ”推论 

设 久 是 n 维 欧 几 里 得 空间 马 的 n 一 1 维 子 流 形 , 则 


(0). 


Vol(X) = ls (TUB<X)) 


de 


第 一 项 是 aoe, 其 余 的 项 对 于 < 的 阶 数 > 3, 于 是 


Aa UBIO) 0) =ao = Vol(X). Vol (B1(0,1)) 


而 Vol (B1(0,1)) = 2, 遂 得 引 理 . 
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6.9.13 例子 
Vol (Sd) = (Vol (Bari(0,1 + —Ban(0,1- 0)) (0) 
= 3Vol Bani(0,D) L(G +o) -Ga 
= (d+ 1)Vol (Bar1(0, 1)). 
这 就 重新 发 现 公式 6.5.6.1. 
6.9.14 ”注释 


对 于 X = 54, 所 有 oz; 非 零 , 理由 是 
Vol(TUBe(54) = Vol (Bayi(0,1+ 6)) — Vol (Bayi(0,1— 6)) 
= Bari(0,1) [(L+e)st 一 (1 一 eat] 


[d/2] 
1 
=2Bari(0,1) > [人 > 
En 1 


=0 
这 表明 6.9.9 中 的 多 项 式 的 项 一 般 非 零 . 
现在 解释 当 d 是 偶数 时 的 项 ad. 
6.9.15 ”命题 
如 果 万 是 定向 的 , 而 号 表示 其 单位 球面 S( 羽 ) 的 典范 体积 形式 , 7 是 从 NUX 
到 5S(E) 的 高 斯 映射 , 则 


1 1 
oa=t/ Ki=2/ v5=3/ Way, 
njJx NSNUX NJNUX 


其 中 的 积分 在 NUX 上 计算 , 而 NUX 由 羽 的 定向 而 定向 . 
我 们 知道 (参见 6.7.19) 


人 waz= 人 (/ wn)s= / Kad = n: aq. 
NUX X \JNUsX x 


又 由 于 五 = |@|, 根据 6.8.15, 我 们 有 
NUX Wa 一 hs Wa® | /二 和 
6.9.16 ”推论 


如 果 X 是 n 维 欧 几 里 得 空间 E 的 2 维 子 流 形 , 则 


Vol (TUB*X) = en ?Vol(B,_2(0,1)): Aire (X)+ SS/ YD. 
1 JNUxX 


在 第 七 章 , 将 知道 es 7 了 二 整数 x Vol(S"!), 其 中 的 整数 等 于 X 的 欧 拉 - 


庞 加 莱 示 性 数 . 这 对 于 曲面 情形 (dim X=2) 提供 了 完整 而 简明 的 回答 . Vol (TU BX) 
仅 依赖 a, Aire(X) 和 X(X) 而 不 依赖 (E, 义 ) 这 一 事实 , 委 实 令 人 惊叹 (参见 11.7.1). 
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6.10 习 题 
6.10.1 给 定 fe C2(R2) 和 R2 的 一 个 紧 致 带 边区 域 D, 设 ju = 0, 证 明 


公式 
CA 
并 且 由 此 推出 如 果 在 D 上 党 了 二 党 =0, 则 flp =0. 
6.10.2 jp 
设 5: R4 一 R3 是 映射 
(2,9,2,t) = (pgr) 一 (2(zz 十 2( 一 zt 十 yz), 一 z2 一 好 十 季 十 好 )， 
而 a 是 6b 在 5S3 c Rs 的 限制 . 给 定 5 c Ra 的 典范 体积 形式 
=(pdgAdr+qgdrAdp+rdpAdg)|s. 
1。 是 否 ae Cee(S3; S2)? 


2? 计算 = a*/. 应 当 得 到 入 = 4dzAdy+dzAdti, 计算 有 些 宛 长 ; 必须 恰 
到 好 处 地 利用 以 下 事实 : 


(z2 十 好 二 22 十 切 lss =1 和 (zdz+ydy+zdz+tdt)lss = 0. 


3* 证 明 如 果 9= (-ydz 十 zdy 一 tdz 二 zdt)|ss, 则 和 =2d9. 计算 入 6, 再 计 
算 人 、A4 ， 

现在 设 f es C™”(53;S?) 是 任意 的 无 穷 次 可 微 的 从 S53 到 5S? 内 的 函数 , 8 e 
22(5?) 是 5 上 的 2- 微分 形式 , 而 a = 太 "5. 

1) 证 明 存 在 Se 21(S3), 使 得 dé = a 

2) 对 于 给 定 的 /, 考虑 所 有 满足 人 .6 =1 的 8 92(52) 和 所 有 满足 dé = a 


的 &€ Q1(S3). 证 明 / aAE 只 依赖 f, 而 不 依赖 8 和 &. 记 之 为 Y(P) (其 中 y(/) 
局 


称 之 为 f 的 霍 普 夫 不 变量 ) 

3) 当 f 不 是 满 射 时 , y(f) 等 于 什么 ? 

4) 对 于 工 的 映射 a 计算 y(a). 

事实 上 , 7 总 是 一 个 整数 : 参见 [13], 151 页 . 

6.10.3 指出 如 果 对 于 所 有 z & B(0, 了 0), 6.3.7 的 6(z) 关 0, 则 可 以 构造 一 个 映射 
了 违反 6.3.5 的 结论 . 由 此 给 6.3.7 一 个 证 明 . 
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6.10.4 ”在 连续 (不 必 可 微 ) 的 情形 下 证 明 6.3.5, 6.3.7 和 6.3.8. (利用 魏 尔 斯 特 
拉 斯 定理 , 以 便 用 多 项 式 逼 近 紧 臻 集 上 的 一 个 连续 函数 .) 

6.10.5 设 X,Y 是 两 个 紧 致 流 形 . 以 自然 的 方式 构造 一 个 映射 

F: 》 R(X)OR(Y) — R(X xY), 
p+g=r 

其 中 R 是 德 拉 姆 群 , 而 @ 是 张 量 积 . 证 明 F 是 单 射 . 

6.10.6 给 定 使 得 Im z > 0 的 复数 z 的 集合 D, 把 它 看 作 R? 的 开 集 , 而 G 是 
同形 映射 2 一旦 二 3 的 集合 , 其 中 obe,d 使 得 ad 一 be #0. 

a) 证 明 对 于 6 的 所 有 f, f(D)=D. 

b) 证 明 所 有 2 阶 微分 形式 w, 如 果 对 于 所 有 fe G 有 jw = w, 则 正比 例 于 

A (按照 惯例 , z = z 十 iy). 

这 设 4 是 厂 的 紧 臻 区域, 使 得 84 是 圆心 在 直线 y = 0 上 的 三 个 圆 弧 4B, BC， 


C4 的 并 集 . 证 明 
/ dA+B+O), 
4 Vy 

其 中 , 4, B,C 是 准 三 角形 4BC 的 角 的 度量 


6.10.7 设 D 是 定向 欧 几 里 得 空间 EB 的 带 边区 域 , 而 v(z) 是 在 zs 9D 的 外 
出 单位 法 向 量 . 证 明 存在 。 > 0, 使 得 


Wie(-e,0), z+t.v(z)eD. 


6.10.8 给 定 Rs 的 球面 52, n 是 其 北极 , 而 s : 5? - {n} 一 R? 是 北极 的 球 极 
投影 . 明晰 计算 s(z,y,z). 如 果 wo = dz 人 dy 是 R? 的 典范 体积 形式 ，o 是 5? 的 典 
范 体积 形式 , 把 s*wo 表示 为 o 的 函数 . 

6.10.9 借助 映射 

上 3 EE: [mn]: 0,7 ,0") (Ce ,bt ER 
计算 54 的 体积 , 其 中 


& =sing!, 


£2 = cosblsing2， 


[oe cosblcosg2 . ... .cosgn -1 .sing”, 


Cn+1 = cosbglcosg2 .cosgn 1 .cosO". 


6.10.10 写 出 6.5.4 的 证 明细 节 . 


6.10 习 题 243 - 


6.10.11 给 定 两 个 曲面 
PE={(z,y,22 +y):z ERyeER},PH= {zy, 7 -y):re R,yeR), 
(椭圆 抛物 面 和 双 曲 抛物 面 ). 设 D 是 平面 的 一 个 紧 致 区 域 . 证 明 对 于 
P:R 3(7,y,2) 0 (72,9) ER? 


有 
Val (PEfp-1(D)) = Vol (PHNp-1(D)). 
当 D = B(0,1) 时 明晰 计算 这 个 量 . 
6.10.12 ”把 圆 扇形 


{(r.cosbgr'sing):0<r 和 及 -TS<o<T} 


的 重心 明晰 地 表示 为 Re R; 和 Te (0,r) 的 函数 . 
6.10.13 ”颜料 悖 论 守 
给 定 一 个 实数 a, 考虑 Rs 的 一 个 开 集 : 


D={(z,y,2)€E R3:z<0 并 H (7? +y) < (-z)2e]. 
计算 Vol(D) 和 Aire(8D). 证 明 如 果 ae [1, 一 1/2), 则 
Vol(D)<oo 而 Aire(9D) = oc. 


然而 如 果 把 D 看 作 一 个 无 穷 漏 斗 , 往 里 面 注 人 有 限 体积 的 颜 图 610.13 
料 , 有 无 穷 面积 的 边界 8D 将 被 这 有 限 体积 的 颜料 着 色 . 

6.10.14 ”上 古 尔 丁 第 一 定理 

设 H+={(t,z)€ R?:t>0), 5S! 是 R? 的 典范 圆周 , 而 f 是 映射 


H+ x Sl ((t,z),4) 司 (tu,z)E R? x R= R?( 柱 坐标 映射 ). 


1) 证 明了 是 从 H+ x S! 到 R3 - 2 的 微分 同 胚 , 这 里 2 表示 z-1(0) 门 y!(0) 
(z 轴 ). 
2) 设 wo 是 Rs 的 典范 体积 形式 , o 是 51 的 典范 体积 形式 , 而 7 是 R2 的 典范 
体积 形式 在 及 + 上 的 限制 : 7 = dt 和 dz. 证 明 f*wo = 一 t(7 人 0o). 

3) 设 DD 是 H+ 上 的 紧 致 区 域 ; 它 对 应 Rs 的 旋转 区 域 f(D x 51). 证 明 


Vol (f(D x $1)) = 27 .6. Aire (D), 


其 中 5 表示 DD 的 重心 到 上 轴 的 距离 . 应 用 : 旋转 环形 的 体积 和 半圆 盘 的 重心 . 
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6.10.15 ”上 古 尔 丁 第 二 定理 
a) 设 C 是 一 个 欧 几 里 得 仿 射 空间 的 紧 致 1 维 子 流 形 , 而 5 是 它 的 典范 密度 . 跟 


6.5.14 一 样 , 证 明 
ide 
人 6 


只 依赖 于 C, 它 确定 仿 射 空间 的 一 个 点 , 称 为 曲线 C 的 重心 . 
b) 保留 6.10.14 的 记号 , 设 Cc Ht 是 H+ 的 1 维 紧 致 子 流 形 . 证 明 f(C x 51) 


是 Rs 的 2 维 子 流 形 , 并 且 
Aire(f(C x $1)) = 2r .5.Long(C)， 


其 中 6 表示 C 的 重心 到 t 轴 的 距离 . 
应 用 : 1) 旋转 环 面 的 面积 ; 


2) 求 半圆 周 的 重心 的 位 置 . 
6.10.16 设 f 是 R" 的 比例 系数 为 的 位 似 变换 , 而 X c Rn 是 一 个 d 维 子 


流 形 . 证 明 
Vol (f(X)) = A Vol (X). 


6.10.17 设 V 和 W 分 别 是 欧 几 里 得 空间 E 和 下 的 子 流 形 . 证 明 
Vol(Y x W) = Vol(V) x Vol (W). 
6.10.18 对 于 根据 命题 6.6.8, 从 Ss 的 典范 密度 得 到 的 P4(R) 的 密度 , 计算 


P4(R) 的 体积 . 
6.10.19 计算 5.9.11 的 默 比 乌 斯 带 的 面积 . 
6.10.20 计算 5? 在 映射 


(zz) 上 (他 2 V2yz， V2zz, V3ry) 


下 的 像 的 面积 . 
6.10.21 证 明 6.9.7. 
6.10.22 计算 Vol(8(TUBsX)) =Vol(can (NU<X)) (对 于 充分 小 的 e). 
6.10.23 对 于 54 C R4t! 的 典范 密度 和 作为 4 上 的 函数 的 Ra+! 的 典范 坐标 
zl… ,Tat 计算 


Sd 
其 中 oi(i = 1,… ,d +1) 是 正 整数 .如 果 熟 悉 伽 马 函数 , 对 于 任意 实数 计算 这 个 积 
分 值 . 
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6.10.24 ”确定 半球 
人 ,Zn) E Rn :zn > 0,5 & !} 


i=1 


的 重心 坐标 . 当 n 趋 于 无 穷 时 , 关于 它 的 坐标 z 可 以 说 什么 ? 

6.10.25 不 用 坐标 证 明 6.5.9. 

6.10.26 计算 8.7.17 的 内 旋 轮 线 和 外 旋 轮 线 和 定 圆 所 围 的 面积 . 

6.10.27 求 球台 的 体积 和 侧面 积 . 球台 是 Rs 的 一 个 球体 的 夹 在 两 个 平行 平面 
间 的 部 分 . 一 个 特别 的 推论 是 球台 的 侧面 积 只 依赖 两 个 平面 间 的 距离 . 

6.10.28 计算 半径 相等 的 两 个 圆柱 的 公共 部 分 的 体积 , 它们 的 轴 相 交 成 角 a 
计算 半径 相等 的 三 个 圆柱 的 公共 部 分 的 体积 , 它们 的 轴 相 交 并 且 两 两 垂直 . 

6.10.29 ”计算 旋转 抛物 面 和 与 其 轴 不 平行 的 平面 所 界定 的 紧 致 集 的 体积 

6.10.30 如 图 6.10.30, 计算 圆柱 枕 形 的 体积 和 侧面 积 . 


图 6.10.30 


6.10.31 计算 维 维 亚 尼 窗 的 体积 , 所 谓 维 维 亚 尼 窗 , 即 Rs 由 
{(Z,y,2) : 72+ +22 < 1 并 目 z? +y? < xz} 


定义 的 集合 . 

6.10.32 ”三 水 平公 式 

在 3 维 欧 几 里 得 空间 内 考虑 一 个 由 一 个 侧面 和 对 于 适当 的 z 轴 高 度 为 a,b 的 
两 个 平行 平面 及 (a), H(b) 界定 的 紧 致 集 K. 其 中 K 被 高 度 为 z 的 平面 H(z) 截 得 
的 截面 K 门 H(z) 的 面积 记 作 5(z), 假定 5(z) 是 z 的 至 多 三 阶 的 多 项 式 ; 证 明 天 的 
体积 由 所 谓 三 水 平公 式 


3 [sw +45 (2 于) + sg] 


表示 . 重新 发 现 6.10.27 的 球台 的 体积 . 应 用 到 锥 体 . 证 明 公 式 当 天 的 侧面 是 直 纹 | 
面 时 是 可 以 应 用 的 . 
6.10.33 计算 方程 为 
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图 6.10.32 


的 旋转 椭 球 面 所 围 的 体积 . 


第 七 章 。” 映射 度 理论 


借助 一 个 局 部 引 理 , 我 们 证 明了 一 个 定向 连通 紧 致 流 形 的 最 大 阶 的 德 拉 姆 群 典 
范 地 同 构 于 R (7.2.1). 从 这 个 事实 立即 得 到 莫 泽 定理 , 这 个 定理 断言 有 相同 积分 的 
两 个 体积 形式 通过 微分 同 胚 从 一 个 拉 回 到 另 一 个 . 

然而 德 拉 姆 群 的 这 个 计算 结果 的 本 质 的 价值 在 于 : 对 于 两 个 定向 连通 紧 致 的 有 
相同 维 数 的 流 形 间 的 一 个 态 射 / : X 一 了, 对 应 一 个 称 为 这 个 态 射 的 映射 度 的 实数 ， 
根据 定义 , 它 是 作为 微分 形式 积分 的 商 来 计算 的 (7.3.1.1°). 映射 度 的 理论 之 所 以 色 
彩 纷呈 , 是 由 于 同一 个 映射 度 可 以 用 角 然 不 同 的 几何 的 方式 计算 , 这 就 是 数 一 数 / 
的 正则 值 的 逆 像 的 点 的 个 数 ( 带 上 适当 的 符号 ) (7.3.1.2°); 一 个 特殊 的 推论 是 映射 度 
必然 是 整数 . 还 有 映射 度 对 于 连续 形变 是 不 变 的 (7.4.3). 

从 这 些 结果 衍生 许多 推论 , 它们 涉及 球面 上 的 向 量 场 (7.4.6), 两 条 曲线 的 交错 
(7.4.7), 向 量 场 在 一 个 孤立 零点 的 分 析 (7.4.15), 以 及 与 单位 球 上 一 个 内 向 量 场 关联 
的 一 个 公式 (7.4.18). 

本 章 最 后 致力 于 管 形 ( 当 其 维 数 是 偶数 时 ) 体积 公式 的 最 后 一 项 的 计算 . 这 一 项 
一 方面 忽略 一 个 数值 系数 , 表示 为 关联 到 子 流 形 的 高 斯 法 映射 的 映射 度 ; 另 一 方面 
这 同一 个 映射 度 (忽略 一 个 普 适 数值 系数 ) 表示 为 流 形 的 欧 拉 示 性 数 (7.5.4). 这 两 个 
量 之 间 的 相等 正 是 高 斯 - 博 内 公式 (7.5.4). 在 一 个 曲面 的 情形 , 由 这 些 结果 推 知 管 
形 的 体积 总 可 以 明晰 地 计算 (7.5.5). 


7.1 预备 引 理 

7.2 德 拉 姆 群 Re(X) 的 确定 

7.3 映射 度 

7.4 映射 度 对 于 同 伦 的 不 变性 . 应 用 
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7.5 管 形 的 体积 (结尾 ) 和 高 斯 - 博 内 公式 
7.6 属于 C?(S1; 31) 的 映射 的 映射 度 

7.7 抽象 流 形 上 向 量 场 的 指标 

7.8 习题 


我 们 打算 证 明 (定理 7.2.1) 如 果 X 是 d 维 连通 定向 紧 致 流 形 , 则 它 的 德 拉 姆 群 
Ra(X) 典范 地 同 构 于 R. 然后 给 出 这 个 结果 的 应 用 . 


本 章 假 定 所 有 有 关 对 象 是 C~ 类 的 


7.1 预备 引 理 

7.1.1 引 理 

设 Qa = (0,1)4 是 Rd 的 单位 方 体 , B < [4(R4) 是 一 个 d- 微分 形式 , 使 得 
suppB C Qa, 并 且 / 有 = 0. 则 存在 YE 024-1(R4), 使 得 suppY C Qa, 并 且 

Qa 

B=d7Y. 

7.1.2 ”注释 

7.1.2.1 由 于 6B 是 d 阶 的 , 必 有 d6=0(R4 的 d+1 阶 微分 形式 ), 把 庞 加 莱 引 
理 (参见 5.6.1) 应 用 到 Qa 得 到 : 存在 Ye 24-1(Rd), 使 得 8 = dy, 但 是 不 知道 是 否 
有 suppY Cc Qa? 此 外 ， 


7.1.2.2 条 件 人 人 = 0 是 必要 的 , 因为 如 果 7 使 得 8 = dy 并 且 suppy c Qu 


因为 supp 8 c Qa, 所 以 
ek 
在 Qa 上 利用 斯 托 克 斯 定理 (参见 6.2.1 和 6.2.2 末尾 ), 这 个 积分 (由 于 supp7Y 门 984= 


2) 等 于 
人 ar= 人 = 


图 7.1.2 


7.1 预备 引 理 -249 . 


7.1.3 ” 引 理 的 证 阴 

利用 对 于 d 的 归纳 法 进行 证 明 . 

(Qi) 如果 d=1. 

设 Qi = (0,1),8 € 021(R4) 的 支 集 在 (0,1) 内 , 其 形式 为 


B= f(t)dt， 其 中 fe C™((0,1);R). 


1 
还 假定 人 B =/ f(t)dt = 0. 我 们 需要 求 函 数 Ye 2°(R) = C~(R), 使 得 dy = /6， 
即 确定 一 个 函数 9 使 得 f(t)dt = g'(t)dt. 为 此 令 


t 
7.1.4 = f(s)ds, 


由 于 f 连续 , 这 个 函数 必然 对 于 所 有 上 有 定义 . 
j 的 支 集 是 含 于 (0, 1) 的 闭 集 , 必 有 形式 suppf Cl[cd, 并 且 0<csd<1, 如 
果 t<c, 则 g(t)=0. 如 果 t>4d, 则 


sO= /10s= 1 roas=- 太 roas=o 
故 g 的 支 集 含 于 [c,d] c (0,1), 又 有 g'(t) = f(t), 由 此 得 到 
ge Cee(R) = 20(BR). 

(i 归纳 

从 Qa 到 Qu+l 的 过 渡 . 做 下 列 归纳 假设 : 

7.1.5 (Had) 对 于 任意 的 Be 04(R4), 只 要 满足 supp8 C Qa 和 / B=0, 则 

Qa 
存在 YE 04-1(R4), 使 得 suppY CC Qa, 并 且 B=d7. 

此 外 , 如果 有 依赖 一 个 参数 入 E 省 4 是 一 个 有 限 维 向 量 空间 , 映射 (z, 入) 己 
B(z, 和 ) 在 Rdx4 是 Coo 类 的 , 则 可 以 选择 Y 依赖 , 使 得 映射 (z, A) 局 (z, 和 ) 是 
Cee 类 的 . 

( 瑟 ) 为 真 , 因为 如 果 假定 8 定义 在 R x 4 上 , 映射 (i, 和)  B(t A) = f(t, 和 dt 
在 RRx4 是 C™ 类 的 , 则 由 g(t, 入 ) =/ f(s, 和 ds 定义 的 函数 g(t, 和) 在 RxA4 上 


必 是 Ce 类 的 , 这 可 以 由 积分 号 下 的 求 导 定理 得 到 (参见 0.4.8). 
{ii) 由 (Ha-1) 推出 (Ha). 
把 Qa 表示 成 Qa = Qa_1x(0,1) CR‘1xR=R4. 
设 (z1,… ,Za-1) € Qa-1,t € (0,1), 那么 (z1,… ,za_1,t) € Qa. 定义 映射 


7.1.6 p:Qa— Qal: (Zl Tal Td) + (L177 ,Ta1); 
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7.1.7 ii: Qa = Qa x {t}: (21 rd-1) 一 (za-1bi 
7.1.8 率 : Qa-i Xx {村 一 Qa 典范 单 射 


图 7.1.8.1 


证 明 的 思路 是 对 于 除 以 d ra 后 的 并 且 限 制 在 Qa-1 x { 上 的 微分 形式 8 利用 ， 
归纳 假设 , 再 由 必 转移 到 Qa_! 上 ; 对 于 每 个 te [0, 1] 这 样 做 , 这 就 又 引入 了 一 个 参 
数 , 4 变 成 了 R x 4. 事实 上 这 样 得 到 的 在 Qa_! 上 的 微分 形式 的 积分 并 不 是 零 ; 从 
该 微分 形式 减 去 应 该 减 去 的 , 得 到 一 个 微分 形式 x ( 它 依赖 t), 对 于 它 应 用 (Ha). 在 
Qa-1 x { 革 上 寻觅 到 微分 形式 Y, 使 得 rs = dyt*, 把 它们 粘 结 为 一 个 单一 的 微分 形 
式 , 稍 做 修改 即 得 要 找 的 微分 形式 . 为 简单 起 见 , 以 下 的 计算 是 对 于 坐标 进行 的 ; 其 
实 隐 藏 了 多 个 拉 回 映射 ,之 , 从 

首先 取 定 一 个 参照 微分 形式 ce 2 -1(R4- 1) , 使 得 


supp (c) C Qa-1 并 且 o=1. 
Qua- 


现在 设 6 e 2a(Ra) 是 一 个 d- 微分 形式 , 其 支 集 在 Qa 内 , 并 且 人 有 = 0. 此 外 还 


假定 8 依赖 一 个 参数 (归纳 假设 ), 映射 (z, 和) 一 8(z, 入 ) 是 C™ 的 . 微分 形式 6 有 
表示 


B(x 和) = f(z, 和 A)dzi 信 …Adza， 其 中 的 f(z, 和) e Cee(Qu x A;R). 


令 z = (Zz1,… ,Tq-1,t), 对 于 每 个 te (0,1), 考虑 微分 形式 re e 24-1(Rd-1)， 
其 定义 是 


Ti(Z1… Ta) 一 (zi ,Ta t; Ndz1 A Ad7ra1 — g(t,N)o, 


oN = f(z1.77 Tait; Ndri A: A dra 
Qa 


7.1 预备 引 理 251. 


由 于 根据 o 的 选取 ， / = 1 故 人 ze = 0. 此 外 由 构造 过 程 得 知 nt e 


Qa-1 


24 1(R4 1), 并 且 对 于 参数 t 和 和 是 Cece 的 . 而 关于 支 集 有 


supp ne C p((supp f) MN Qa-1 x {t}) U suppo C Qai. 


于 是 (假定 (Ha-1) 成 立 , 并 且 应 用 到 R x 4) 存在 x € 824-?(R4-!), 使 得 dy = xt， 
并 且 ?% 的 支 集 在 Qa_1 内 . 
用 下 列 方式 定义 微分 形式 Y (总 带 着 参数 入 ): 


(zh Tait A) =p"(%) Adzd. 


为 了 简化 记号 , Re 内 的 和 R4+! 内 的 第 i 个 坐标 函数 的 微分 都 记 作 d zi;. 如 果 


Tt(zl…… Td;A) = Dj u(r, ,al Ndz1 A A dTiA Adral, 
则 
TY(z ,Td1; A) = ut(zb… ,Ta Ndzi A AGEA: Adzd， 
形式 上 有 


d(yY)=d(p'(y) Adza) =p"(d(%) Adza=p" (rt) A dra. 
考虑 到 所 做 的 等 同化 : 
Pm) Ndza= f(T ,Ta1,t; Ndz1 ANA: Adzra— g(t, Mo Adzra, 
即 
B=d”y +g(t, Mo(z1,:. ,Td-1) \ dza. 


如 果 证 明了 g(t, 和)a(z1,… ,za_1) 人 dza 是 一 个 恰当 微分 形式 , 我 们 就 形式 上 证 
明了 6 也 是 一 个 恰当 微分 形式 , 即 存在 ye 24-1(R4), 使 得 6 = dy. 


令 enessent= CD (go Nas) 由 于 o 在 Rt! 上 是 4-1 
0 
阶 的 , 则 do = 0, 我 们 得 到 
dé(z1eee Ta ut 和)=(-1)"! gbNdza Ac 
hehe 
tm 所 9g(s, 和 A)d s 的 微分 


= g(t, Ao(z1,.… ,Ta-1) Adza. 


之 所 以 说 是 形式 上 证 明了 6 是 一 个 恰当 微分 形式 , 是 在 下 述 意 义 下 : 还 需要 证 
明 , 如 果 令 y= 十 & 则 
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1 7 是 Cs 类 的 ; 

2° suppy C Qa-1; 

3" 7 对 于 参数 入 是 Ce 类 的 . 

1° 和 3。 来 自 假设 (Hs_1) 和 所 进行 的 计算 : 所 实施 的 运算 中 唯一 不 平凡 的 是 函 
数 的 积分 , 积分 号 下 求 导 的 定理 可 以 应 用 : 参见 0.4.8. 

至 于 2°, 由 于 每 个 x 的 支 集 在 Qa_1 内 , 故 Y 的 支 集 必定 在 R x Qu-i 内 . 


图 7.1.8.2 


我 们 假定 了 6 的 支 集 在 Qa 内 , 故 存在 es > 0,n > 0, 使 得 es < 1 一 mn, 并且 te 
R 一 [se,1 一 蕴涵 : 


f(z1°** Tat)=0, Vr (1 <igd-1). 
根据 构造 过 程 , 对 于 这 样 的 t, 我们 有 4 = 0, 故 suppY C Qa. 还 留 下 考虑 & 的 支 集 . 
而 喘 射 + / gs Nds 当 t<e 或 t>1-7 时 是 零 . 事实 上 , 如 果 上 < e, 结果 显 
0 


然 ; 如 果 上 > 1 一 n, 这 恰恰 是 由 于 A B==0, 正 是 这 里 这 个 条 件 发 挥 作用 . 利用 富 比 
尼 定 理 , 并 且 考 虑 到 9 本 身 的 定义 : 


t 二 
/renas= (/ fe see Na A det)as 
0 0 Neu-' 
1 
=/ (/ fas ne Na A dest)as 
0 \Jes 


= | iva nam = fs-0 


于 是 


4 
suppEC [em (-/ ss, ds]] x Qa-iC le,l—W] x QaiC Qa. 


7.1 预备 引 理 “253. 


引 理 证 毕 . 

7.1.9 引 理 

设 光 是 一 个 dd 维 连 通 紧 致 流 形 , 则 德 拉 姆 群 Ra(X) 的 维 数 小 于 或 等 于 1. 

取 定 X 的 一 个 单位 分 解 {(Ui, wi, wi)}， 其 中 诸 U; 是 坐标 卡 的 开 集 ， 使 得 
yi(Ui) = Qa (如 果 需 要 的 话 修改 映射 yi， 就 可 以 满足 这 一 要 求 ). 由 于 X 是 紧 致 
的 , 可 以 假定 这 个 分 解 关联 的 覆盖 是 有 限 的 , 于 是 有 X = 【_j U;. 


i=1 
取 定 ao s 24(X), 其 支 集 在 内 , 使 得 
7.1.10 人 (or a0 =1. 


我 们 打算 证 明 对 于 24(X) 的 所 有 a, 存在 一 个 数 上 和 一 个 微分 形式 ne 24-1(X) 使 
得 Qa= kao+di 从 而 a 等 价 于 kao, 由 此 得 到 dim (RA(X)) < 1. 
N, 


由 于 a = 》 wa, 要 确立 的 断言 具有 可 加 性 ,只 需 对 于 每 个 na 确立 此 断言 


i=1 
而 wia 的 支 集 在 Ui 内 . 取 定 i, 设 me mn e Ui, 由 于 X 是 连通 的 , 则 根据 2.2.13， 
存在 7 e C9([0,1];X), 满足 7(0) = m,7Y(1) = n.yl0,1] 被 某 些 U; 覆盖 , 设 它们 是 
Uj = Up = U2，,… ,Uj = Ui, 假定 这 个 覆盖 满足 条 件 


Van #8 Vs=1,..,k—1. 
对 于 s = 1.… ,一 1 选择 微分 形式 oj, e 024(X), 使 得 其 支 集 


soppo C Usui { (Pi) os =1. 


opp 
supp io) 


图 7.1.10 


在 态 . 上 有 两 个 微分 形式 aj,， 和 oj,, 由 它们 得 到 (pr)*raj ， 和 (p71)*aj,， 
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其 支 集 在 Qa 内 . 如 果 令 实数 
= 人 (i) es, 
则 mi。 cso, 满足 下 列 条 件 : 
supp (v2) (os -co cos 和 人 ez0roo -co =0 
故 存在 (参见 7.1.1) 8, es 2d-!(Rd)， 使 得 sapp (8.) < Qa, 并 且 
(p97 ) (a3, 一 cai ) = db,. 
令 9,=W,(B,) (由 于 pi(U) = Qa 和 supp (B,) Cc Qa, 这 是 可 能 的 ), 则 在 X 上 ， 
(@j, — ceaj) = d0,. 
最 终 存在 91,… ,bx 和 数 c1,.… ,cx, 使 得 


(ai — ci00) = d01 


(Qj 一 czai) = d 6» 


(Qj — ck-lajx_a) = dOk-1 
(Wia) — crajs_, = dOk. 
于 是 
(Wia) — (cl …ckjao = d(Ok + ckOk-1 十 :…… 十 ckck-1 :C01 + :+ ck c201), 


故 wa 与 (cu ,…ck)jao 同调 . 


7.2 德 拉 姆 群 已 (X) 的 确定 


7.2.1 ”定理 

设 义 是 d 维 连通 紧 致 的 流 形 . 如 果 XX 是 定向 的 , 则 有 一 个 同 构 RA(X) ~ 及 , 如 
果 X 不 是 可 定向 的 , 则 Ra(X) = {0}. 

由 7.1.9 我 们 知道 Ra(X) 至 多 是 1 维 的 . Fe(X) 表示 d 阶 闭 微分 形式 的 集合 
(参见 5.4.3), 而 X 是 d 维 的 , 故 Pa(X) = fd(X). 

如 果 XX 是 定向 的 , 由 于 它 是 紧 致 的 , 则 可 以 引进 映射 (参见 6.1.3) 


Po0aam /aen 
x 


7.2 ” 德 拉 妈 群 Re(X) 的 确定 .255 - 


如 果 a = d 6, 由 斯 托 克 斯 定理 推出 


人 =- 人 ao- 人 o-o 


这 是 由 于 X 作为 一 个 带 边 区 域 , 其 边界 为 空 集 . 映射 7 过 渡 到 对 于 Ba(X) 的 商 集 ， 
定义 一 个 映射 


7: FM(X)MB4X) = RA(X)— RB, 

这 个 映射 典范 地 关联 到 X 及 其 定向 , 它 是 向 量 空间 之 间 的 一 个 同 态 ， 而 且 由 于 X 
是 定向 的 , 所 以 存在 一 个 体积 形式 ,使 得 人 > 0, 于 是 fla) > 0, 这 里 已 是 在 
Re(X) 里 的 类 ; 故 了 是 一 个 满 射 的 同 态 . 由 于 dim Ra(X) < 1, 故 这 实际 是 一 个 同 构 ， 
并 且 dim RA(X)=1. 

如 果 X 不 是 可 定向 的 . 

对 于 这 样 的 流 形 , 记 Orient(X) = 头 , 典范 覆 释 映射 p :六 一 X 是 2 层 的 ( 参 
见 5.3.27). 我 们 知道 (参见 5.3.29) 对 于 连通 的 XX, 它 不 是 可 定向 的 等 价 于 义 是 连 
通 的 . 任 取 w e 24(X). 设 s :太一 序 是 对 径 映 射 , 它 令 一 个 定向 对 应 其 相反 定向 ， 
我 们 有 pos = p, 随 之 p*(w) = s*(p*w). 于 是 根据 5.3.31.1 和 6.1.4.5 有 


人 = 人 so- 人 
fr =0. 


由 于 X 是 可 定向 的 (参见 5.3.27), 则 根据 注释 7.2.2, 存在 Ae f24-!( 义 ), 使 得 


pr*w = d. 令 


由 此 得 到 


p= 我 人 有 je 24-1( 郊 ). 


A+s*(\) 
i 
由 于 sos=id, 故 s*( = 
由 关系 Prw = d 入 得 到 s*(p*w) = s"(dA) = d(s*A) = (posjrw = pw = dN 故 


pro= 4 -du 


根据 引 理 5.3.9, 存在 py & 24-1(X), 使 得 p*(1) = 1. 于 是 有 prw = du = d(p*0) = 
P*'(d4)， 而 p 是 平 直 的 , 故 w= dp. 由 于 w e 24(X) 是 任意 的 , 必然 得 到 在 这 种 情 
形 下 RA(X) = {0}. 

7.2.2 ”注释 

设 义 是 d 维 定向 连通 紧 致 流 形 . 则 


BA(X) = {a e 04(X) :3 6, 使 得 a8=% = {ae 0): [0-0). 
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事实 上 , 对 于 前 面 引信 的 映射 J: 


{ < Da(X) : 人 = = o) =1-1(0), 


由 于 了 是 同 构 , 它 与 Be(X) 重合 . 
7.2.3 ” 莫 泽 定理 
设 X 是 d 维 定向 连通 紧 臻 流 形 ，a 和 B E Da(X) 是 两 个 体积 形式 , 使 得 
人 “= /2 则 存在 fe Dif (X)， 使 得 8 = 疡 we 
这 就 是 说 , 对 于 d- 体积 形式 , 只 有 在 微分 同 胚 之 下 , 总 体积 才 是 不 变 的 . 
定理 的 证 明 
给 定 两 个 这 样 的 体积 形式 a 和 8, 对 于 te [0,1], 令 ai = (1- ba 上 tp, 这 仍然 


是 一 个 体积 形式 , 并 且 由 于 人 (8 一 a) = 0 则 根据 注释 7.2.2 存在 Ye 24-1(X), 使 


得 dy = a 根据 推论 53.16, 对 于 所 有 的 4 存在 一 个 由 (bj(e(9) = -7 定 
义 的 向 量 场 8(t); 这 个 场 对 于 t 是 C™ 的 . 

设 是 &(t) 的 整体 流 ; 由 于 X 是 紧 致 的 , 则 它 在 [0,1] 上 是 存在 的 (参见 
3.5.13,3.5.6 至 3.5.14). 于 是 有 ( 像 对 于 双 线 性 映射 求 导 的 过 程 那 样 ): 

ne 人 = ds) gg +F ((¥&e) @) 者 (ie) Go) +F(8 -a). 


而 公式 5.5.10 表明 对 于 所 有 闭 微分 形式 w: 


dP) pe 
S20 = rf eo)), 


由 于 dy = 6 一 a, 由 此 得 到 
SE) ~ pe(p -a) + F(a(-)) = 

故 Frat 对 于 t 是 常 值 , FYa = a、 特别 地 , 有 看 8 = a, 于 是 对 于 f = ( 岂 )-! 有 

B= f"a. 


7.3 上 映 射 度 


7.3.1 ”基本 定理 

设 久 和 YY 是 两 个 同样 维 数 d 的 定向 紧 臻 连通 流 形 , | < Cce(X;iY). 则 存在 一 
个 整数 , 称 为 了 的 映射 度 , 记 作 deg(f), 使 得 

1。 对 于 任意 we 894(Y) 有 


站 f°w = deg(f) 人 wo 
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2。 对 于 了 的 任意 正则 值 y, 有 


deg(f)= 5, signe(J(f)); 
zef™1(y) 

如 果 /1(y) = 2, 则 deg(f) =0. 

(关于 signe(Jn(f)) 的 定义 , 参见 证 明 中 的 7.3.2.2). 

7.3.2 ”注释 

如 果 y 是 7 的 正则 值 , 则 有 一 个 局 部 覆 琶 映射 , 并 且 集 合 f-!(y) 的 基数 有 限 
(参见 4.1.5 和 4.1.6), 从 而 2* 中 的 和 的 项 数 有 限 . 

J"* :RA(Y) 一 RA(X) 与 fe C%(X;Y) 关联 (参见 性 质 5.4.6). 根据 7.2.1, X 和 
Y 既然 是 两 个 同样 维 数 d 的 定向 紧 臻 连通 流 形 , 它们 的 德 拉 姆 群 RA(Y) 和 Ra(X) 
都 典范 地 同 构 于 Ri; 由 此 可 以 用 这 样 的 方式 定义 一 个 映射 天 : R 一 BR, 使 得 以 下 的 
图 表 是 交换 的 : 


Ra(X) 一 二 Re(Y) 


7.3.2.1 =| 下 
BR. 


R 


了 
由 于 下 € L(R; R), 这 个 映射 有 形式 tt,kE R. 由 于 
froly =Ixof’, 
如 果 we Rd(Y), 而 w 属于 ww 的 类 ,we 24(Y), 则 
人 六 人 w. 
deg(f) 是 整数 这 个 事实 将 从 2° 的 证 明 得 到 . 
根据 萨 德 定理 (参见 4.3.6), 存在 态 射 了 的 正则 值 y. 应 用 4.1.5, 存在 Ve O,(Y)， 
使 得 如 果 f(y) = {z1,… ,zn}, 则 有 分 解 


f-1(V)= Uvw EOz(X)， 并 有 flu, € Dif (Ui;V). 
i=1 


可 以 取 连 通 的 V， 取 w es pa(y) 使 得 suppw Cc V, 并 且 Ls 源 0， 我 们 有 


supp (fw) C f-1(V), 于 是 
人 六- 人 
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由 于 flu, 是 从 Ui 到 连通 的 V 上 的 微分 同 构 , 所 以 flu, 保持 或 反 转 Ui,V 的 
(由 X,Y 的 定向 诱导 的 ) 定向 , 而 这 取决 于 Ts,( 了 ), 从 而 只 依赖 zi. 令 


+1， 如 果 Tf 保持 定向 ， 


7.3.2.2 signe (Jz(j) 一 | _1 如 果 Tf 反 转 定向 


则 有 (根据 6.1.4.4 和 6.1.4.5) 


rs Ls 
frwu= signe (Jz(f)) w=k| vw; 
人 
由 此 
deg(f)=k= >， signe(Jz(f)), 


zef ax:(y) 


它 必 然 是 一 个 整数 . 


x 
CP.. 
图 7.3.2.2 


如 果 f-1(y) = 2 则 存在 Ve O,(V), 使 得 f-1(V) = 2; 对 于 支 集 在 V 内 并 且 
使 得 [#0 的 ww 我 们 有 
fr 三 f° 二 人, 


由 此 得 deg(f) = 0. 
7.3.3 ”推论 


7.3 映 射 度 259 - 


设 久 和 YY 是 两 个 同样 维 数 d 的 定向 紧 致 连通 流 形 , fe Cw(X;Y). 如 果 1 和 
z 是 了 的 两 个 正则 值 , 则 整数 card (f-1(y)) 和 card(f-1(z)) 模 2 同 余 . 

事实 上 , 公式 

deg( 有 = >》 signe(J2(f)) 
zef -+(y) 

蕴涵 deg f = card(f-1(y)) 模 2. 

7.3.4 ”命题 

设 久 ,YZ 是 三 个 同样 维 数 d 的 定向 紧 臻 连通 流 形 , fe Cee(X;Y),9gE Cee(Y;2)， 
则 deg(g of) = deg(g) deg(f). 

参见 习题 7.8.2 

7.3.5 ”例子 

7.3.5.1 如 果 f 不 是 满 射 , 则 deg f= 0. 

7.3.5.2 ”如果 idx 是 从 X 到 天上 的 恒 等 映 射 , 则 deg(id x) = 1. 

7.3.5.3 如 果 是 圆周 , 且 X 是 下 面 的 曲线 : 


DN 


图 7.3.5 


而 f :XX 一 Y 是 中 心 为 O 的 在 YY 上 的 投影 . Y 的 点 y,ys,ys 是 正则 值 , /1(yi)， 
Jf-!(ys) 和 f-!(ys) 的 基数 分 别 是 1,3 和 5. 
7.3.5.4 如 果 久 =Y = 54, 而 s 表示 对 径 映 射 , 即 s = -id ss, 则 


deg(s) = (一 De 


事实 上 , 如 果 w 是 54 的 典范 体积 形式 , 则 s*w = (一 1)4+1w (参见 5.3.18), 故 


大 srw = (一 1)d+1 [2 


7.3.5.5 设 X=Y = SICR2; 把 R2 和 复数 集合 C 等 同化 . 设 f:5S1.3z 浅 
z" € 51, 则 deg(f) =n. 

7.3.6 ”注释 

7.3.6.1 如 果 同 时 反 转 X 和 YY 的 定向 , 映射 度 保持 不 变 . 
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7.3.6.2 设 fe Dif (X); 如 果 7 保持 定向 , 则 deg(f) = 1, 如 果 f 反 转 定向 , 则 
deg(f) = —1. 
7.3.7 ”定义 , 例子 
设 已 是 2 维 定向 欧 几 里 得 空间 , ae C~(S1; 己 ). 给 定 aeE 瑟 -a(S1) 和 由 
_ _ a(t}—a 
+ = Ta(d =al 
定义 的 映射 4: 51 一 51, A 的 映射 度 称 为 a 对 于 a 的 指标 . 
为 了 了 解 更 一 般 的 情形 , 请 参见 7.6.7. 
7.3.8 ”注释 
根据 3.4.1, 上 面 的 7.3.7 可 以 应 用 到 平面 的 1 维 紧 致 子 流 形 . 


7.4 映射 度 对 于 同 伦 的 不 变性 . 应 用 


7.4.1 定义 

给 定 两 个 流 形 多 和 ,我们 称 上 和 ge Cw(X;Y) 是 同 伦 的 , 如 果 存 在 和 g 
之 间 的 一 个 同 伦 , 即 存在 一 个 映射 玉 : [0,1] x 卫 一 ,使 得 

人 Vte 人 0, 由 z 记 Fltz) 定义 的 映射 FE Coe(X;Y); 

(这 由 (TT. 了)(t,2) = TeRi 定义 的 映射 (人 .天 ) : [0,1] x TX 一 TY 是 连续 的 ; 

(i B= f= yg. 

7.4.2 ”注释 

如 果 存 在 。 > 0, 使 得 所 是 Ee Cee((-e,1+e) x X;Y) 的 限制 , (i) 和 (i) 必然 
满足 . 

7.4.3 ”定理 

设 钱 和 YY 是 两 个 相同 维 数 的 定向 紧 至 连通 流 形 , f 和 gE Cee(XiY) 是 两 个 
同 伦 的 映射 , 则 deg(f) = deg(g) (如 果 已 是 和 g 之 间 的 同 伦 , 则 deg( 政 ) 不 依赖 
来 入 

事实 上 , 设 we 84(Y) 使 得 人 忆 关 0. 根据 7.3.1 的 le, 对 于 所 有 此 


Frw 
deg(F) = -2 


人 
这 是 一 个 整数 . 如 果 我 们 证 明了 映射 


tm 人 Frw 
x 


是 连续 的 , 则 上 deg( 甩 ) 就 是 连续 的 , 由 此 即 得 它 是 常数 ,而 上 面 映射 的 连续 性 从 
5.2.10.6 和 6.1.4.11 就 可 得 到 . 
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7.4.4 推论 

设 多 是 一 个 定向 连通 紧 致 流 形 , 则 映射 id x 决 不 同 伦 于 一 个 不 满 射 的 f E 
C(xX;Y) 

应 用 例子 7.3.5.1, 7.3.5.2 和 定理 7.4.3 即 可 . 

7.4.5 ”第 一 个 应 用 :球面 上 的 向 量 场 

7.4.6 ”定理 

当 且 仅 当 d 是 奇数 , 在 球面 54 上 存在 处 处 非 零 的 向 量 场 &. 

对 于 奇数 d, 证 明 存 在 一 个 这 样 的 向 量 场 . 为 此 , 把 R24 跟 


BR2 =R2x.…xR2=Cx.…xCO=Ca 
等 同 , 由 


(2 一 9 siz yiza) 
定义 在 S2d4-1 C R24 = C4 上 的 向 量 场 5. 显然 处 处 & 六 0. 
证 明 对 于 偶数 d, 不 能 在 S4 上 定义 处 处 非 零 的 向 量 场 . 设 5 是 这 样 的 向 量 场 ， 
由 于 6(z) 才 0, 所 以 可 以 对 于 所 有 z e 54 定义 


_ _é(7) 
"0) = RCT 
再 由 
F(t,1)= cosnt:z+sinnt. O(n(7)) 
定义 Fe C%(R x S54; 54). 
由 于 zl| = in(z) 首 = 1 和 (zl9z(n(z))) = 0, 必然 |F(t,z)=1 vi vz es54. 
从 而 7.4.1 的 条 件 是 满足 的 (参见 7.4.2), 从 而 FF 是 一 个 同 伦 映射 ; 而 


deg(Fo) = deg(id ss) =1, deg(F) = deg(—id sa) = (一 D) 人 +1， 
后 者 是 根据 7.3.5.4, 如 果 d 是 偶数 , 则 不 可 能 有 deg(Fo) = deg( 互 ). 


例如 , 5? 上 的 所 有 向 量 场 至 少 在 一 个 点 是 零 , 人 们 不 能 把 球面 上 的 毛发 梳理 得 
没有 一 绒 乱 发 . 存在 5? 上 的 向 量 场 恰好 在 一 个 点 是 零 : 参见 图 7.4.6 中 左面 的 一 个 . 


2 


5 5 村 


图 7.4.6 


7.4.7 第 二 个 应 用 : 两 条 曲线 的 交错 
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7.4.8 定义 

直到 7.4.14 ( 含 ), 我 们 称 从 51 到 R3 的 Cee 类 的 一 个 嵌入 了 为 R3 的 曲线 , 给 
定 两 条 曲线 让 和 g, 如 果 使 得 f(S1) 门 9g(S1) = @, 则 称 f 和 9g 的 有 序 对 称 为 曲线 对 ， 
这 样 的 曲线 对 记 作 {f,9}. 

两 个 曲线 对 {f,g} 和 {f',g'} 之 间 的 一 个 同 伦 是 给 定 的 两 个 同 伦 恶 和 G (在 
7.4.1 的 意义 下 ) 的 有 序 对 , 其 中 玉 是 f 和 f' 之 间 的 一 个 同 伦 ,而 G 是 g 和 g 之 间 
的 一 个 同 伦 , 使 得 对 于 每 个 te [0,1], {Fi,Gt} 是 曲线 对 、 在 曲线 对 之 间 的 一 个 这 样 
的 同 伦 记 作 {F,G}. 

7.4.9 定义 

给 定 曲 线 对 {fg}. 由 


_ /00) -gls) 
Hs) = TF = g(a) 


定义 的 映射 jE Cece(S1 x 51;52)] 的 映射 度 称 为 曲线 对 {f,g} 的 交错 数 ， 记 作 
entrel (f, 9). 
7.4.10 ”由 两 个 圆周 


组 成 的 曲线 对 记 作 {fo0, go}. 


图 7.4.10 


7.4.11 定义 


如 果 曲 线 对 {f,g} 同 伦 于 7.4.10 定义 的 曲线 对 {f0,go}, 则 称 {f,g} 是 不 交错 
的 . 否则 , 称 它 是 交错 的 . 
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7.4.12 ”定理 
设 两 个 曲线 对 {f,g} 和 {f',g'} 是 同 伦 的 , 则 


entrel (f,g) = entrel (f', 9'). 


如 果 entrel(f,g) 关 0, 则 曲线 对 {f,g} 由 交错 曲线 组 成 . 
给 定 两 个 同 伦 的 曲线 对 {f,9} 和 {7',g'}, 而 {F,G} 是 两 个 曲线 对 之 间 的 同 伦 . 
对 于 固定 的 &, 令 曲线 对 {Fi, Ge} 关联 一 个 51 x 51 一 32 的 映射 J : 
F(z) — Gi(y) 
llF(z) — Ge 
由 (t,z,9y) 一 yu(z,y) 定义 的 映射 pp : [0,1] x S1 x S1 一 5? 满足 7.4.1 的 条 件 . 
从 而 是 一 个 同 伦 , 随 之 deg(ju) = 常数 (参见 7.4.3). 特别 地 , 有 


p(T,9) = 


entrel (f,9) = deg(J0) = deg(11) = entrel (f', g"). 


对 于 定理 的 第 二 部 分 , 我 们 将 证 明 如 果 f 和 9 是 不 交错 的 , 则 entrel (f,g) = 0. 
而 如 果 {f,g} 是 不 交错 的 ， 意 味 着 这 个 曲线 对 与 曲线 对 {f0,go} 同 伦 ， 从 而 
entrel (f,g) = entrel (fo,go)， 我 们 有 entrel(fo,go) = 0. 事实 上 , 由 于 fj 和 g% 是 
位 于 平面 z = 0 上 的 两 个 圆周 , 在 7.4.9 中 引进 的 映射 上 对 于 这 两 个 圆周 的 像 集 是 
Rs 内 的 平面 z = 0 上 的 模 为 1 的 向 量 组 成 的 , 故 jp 不 是 满 射 的 , 随 之 deg(1) = 0 
(参见 7.3.5.1). 

7.4.13 ”例子 

考虑 图 7.4.13 所 示 的 两 个 圆周 , 分 别 放 在 两 个 垂直 的 平面 上 , 它们 的 中 心 位 于 
两 个 平面 的 交 线 上 . 我 们 有 entrel (f,g) = 土 1, 特别 的 推论 : f 和 9 是 交错 的 . 


图 7.4.13 


为 了 计算 entrel (f,9), 考虑 映射 4: 51 x 5S1 一 52, 其 定义 是 


) = f(t) — g(s) 


Hl s) = TC) = gto) 
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如 此 选择 坐标 系 : 两 个 圆周 分 别 放置 在 平面 zOy 和 zOz 上 , 中 心 都 在 Ox 上 . 取 S2 
的 点 el = (1,0,0), 如 果 f(a) 和 g(8) 是 图 上 所 标 出 的 点 , 则 j-!(e1) = {(a, 四 }, 这 是 
因为 如 果 (s,t) e jy-!(e1), 则 向 量 f(s) - g(t) 应 该 跟 Oz 的 单位 向 量 同一 方向 . 

此 外 , el 是 一 个 正则 值 , 理由 如 下 : 因为 有 Tas)(S! x 5S1) ~ TS! x TS1, 又 由 
于 f(a) 和 g'(b) 是 正 交 的 , 故 


(Tiawp) (Tea(S1 x 51)) = TteaS2. 


从 7.3.1 的 2° 得 到 的 映射 度 是 士 1 (在 -1(e1) 里 仅 有 一 个 元 素 ). 

7.4.14 ”提请 注意 

定理 7.4.12 的 第 二 部 分 的 北 命题 不 成 立 . 事实 上 (参见 习题 7.8.5), 图 7.4.14 所 
画 的 两 个 曲线 对 的 交错 数 都 是 零 , 但 是 右 侧 的 曲线 对 是 交错 的 (参见 在 7.8.11 和 [34] 
中 的 一 些 出 人 意料 的 应 用 ). 


图 7.4.14 


7.4.15 ”第 三 个 应 用 : Ra 的 向 量 场 在 一 个 孤立 零点 的 指标 

设 U 是 Ra 的 一 个 开 集 ，5 s Cee(U; Ra) 是 UV 上 的 一 个 (在 1.2.1 的 初等 意义 
下 的 ) 向 量 场 , m e U 是 & 的 一 个 孤立 零点 , 即 E(m) = 0, 并 且 存 在 Ve Om(U), 使 
得 对 于 耻 - {m} 的 所 有 z,é(z) 关 0. 用 5(m,e) 表示 中 心 为 m 半径 为 < 的 在 Rd 上 
的 球面 . 

7.4.16 ”命题 


从 S4-1 到 5d-1 内 的 映射 zy (四 十 sz) 的 映射 度 不 依赖 于 使 得 S(m,e) C 
ent ea)l 


VV 的 e > 0. 这 个 映射 度 称 为 上 在 m 的 指标 , 记 作 indicemé. 
给 定 。 和 7 > 0, 使 得 半径 分 别 为 和 7 的 球面 在 V 内 . 为 了 利用 映射 度 的 同 
伦 不 变 定 理 (参见 7.4.3), 由 


é(m+ ((1 — t)e+tn)z) 


Pon) = em + De tn) 


定义 映射 已: [0,1] x S47! 一 S471. 由 于 上 e C=(U;Rad), 并且 在 V 一 {m} 不 为 零 ， 
故 存在 a > 0, 使 得 We (-a,l+a),vz eSd1l:m+((1-tje+tnzeV-{m}. 于 
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是 根据 注释 7.4.2, (t,x) 满足 定义 7.4.1 的 条 件 , 并 且 有 


_ [Elm+es) _ [élm+ ns) 
m={ et} 积 轧 { 让}: 


定理 7.4.3 保证 得 到 命题 的 结论 . 
7.4.17 例子 
7.4.17.1 &=idRa,0 是 & 的 孤立 零点 , indiceo E =1. 
7.4.17.2 《= -idRs, 根据 7.3.5.4, indiceo 上 = (一 1)d4. 
7.4.17.3 在 R2 内 , (7z,y)=(-y,z): indiceo €=1. 
7.4.17.4 在 R? 内 , 6(z,y) = (z2 一 y?,2zy): indiceo € = 2. 


现在 (从 三 个 方面 : 维 数 , 允许 5 有 零点 , 以 及 & 不 必 是 法 向 的 ) 推广 定理 6.3.7. 

7.4.18 ”定理 

设 EE€Cm(R4) 是 一 个 向 量 场 , 在 B(0,1) 仅 有 孤立 零点 zl ,zn, 在 S4-1 上 
是 进入 的 , 即 对 于 S4-1 的 所 有 有 (zjé(z)) < 0, 则 


Dindicez, € = (-D4 
i=] 


由 于 在 一 个 紧 致 集合 内 有 有 限 孤 立 零点 xz1,… ,zn, 可 以 围绕 每 个 点 z; 做 两 两 
不 交 的 闭 球 Pi = BB(zi,ei)， 并 且 在 这 些 球 上 , 6|B(:,,,)-t{z,} 不 再 取 零 值 . 
引进 带 边区 域 
= B(0,1)— U Di 


向 量 场 在 s+-! 上 是 进入 的 , 故 非 零 ,于 是 存在 Ue Oao (Rd), 使 得 5 在 UL {zi} 
上 非 零 
映射 7 :am 苇 呈 | 在 局 - U {zi} 上 定义 , 属于 Ce (U- U {zi)}; Se 由 
用 v 表示 5+-! 的 典范 体积 形式 , 像 6.3.8 那样 根据 斯 托 克 斯 公式 : 


0 a 
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对 于 每 个 i 人 sf 二 indicez,& (参见 7.4.16), 故 


fas yindice mt 


记 1 


Sd-1 


x Sol 


RN 


图 7.4.18 


留 下 的 是 计算 此 式 左 端的 积分 . 如 果 令 
(1 -ttE(z) -tz 
WD) = Toe) toh 

则 由 于 (zj#(z)) < 0 蕴涵 yz e Ss! 和 vt € [0,1],(1 一 t)t(z) -tz 关 0, 故 存在 
a > 0, 使 得 对 于 te (-a1+a) 和 ze S41 是 C™ 类 的 . 对 于 [0,1] 的 所 有 
t, (1 一 t)(z) 一 tz 表示 从 点 z 到 联结 8(z) 和 -zx 的 线段 上 一 点 的 向 量 . 

这 个 映射 是 所 = flss-! 和 所 = -id|sa-' 之 间 的 同 伦 (参见 7.4.1), 故 flss-' 
同 伦 于 -id|sai, 从 而 i fro = (一 1)4 (参见 7.3.5.4 和 7.4.3). 

7.4.19 ”推论 

设 6eCce(Rd), 在 Sd-! 上 是 进入 的 , 则 5 至 少 一 次 取 零 值 . 

对 于 一 般 流 形 情形 , 参见 7.7 节 . 


7.5 ” 管 形 的 体积 (结尾 ) 和 高 斯 - 博 内 公式 


设 忆 是 一 个 维 欧 几 里 得 空间 , X 是 忆 的 d 维 连 通 紧 致 子 流 形 . 已 的 单位 球 
记 作 5(5), NUX 是 X 的 单位 法 从 (参见 6.7.6),7: NUX 一 5(E) 是 由 ?7(z,v) =v 
定义 的 高 斯 映射 (参见 6.8.14). 如 果 给 巨 定向 , 那么 5(E) 作为 Bs(0,1) 的 边界 随 
之 定向 (参见 6.8.14), NUX 亦 如 此 (参见 6.7.22 和 6.7.26). 两 个 流 形 S(E5) 和 NUX 
都 是 n 维 定向 连通 紧 致 的 , 故 可 以 定义 deg(Y). 由 于 S(E) 和 NUX 是 同时 典范 定 
向 的 , 故 deg(Y) 不 依赖 在 EE 上 选取 的 定向 (参见 7.3.6.1). 
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命题 6.9.15 中 的 公式 可 以 写成 : 
人 Kad = 人 Way = 人 YD = deg(7) hn = Vol S(E). deg(”). 


为 了 计算 deg(Y), 我 们 利用 下 列 妙招 : 令 (z,v) e NUX 对 应 函数 Ke E 
Cee(X): 


7.5.1 friw) :y= (vly). 


在 第 四 章 (4.1.4.2) 我 们 已 经 看 到 : 当 上 且 仅 当 v € NyX 时 , X 的 y 是 f(z,w) 的 临界 
点 . 于 是 对 于 所 有 v, z 是 f(z) 的 临界 点 . 以 下 推理 要 使 用 的 基本 工具 是 莫 尔 斯 理 
论 (参见 4.2.11 和 4.2.24) 以 及 : 

7.5.2 ” 引 理 

设 人 E NUX. 当 且 仅 当 (z,u) 不 是 高 斯 映射 7: NUX 一 S(E) 的 临界 点 ， 
1 f(zww) 在 (z,u) 有 非 退 化 临界 点 ， 此外, 如 果 d 是 偶数 , 则 有 signe (J(z,w)Y) = 


一 1)indicesfe 


AAA 


一 一 一 S(E) 
到 


EA 
| 所 OY- 


可 以 给 这 个 引 理 一 个 富有 启发 性 的 解释 . 假定 X 是 一 条 平面 曲线 , 在 图 7.5.2 
中 , f(z,v) 是 纵 坐标 (高 度 ), 它 显然 在 z 是 临界 的 . 如 果 X 在 z 的 曲率 不 是 零 , 这 个 
临界 点 是 非 退 化 的 (参见 8.2.2.15 例子 ); 在 这 种 情形 下 , 7 在 (z,v) 不 是 临界 的 ; 如 
果 反 之 , 比如 X 在 z 有 拐点 , 在 映射 Y 下 X 在 5S(B) 上 的 像 曲线 将 有 一 个 稳定 点 ; 
见 图 . 为 了 使 在 平面 曲线 的 简单 情形 上 述说 法 是 严格 的 , 在 8.5 节 包 含 了 所 必须 的 
内 容 . 此 外 , 读者 还 需 验证 在 这 种 简单 情形 计算 signe (Jtz,w7) 的 公式 . 

引 理 7.5.2 的 证 明 . 

设 (z,v) se NUX. 取 X 的 一 个 参数 表示 (U,h), 再 取 NUX 的 一 个 在 6.7.11 里 
定义 的 那 种 类 型 的 参数 表示 (U x R", 万 ), 使 得 采用 那里 的 记号 有 : 
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19 为 ( 胡 二 %; 

{如 外} =… ,四 是 ZX 的 (对 于 一 个 局 部 体积 形式 8 是 正 的 ) 标 
准 正 交 基底 ; 

3° Vari(u) = v0; 

4 短 阵 (四 癌 2 四 ) 0 < 5 < 加 是 对 和 适 阵 , 即 对 于 1 产 j 有 


2 (ftzw) oh) 的 刁 
OuiOu; 
上 面 的 各 之 所 以 能 够 实现 是 基于 在 正 交 群 里 二 次 形式 的 化 简 : [2], 36.9.4. 
根据 定义 4.2.11, 当 且 仅 当 


0. 


es 富安 (u) #0, 
El 
fa 在 (z,v) 是 非 退 化 的 . 其 中 的 few oh(w) = (vih(w)). 根据 五 的 构造 : 
(CH Ea) =0, VweU, Vi=1,...,d. 
这 个 等 式 对 于 wu; (Rd 2 U 的 第 7 个 坐标 ) 求 导 , 并 且 在 w 求 值 : 
0 (2 关 加 于 四 )+ (wn a 9). 
还 利用 在 6.8.5 引进 的 记号 表示 瑟 在 6(TzX) 上 的 投影 : 


(的 这 oj 


但 是 当 v 固定 时 对 于 标量 积 (vlw) 中 的 w 求 导 得 


2 
C Re- 四 ) = 二 on) 


代入 后 得 到 


天 2 
(Gz oj 总 四) = Be fee oH) 


Ovan dT Oh 、 
由 ( 3 ) 人 在 总 oo) 组 成 的 标准 正 交 基底 中 的 这 个 分 解 得 到 


7.5.3 (Ge 让 -= -各 Ueooim 癌 四 


7.5 ” 管 形 的 体积 (结尾 ) 和 高 斯 - 博 内 公式 .269 ， 


由 于 基底 UE )} 对 于 有 是 正 的 并 且 是 标准 正 交 的 , 故 得 
起 全 


T a 
B (Gl (We (Se) 中 ) -CII 关 (ew oN 


由 于 (参见 6.8.15) 
人 (2) = Wal, 


以 及 (参见 6.8.19) 


T 和 d 
Wily) = (> w(t) 四) = CI A ow), 
i=1 时 


我 们 确信 f(z,。) 的 临界 点 (z,v) 是 非 退 化 的 , 恰好 对 应 (z,v) 不 是 4 的 临界 点 , 即 7 
在 (z,v) 是 平 直 的 . 
此 外 , 如 果 d 是 偶数 , 因子 (1)4 等 于 1, 留 下 的 是 


signe (J(z,w)7) = signe (Wa(z, v)) = signe 直 区 oem oh)(u) = (—1)'ndicesf(e,), 
i=1 全 


7.5.4 定理 
设 久 是 nn 维 欧 几 里 得 向 量 空间 的 维 数 d 为 偶数 的 一 个 连通 紧 致 子 流 形 ， 又 设 
7 是 高 斯 映射 , 则 deg(7) =X(X),X(X) 是 X 的 欧 拉 示 性 数 ,并 且 / Ka = Xx(X). 
x 


Vol(S"1) (高 斯 - 博 内 定理 ). 
设 7:NUX 一 5S(E), 根据 萨 德 定理 (参见 4.3.6), 存在 7 的 正则 值 ve 5S(E); 
k 


那么 71(o) = (J {(zi,v)} 是 有 限 的 . 


库 1 

对 于 这 个 v, 用 fh 表示 从 X 到 R 内 的 映射 y mm (uly), 万 Ee Cee(X)，, 而 且 当 且 
仅 当 we NyX, 即 7(y,v) = wy 是 其 临界 点 . 换 句 话说 , 当 且 仅 当 y 是 诸 z; 中 的 一 
个 , y 是 其 临界 点 . 于 是 zi 的 集合 就 是 f 的 临界 点 的 集合 . 根据 假设 , " 是 7 的 正 
则 值 , 由 引 理 7.5.2 得 到 , 每 个 点 ri 是 f, 的 非 退化 临界 点 . 应 用 莫 尔 斯 的 基本 定理 
(参见 4.2.24.4), 即 得 


a 


Xx(X) = 》 (—1)*Ch (fo), 


h=0 
其 中 Ch(f,) 是 记 的 指标 为 h 的 临界 点 的 数目 . 于 是 
ngd/2 h"gd/2 


X(X) = Con (fu) 一 2 C2nr+i(fo) 
= Ee ({zi : indice » 是 偶数 }) - Card ({Zi : indice z,f, 是 奇数 }). 
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由 于 4 是 偶数 , 根据 引 理 7.5.2, 有 


X(X) = Card ({(ziu) : signe (Jzi,w7) = +1}) 一 
Card ({(ziv) : signe (J(z,,0)7) = —1}). 
根据 映射 度 的 基本 定理 , 这 正 是 y 的 映射 度 (参见 7.3.1, 2?)， 利 用 本 节 开 头 复习 
的 公式 , 并 且 由 于 E 是 n 维 欧 几 里 得 空间 , Vol (S(E)) = Vol(S"-!), 就 得 到 等 式 
天 6 = X(X). Vol(S™-1). 
7.5.5 推论 

设 久 是 n 维 欧 几 里 得 空间 的 维 数 d 为 偶数 的 连通 紧 致 子 流 形 . 在 6.9.9 得 到 的 

计算 Vol (TU BeX) 的 公式 的 最 后 一 项 是 


Vol(s™! ) -x(X). 
特别 地 , 如 果 d 二 2(X 是 一 个 曲面 ), 则 
Vol(TU BeX) =e"-?. Vol(Bn_2(0,1)). Aire (X)+ val (S™-1) .x(X), 
从 而 这 个 体积 只 依赖 me,Aire (X),X(X), 而 与 X 嵌入 已 的 方式 无 关 . 
7.5.6 ”例子 
7.5.6.1 取 R3 中 的 X = 352. 我 们 有 x(5?) = 2 (可 以 通过 5.7.1 中 的 德 拉 姆 群 
检验 ), 于 是 Vol (TUBeX) = 8re 十 es. 注意 到 TUBeX = Bs(0,1+e) Bs(0,1—e): 


Vol (TUB:X)= 香 [1+e)?—(1-e)’]= 等 (2es +6e), 
这 是 意料 之 中 的 结果 . 
7.5.6.2 在 m 维 的 任意 欧 几 里 得 空间 EE 里 , 如 果 X = 72, 那么 可 以 从 5.8.1 的 
德 拉 姆 群 验证 得 到 x(X) = 0, 于 是 


Vol(TUBsX) = Vol (Bn_2(0, 6)). Aire (X). 
7.5.6.3 X 表示 9 个 洞 的 环 面 (参见 4.2.24.3): X(X) = 2(1 - 9). 如 果 这 个 面 以 
任意 方式 嵌入 到 Rs 内 (图 4.2.24.3), 则 有 
Vol(TUB*X) = 2e.Aire (X) 十 seo 一 9). 
注意 这 个 体积 小 于 2e . Aire(X). 
7.5.7 ”注释 
公式 人 Ka5 = X(X) .Vol(S"!) 称 为 高 斯 - 博 内 公式 , 对 于 黎 曼 (抽象 ) 流 形 
x 
Kal7) 


X 仍 有 意义 : 定义 一 个 曲率 , 如 果 X 嵌入 已 , 它 在 z 等 于 Vol (8"7) 


这 个 量 仅 依 
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赖 X,z 和 黎 曼 结构 .这 个 公式 的 证 明 在 [18], 318 页 可 以 找到 . 高 斯 - 博 内 公式 的 

价值 在 于 提供 了 一 个 不 变量 [ Ka6, 它 不 依赖 X 嵌入 瑟 的 方式 . 还 可 以 参见 6.9.8 
x 

和 11.7.1. 


7.6 属于 C0(51; 51) 的 映射 的 映射 度 


我 们 知道 在 代数 拓扑 里 对 于 定向 连通 紧 致 的 流 形 建立 的 映射 度 理论 , 仅 要 求 流 
形 是 拓扑 意义 下 的 , 而 对 于 映射 f 只 要 求 f e Co(X;Y), 对 于 Cr(p > 1) 类 的 函数 
这 个 理论 跟前 面 我 们 建立 的 理论 一 致 (参见 [13], 125 页 ). 我 们 对 于 d = 1 的 情形 建 
立 这 个 理论 , 以 便 满 足 第 九 章 的 需要 (参见 9.1.10 和 9.4). 

设 X 和 站 是 C1 类 的 紧 致 流 形 , 那么 X 和 了 微分 同 胚 于 S! (参见 3.4.1). 于 
是 我 们 认为 X =Y = 51. 在 这 种 情形 下 , 理论 是 初等 的 , 这 是 由 于 我 们 拥有 覆 装 映 
射 p : R 一 3! (参见 2.4.3), 并 且 德 拉 姆 群 (同调 于 R) 可 以 代 之 以 作用 在 R 上 的 
群 Z. 

事实 上 , 更 确切 地 , 我 们 取 

7.6.1 由 tmeit= (cost,sint)€ R? 定义 的 p: 了 一 3S1 = R/2rZ. 

如 果 用 o 表示 51 的 典范 长 度 形式 , 则 p*o = dt, 后 者 是 R. 的 典范 长 度 形式 ( 参 
见 5.3.17.2 和 5.2.8.4). 

7.6.2 引 理 

设 了 = [a,9] € R,f € Co([a,0];51), 而 有 全 we pri(f(a)， 则 存在 唯一 的 三 E 
C9(1;R), 使 得 po =f, 并且 f(a) =w. 把 于 称 为 了 的 一 个 提升 . 


这 是 下 列 结果 ( 它 本 身 也 是 同 伦 提升 定理 的 十 分 特殊 的 情形 : [13], 18 页 ) 的 一 
个 特殊 情形 : 

7.6.3 引 理 

设 忆 EC?(I0,1] x [a,0];S1),wu Ep-!(F(0,a)). 则 存在 唯一 的 


Fe C°([0,1] x (a, b]; BR), 


使 得 po 玉 = FF 并 且 F(0,a)=u. 
事实 上 , 如 果 F 存在 , 它 必然 是 唯一 的 . 因为 如 果 FF 和 到 都 满足 引 理 的 条 件 ， 
则 
F'—-Fec?(l0,1x[a,bl;R) 并 poF’=poF, 
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于 是 对 于 所 有 t e [0,1] 和 所 有 s € [a, 引 , 我 们 有 (F' 一 下)(t,s) e 2rZ. 映射 外 一 所 
是 连续 的 , 在 离散 拓扑 空间 取 值 , 它 局 部 地 是 常数 , 从 而 特别 地 在 连通 的 [0, 1] x [如 
上 是 常数 . 于 是 
(F’ ~ F)(t,s)=(F’—F)(0,0)=u—u=0. 
所 的 存在 性 .映射 下 在 一 紧 致 集合 上 连续 , 必然 在 那里 一 致 连续 , 于 是 存在 


e > 0, 使 得 对 于 任意 (z,y) e [0,1] x fo 中 只 要 lz 一 串 <e, 就 有 ad(F(z),F(y)) < V3 
(这 里 涉及 由 R2 的 距离 诱导 的 5S! 上 的 距离 ). 


图 7.6.3 


而 51 的 所 有 长 度 为 r/2 的 弧 可 以 被 p 提升 (参见 2.4.3). 用 直径 小 于 e 的 矩形 
格子 分 割 [0,1] x [a, 可 . 可 以 在 每 个 矩形 上 提升 F. 为 了 得 到 FF, 我 们 安排 一 个 取 小 
矩形 的 次 序 : 从 左下 角 的 矩形 开始 , 我 们 要 求 F 在 小 矩形 的 下 边 和 左边 的 取 值 跟 映 
射 在 前 面 已 经 定义 的 小 矩形 上 的 取 值 相同 . 如 此 确立 的 FF 的 相 容 性 来 自 唯一 性 . 由 
于 连续 性 是 局 部 性 的 , 利用 蓝 番 映射 和 提升 过 程 从 的 连续 性 得 到 FF 的 连续 性 . 这 
就 完成 了 引 理 7.6.3 的 证 明 . 

设 fe C0(51 50 是 从 S51 到 S51 内 的 任意 一 个 连续 映射 把 第 一 个 51 看 作 
R/LZ( 其 中 的 工 > 0), 并 且 把 f e C?(S1; 51) 等 同 于 万 周期 映射 fe CO(R; 51). 设 
te R,u ep \(f()),f 是 由 引 理 7.6.2 与 了 在 [t,t+ 了 上 的 限制 关联 的 映射 ,于 是 
f(t) =w. 由 于 

P(t+ 5))= f(t+L)= f(t) =p(Ft)), 
我 们 有 f(t 十 工 ) - f(t) € 2rZ. 现在 可 以 证 明 下 列 定理 : 

7.6.4 ”定理 

沿用 前 面 的 记号 , 满足 条 件 Ft 十 元) 一 Fi) < 2kr 的 整数 大 既 不 依赖 于 te R, 也 
不 依赖 于 we p-1(f(b). 这 个 整数 称 为 Fe Co(S1; 51) 的 映射 度 , 记 之 为 deg(f); 
如 此 定义 的 映射 度 跟 7.3 节 的 映射 度 一 致 . 

1? 大 不 依赖 于 人 凡 . 
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设 wep (f(t)). 由 
Fls)= Fs) +u —u 
定义 的 映射 屎 是 f 的 一 个 提升 , 使 得 (8) = (8) +w 一 = 二 w 一 w=w, 故 这 
是 一 个 对 应 w 的 提升 . 我 们 得 到 疡 一 了 是 ee 


Flt+L)— ft+ Lt)= F(t) — fF0), 


由 此 得 到 
Ft+L) — Ft) = Ft+L)— Fe). 

2 大 不 依赖 于 二 

fe Co( 此 t+ 四;R) 是 了 在 此 t 十 万 的 限制 的 提升 , 这 次 把 引 理 7.6.2 应 用 到 
在 lt 十 ,t+2L] 的 限制 和 w= 元: 二 二) 得 到 了 在 [t,t+2L] 的 限制 的 提升 不 它 是 
连续 的 . 如 此 对 于 区 间 直 二 KZ,t+ (kg 十 1)Z] 应 用 归纳 法 , 得 到 fe Co(R; 51) 的 一 个 
提升 Fe C?(R;R) 

3° 这 里 定义 的 映射 度 跟 7.3 节 的 定义 一 致 . 

这 次 设 fe C%(51; S51), 并 且 用 o 表示 31 的 长 度 形式 . 考虑 2。 中 构造 的 映射 
太 :R 一 BR. 把 六 :3S1 一 31 跟 万 周期 函数 了:R 一 51 视 作 等 同 是 适宜 的 . 由 此 得 
到 f=pof 


7.6.4.1 p" 


并 且 根 据 5.2.8.4， 


而 由 2.5.23.2 和 2.5.17.3 得 到 : 


F(A) =at (TD) = 3 


be 


+ 是 下 R 一 R 的 普通 导数 . 仍然 把 1 : 51 一 51 和 f: R 一 51 视 作 等 同 , 则 有 : 


ha 


ttL tLdf 加 
= Ns dat L)— 一 27r.d 
/rc / re 5 = Flt+L)— F(t) =2r. deg(f) 


但 是 在 73 节 的 意义 下 ，//"o 等 于 deg(/) 人 <, 故 喘 射 度 的 两 个 定义 一 致 
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7.6.5 ”定理 (映射 度 的 同 伦 不 变性 ) 

设 正 eCo(o,1] x 51;51), 而 Fs 是 映射 5 忆 FF(s,7). 则 deg(F) 是 常数 . 特别 
地 , 有 deg(Fo) = deg(F). 

把 下 看 作 Fe C?([0,1] xR; SI 的 映射 , 并 且 对 于 第 二 个 变量 是 L- 周期 的 . 根 
据 引 理 7.6.3 把 它 提 升 为 [0,1] x [0, 刀 上 的 FF. 于 是 有 


2r deg(Fs) = F,(L)— F,(0) = F(s, L) 一 天 (s,0) € 272. 


映射 s 一 F(s, 工 ) -已 (s,0) 是 连续 的 , 在 一 个 离散 空间 取 值 . 而 fo,1] 是 连通 的 , 故 在 
[0, 1] 是 常数 . 

7.6.6 ”复合 映射 的 映射 度 

设 /ge C0(51; 51)， 则 deg(gof) = deg(g). deg(f) (参见 习题 7.8.19). 

7.6.7 例子 

设 7) 是 R? 的 一 个 圈 , 即 一 个 映射 Ye Co([a,9];R?), 使 得 Y(a) = (6). 从 7 典 
范 地 得 到 (b - a)- 周期 的 了 e Co(R; R2?), 由 此 也 可 以 认为 ye C0(51; R2). 这 些 交 
待 清楚 后 , 设 re R2,z&T([o, 避 ), 考虑 映射 


7 的 一 并 1 
ly 的 一 | 


7 了 7:S13to 


7.6.8 ”定义 

了 的 映射 度 称 为 点 z 对 于 圈 7 的 指标 . 

这 个 指标 在 单 复 变 函数 论 中 扮演 一 个 重要 的 角色 ; 对 于 我 们 来 说 , 在 第 九 章 若 
当 定 理 的 证 明 中 也 将 起 关键 的 作用 : 参见 9.1.10 和 9.2 节 . 

7.6.9 定理 7.6.5 的 道 命题 成 立 (习题 7.8.20); 这 两 个 结果 等 价 于 说 5! 的 基本 
群 mi(51) 同 构 于 Z: 参见 [13], 13 页 . 


7.7 抽象 流 形 上 向 量 场 的 指标 


7.7.0 在 整个 这 一 节 里 所 有 有 关 对 象 都 是 C~ 类 的 

7.7.1 定义 

给 定 两 个 流 形 X 和 了; 一 个 同 伦 已 : [0,1]xX 一 Y, 如 果 使 得 对 于 所 有 te [0,1]， 
及 是 一 个 微分 同 胚 , 则 FF 称 为 是 一 个 同 瘦 . 微分 同 胚 Fo 和 五 称 为 同 痕 的 . 

同 痕 关 系 是 一 个 等 价 关系 . 

7.7.2 ”向 量 场 的 转移 

给 定 两 个 向 量 场 X 和 Y,f e Dif (X;Y) 和 X 上 的 向 量 场 6. 5 经 过 f 的 转移 ， 
记 作 f,&, 是 


n=f.é=Tfoéof™!. 
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Tf 


TX TY 
7.7.2.1 中 中 了 
xX Y 


pn 

如 果 js Dif(X;Y),g € DiE(Y;2), 则 (go 了), = g, of 如 果 &(z) = 0, 则 
点 ze X 称 为 向 量 场 E 的 一 个 零点 ， 如 果 re X 是 向 量 场 5 的 一 个 零点 , 并 且 
3U se Oz(X), 使 得 WeU-{z} 有 ély) 关 0, 则 Zz 称 为 8 的 一 个 孤立 零点 . 

7.7.3 引 理 (指标 对 于 微分 同 胚 的 不 变性 ) 

设 UU' EO(R"),f eE Dif(U;U'), 而 & 是 U 上 的 一 个 向 量 场 ,zo E U 是 其 孤 
立 零点 , 则 f(zo) 是 n= f.6 的 孤立 零点 ， 并且 


indice »€ = indice y(z0)7. 


根据 这 个 引 理 , 可 以 给 出 

7.7.4 定义 

设 X 是 一 个 流 形 , 而 & 是 X 上 的 一 个 向 量 场 ，z0 是 其 孤立 零点 称 
indice yp(zo) (pw) 为 上 在 zo 的 指标 , 记 作 indice -6， 这 里 (Uyp) 是 X 在 zo 的 
一 个 坐标 卡 . 

这 里 定义 的 指标 不 依赖 坐标 卡 的 选取 . 事实 上 , 如 果 (V,y) 是 X 在 zo 的 另 一 
个 坐标 卡 , 由 于 wo p-!1 € Dif (yp(U);yw(V)), 根据 引 理 7.7.3, 得 


indice y(zo) (9.é) = indice y(zo)(%.6). 


为 了 证 明 7.7.3, 我 们 预先 需要 : 

7.7.5 ” 引 理 

Rn 的 一 个 星 形 开 集 上 的 所 有 保持 原点 和 定向 的 微分 同 胚 都 同 痕 于 恒 等 映 射 . 
设 UeO(R"),f € Dif (UV;f(V)), f(0) = 0. 由 


F(z) = 她 习 Vie (0,1], vreU; 
F(0,7) = f'(0)(z) vz EU. 


定义 F:[0,1] xU 一 RR". 
对 于 每 个 t € [0, 1], Fi 是 微分 同 胚 . 留 下 的 是 要 确信 7.4.1 的 条 件 是 满足 的 . 而 
这 可 以 由 类 似 于 4.2.13 的 表达 式 f = 》 zigi 得 到 , 所 不 同 的 是 现在 g; 取向 量 值 . 


这 样 就 推 知 6 同 痕 于 (0) e L(R";R"), 并 且 fr(0) 保持 定向 . 而 保持 定向 的 
R" 的 同 构 的 线性 群 som +(R"; Rn) 是 连通 的 , 因为 这 是 Rw 的 子 空间 , 从 而 是 道路 
连通 的 (参见 2.2.13); 对 于 这 种 连通 性 , 例如 参见 习题 7.8.22. 一 个 在 Isom+(Rn; Rn) 
内 的 弧 提 供 (0) 和 iau 之 间 的 一 个 同 痕 . 
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引 理 7.7.3 的 证 明 . 

首先 假定 f 保持 定向 ; 可 以 设 zo = 0, 并 且 添 加 条 件 f(0) = 0, 通过 缩小 U， 
可 以 设 U 是 星 形 的 .根据 7.7.5, 存在 f 和 idv 之 间 的 一 个 同 痕 ， 即 一 族 及 < 
Dif (U; Fi(U)),t € [0,1. 参照 7.4.16, 由 [0, 1] 和 球 的 紧 致 性 以 及 一 致 连续 性 , 存在 
e > 0, 使 得 对 于 te [0,1],n = (五 ):€ 在 B(0,s) - {0} 上 不 取 零 值 . 现在 只 需 利用 定 
义 7.4.16 和 映射 度 对 于 同 伦 的 不 变性 , 就 可 以 确信 indiceom 是 常数 . 特别 地 , 得 到 
indice omo = indiceof.& = indiceom 二 indiceoé€. 再 假设 f 反 转 定向 , 引入 对 于 Rn 的 
任意 超 平面 的 对 称 映射 p, 用 p,é 代替 ,用 fop-! 代替 p, 而 fo p-! 保持 定向 . 我 
们 有 indiceo(p.é) = indiceo€ 和 f.& = (1 op-0.(p.6), 这 就 归结 到 保持 定向 的 情形 . 
引 理 7.7.3 至 此 证 毕 . 

7.7.6 ”有 关 知 识 

现在 知道 了 如 何 定义 流 形 上 的 一 个 向 量 场 在 一 个 孤立 零点 的 指标 , 自然 会 问 是 
否 对 于 流 形 有 一 个 类 似 于 定理 7.4.18 的 结果 . 果然 有 下 列 定理 , 我 们 承认 而 不 给 予 
证 明 : 

7.7.6.1 定理 

设 奈 是 一 个 紧 致 流 形 , 5 是 义 上 的 向 量 场 , 它 有 孤立 零点 zl1,…… ,Zn， 如果 用 
X(X) 表示 X 的 欧 拉 示 性 数 , 则 


n 
> indice 2,€ = x(X). 
放 ! 


如 果 流 形 带 边界 , 向 量 场 在 边界 都 是 外 出 的 , 则 定理 保持 有 效 . 我 们 已 经 遇 到 这 
个 定理 的 两 个 特殊 情形 : 

(i) 7.4.18. 这 个 情形 是 X = B(0,1), 于 是 根据 4.2.24.2 和 5.6.1, x(X) = 1. 而 
(1)* 来 自 于 必须 把 换 成 -&, 以 便 得 到 在 边界 上 的 外 出 向 量 场 , 这 就 要 在 指标 前 
面 乘 以 (-1)4. 

(ii) 7.4.5. 这 个 情形 是 X = S4, 于 是 根据 4.2.24.2 和 5.7.1, X(X) = 1+ (1)4. 

定理 7.7.6.1 的 证 明 在 [19], 32 至 41 页 可 以 找到 , 读者 领会 其 内 容 不 会 遇 到 困 
难 :2.7 节 的 管 形 邻 域 起 着 关键 作用 . 对 于 d = 2 的 情形 , 还 可 以 参见 11.7.4. 

7.7.7 引 理 7.7.5 的 一 个 应 用 

这 个 结果 将 在 9.8 节 用 到 , 在 某 些 情形 下 它 提供 了 指标 的 一 个 便捷 计算 方法 . 

7.7.8 ”命题 

设 € 是 UEO(R") 上 的 一 个 向 量 场 , zo 是 它 的 一 个 孤立 零点 ; 再 假定 6'(z0) E 
Isom (Rn; Rn). 则 


indice zu =1 如 果 (上 ) > 0， 

indicezo = -1 如 果 Jz,(€) < 0. 
这 里 & 看 作 一 个 映射 0 一 R", 而 J 表示 通常 的 雅 可 比 行列 式 ; 参见 0.2.8.9. 
为 了 证 明 , 只 需 注意 在 zo 的 邻 域内 是 一 个 微分 同 胚 ， 于 是 如 果 & 保持 定向 , 即 
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wzo(E) > 0, 则 存在 & 与 idr 之 间 的 一 个 同 痕 映 射 .每 个 及 可 以 看 作 以 zo 为 孤立 
零点 的 向 量 场 , 而 映射 度 对 于 同 伦 的 不 变性 蕴涵 


indice », Fo = indice z,€ = indice zo F1 = indice wolid er)'= 1 


如 果 反 转 方向 , 用 p 表示 对 于 一 个 超 平面 的 对 称 映射 , 考虑 E op 就 归结 为 前 面 的 情 
形 . 命题 得 证 . 


7.8 习 题 


除非 做 相反 的 明确 申明 , 所 有 有 关 对 象 是 Cw 的 , 并 且 流 形 是 定向 的 


7.8.1 设 X 是 一 个 4d 维 定向 紧 致 流 形 , 未 必 是 连通 的 , 计算 Rea(X)， 

7.8.2 用 两 个 不 同 的 方式 证 明 7.3.4. 

7.8.3 设 X 是 一 个 紧 致 流 形 , Y 是 一 个 同样 维 数 的 紧 致 定向 流 形 , 而 / 是 从 
X 到 了 内 的 映射 , 在 所 有 正则 点 保持 定向 . 证 明 如 果 f 不 是 满 射 的 , 则 六 只 有 临 

7.8.4 设 f 和 g 是 从 XX 到 54 内 的 两 个 映射 , 使 得 对 于 X 内 的 所 有 x 有 
f(z) -9(z)< 2 (这 里 取 Ro+! 内 的 范 数 ). 证 明 f 和 9 是 同 伦 的 . 

如 果 dim X < 由 证 明 从 X 到 Se 内 的 所 有 映射 同 伦 于 一 个 常 值 映射 . 

7.8.5 计算 图 7.4.14 中 的 曲线 对 的 交错 数 . 

7.8.6 计算 图 7.8.6 中 的 曲线 对 的 交错 数 . 其 中 的 环形 螺 线 管 有 nn 图 


A 


Op 
中 


7.8.7 推广 定理 7.4.18 到 下 列 情形 : 在 B(0,1) 内 挖 一 个 球形 洞 , 而 向 量 场 沿 洞 
是 进入 的 . 

7.8.8 设 f 是 从 54 到 84 内 的 一 个 映射 ,使 得 deg(f) 头 (-1)4+1, 证 明 f 至少 
有 一 个 不 动 点 . 


图 7.8.6 
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7.8.9 证 明 从 Ss 到 Ts 内 的 所 有 映射 的 映射 度 为 零 . 如 果 X 是 d 维 连通 紧 致 
流 形 , 并 且 对 于 一 个 整数 k(0 < k < qd), R*(X) = 0, 则 所 有 从 X 到 Ta 内 的 映射 的 
映射 度 都 是 零 . 

7.8.10 设 5? 是 Rs 内 的 方程 为 z? 十 3+z3 = 1 的 球面 ;用 s+ 和 s- 表示 极 
分 别 为 (0,0,1) 和 (0,0, -1) 的 在 平面 zs = 0 上 的 球面 投影 , 并 且 令 > = z1+izz. 对 
于 所 有 从 C 到 C 内 的 多 项 式 映射 P, 对 应 一 个 从 5? 到 5? 内 的 映射 B, 其 定义 是 


车 z#(0,0,1),P(z) =(s ) !(P(st+(z))), 而 P(0,0,1) = (0,0, —1). 


a) 证 明 P 是 从 5? 到 5? 内 的 一 个 Cx 态 射 . 

b) 如 果 P(z) = z", 则 PP 的 映射 度 是 n. 

c) 如 果 9 是 一 个 n 阶 多 项 式 , 则 @ 同 伦 于 在 5b) 中 考虑 的 映射 五 由 此 得 到 达 
郎 贝尔 定 理 的 一 个 证 明 . 

7.8.11 设 M 是 默 比 乌 斯 带 , 它 是 下 列 从 [0,47] x [0,3/4] 到 Rs 内 的 映射 的 
像 集 : 


0 
(0,7) 上 (cos0 + reos0 cos ,sin + rsin Ocos 2 sin §) k 


令 r= 1/4 和 "= 3/4 得 到 两 条 闭 曲线 , 求 它们 的 交错 数 . 画 一 个 图 ( 比 传统 的 画面 
更 直观 : 参见 [34], 294 至 297 页 ). 

7.8.12 设 f 是 从 54 到 34 内 的 映射 . 证 明 在 以 下 两 个 情形 下 , f 至 少 把 一 对 
对 径 点 变换 成 对 径 点 : 

a) d 是 偶数 ; 

b) deg(f) 是 奇数 . 

7.8.13 假定 f 和 9 是 满足 下 列 条 件 的 两 条 曲线 : 存在 R? 的 一 个 R2 上 的 包含 
B(0,1) 的 开 集 U0, 一 个 从 U 到 R3 内 的 嵌入 下 , 使 得 Fls: = 六 PCB(0,1)) 门 9(50 = 
{Z1,… ,Zn}》 是 有 限 集 , 并 且 对 于 每 个 ri 


Ts,(F(B(O, D))NTs, (9(5)) = {0}. 
如 果 Te,(F(B(0,1))) 的 一 个 正 的 基底 和 T,(g(51)) 的 一 个 正 的 基底 的 并 集 是 
Rs 的 一 个 正 的 基底 , 则 令 sign (zi) = +1, 否则 令 sign (zi) = 一 1. 
证 明 entrel (f,g) = Dsign (zi). 
(在 B(0,1) 内 在 -i(zs) 周围 放置 以 -1(zi) 为 中 心 的 两 两 不 交 的 小 圆 盘 Cu， 
并 且 对 于 带 边区 域 (B(0,1) 一 [Gi) x SC U x 51) 应 用 斯 托 克 斯 公式 ; 留 下 要 证 的 
则 是 对 于 任意 9 和 在 9(S0) 的 点 的 周围 的 小 圆周 有 entrel (f,g) = 土 1, 正 负 号 需要 


明确 ). 
7.8.14 ”处 于 平衡 中 的 旅行 者 


7.8 习 题 “279- 


在 R3 内 分 布 一 个 均匀 的 重力 场 , 一 个 被 模拟 成 固体 平板 的 车 在 水 平平 面 z=0 
上 运动 . 其 运动 是 给 定 的 , 并 且 假 定 是 Ce 的 . 我 们 研究 一 个 质量 均匀 分 布 的 直 棒 
AB 的 运动 , 它 的 一 个 端点 4 固定 在 车 的 地 板 上 . 证 明 存在 B 的 一 个 初始 位 置 , 使 
得 在 运动 的 过 程 中 , 它 的 竖 坐 标 保持 严格 正 的 . 

7.8.15 ”安培 定理 

设 f,g 是 7.4.7 意义 下 的 曲线 对 , 只 不 过 这 里 的 f,g 是 从 R 到 Rs 的 2r- 周期 
函数 . 

a) 用 f,g 的 坐标 和 它们 的 导数 表示 entrel (f, g). 

b) 假定 曲线 f 是 电流 强度 为 常 值 i 的 电流 通过 的 回路 . 由 这 个 回路 在 点 p 产 


人 2 (f(t) —p) 
站 一 也 ) 
| re 
计算 “ 沿 9 的 磁 通 量 ", 由 此 证 明 安 培 定理 . 
c) 假定 g([0,27]) 是 一 个 与 f([0,27]) 不 相交 的 曲面 的 定向 边界 . 证 明 entrel (f,g) 
=0. 
7.8.16 如 果 X 是 已 的 子 流 形 , 也 是 BE x 下 的 子 流 形 (这 里 是 任意 欧 几 里 
得 空间 并 且 在 XX x {0} c Bx FF 的 形式 下 ). 证 明 


KX'BxF = ( 普 适 数值 )KX'5， 


其 中 按照 X 嵌入 巨 内 或 忆 x FF 内 而 把 Ka 记 作 KX 或 KX'Bx7. 
7.8.17 对 于 充分 小 的 = 和 韦 罗 内 塞 曲面 X C Rs: 


X = {(72,Y, 22, Vayz, VIzr, V2ry) : £2 + y+ 22 = 1}, 


(参见 6.10.20), 计算 Vol (TU BX). 

7.8.18 当 dimX = 2 时 计算 Vol (8(TUB<X))( 参 见 6.10.22). 

7.8.19 对 于 f,g Ee Co(S1; 51), 证 明 deg(gof) = deg(g): deg(f). 

7.8.20 如 果 f,g € Co(S1; .51) 使 得 deg(f) = deg(9), 证 明 f 和 g 同 伦 . 

7.8.21 设 UeOo(R"), 而 feC”(U), 使 得 f'(0) =0. 证明 0 是 了 的 非 退 化 
临界 点 , 则 0 是 向 量 场 让 : z 一 (f(z))# 的 孤立 零点 , 这 里 # 是 在 Rn 的 对 偶 空间 和 
Rn 之 间 的 典范 同 构 . 给 出 一 个 联系 indiceof 和 indiceo 的 公式 . 

7.8.22 证 明 Isom +(R";R") 是 连通 的 . 

7.8.23 ， 设 X 是 连通 紧 致 流 形 , 55" 是 X 上 的 两 个 密度 , 使 得 人 人 6. 是 
否 存在 X 上 的 一 个 微分 同 胚 f, 使 得 f*6' = 5? 
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这 一 章 我 们 研究 弧 , 即 RR 的 一 个 区 间 到 有 限 维 仿 射 或 向 量 空间 内 的 浸 人 映射 
(8.1.1). 我 们 对 于 弧 定义 点 、 切线 、 密 切 平面 和 凸 性 的 概念 (8.2). 

此 外 , 如 果 我 们 是 在 欧 几 里 得 空间 内 , 那么 就 可 以 定义 长 度 、 弧 长 参数 表示 (8.3). 
在 有 向 平面 弧 的 情形 , 可 以 定义 代数 曲率 , 对 于 平面 弧 无 需 再 引入 其 他 不 变量 , 其 充 
足 的 理由 是 : 不 计 位 移 , 平面 弧 由 它 作 为 弧 长 的 函数 的 曲率 刻画 特征 (8.5.7). 

对 于 3 维 欧 几 里 得 空间 的 弧 , 在 曲率 之 外 , 还 可 以 定义 挠 率 : 在 这 类 空间 里 的 弧 ， 
不 计 位 移 , 由 作为 弧 长 的 函数 的 曲率 和 挠 率 刻画 特征 (8.6.13). 

事实 上 , 必须 区 分 参数 弧 (一 个 开 区 间 到 空间 内 的 浸入 映射 ) 和 几何 弧 , 后 者 是 
参数 弧 的 等 价 类 (8.1.4). 前 述 的 所 有 概念 都 应 该 重复 两 次 ; 为 了 精简 本 章 篇 幅 , 我 们 
并 不 处 处 给 出 针对 参数 弧 以 及 针对 几何 弧 这 两 个 关联 的 概念 . 


8.0 引言 

8.1 定义 

8.2 仿 射 不 变量 : 切线 , 密切 平面 , 凸 性 

8.3 长 度 . 欧 几 里 得 空间 的 曲线 的 弧 长 参数 表示 

8.4 欧 几 里 得 空间 的 曲线 的 曲率 

8.5 在 欧 几 里 得 定向 平面 内 的 定向 平面 曲线 的 代数 曲率 
8.6 ” 欧 几 里 得 空间 (3 维 的 ) 双 正则 曲线 的 挠 率 

8.7 习题 
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8.0 引 


贡 


基于 多 种 理由 (比如 运动 学 的 ), 我 们 所 研究 的 作为 数学 对 象 的 曲线 比 有 限 维 仿 
射 空间 的 1 维 子 流 形 更 广泛 . 

在 整个 这 一 章 里 , 取 EE 为 有 限 维 向 量 空间 (或 关联 到 向 量 空间 用 的 仿 射 空间 
4). 我 们 将 定义 曲线 作为 从 R 的 一 个 开 区 间 了 到 一 个 向 量 空间 妃 的 CP 类 的 浸入 : 
如 果 f e Cz(Ti 万 ), 这 里 p > 1, 是 一 个 浸 和 人 , 则 (参见 0.2.24) 对 于 了 的 所 有 t, 存在 
Je 0O:( 了 ), 使 得 f(J) 是 已 的 1 维 子 流 形 . 

于 是 允许 曲线 有 重点 或 更 复杂 的 点 , 但 是 对 于 不 是 由 浸入 映射 定义 的 曲线 ， 即 
使 它们 是 Ce 类 的 也 不 予以 考虑 , 因为 对 于 它们 的 研究 既 不 简单 , 又 无 系统 , 特别 说 
来 , 它们 的 奇异 性 也 无 从 分 类 . 


图 8.0 
8.0.1 例子 
tr(0e) 若 t<0， 
8.0.1.1 了 40m (0,0) 


tm(e-1/t,0) 若 上 > 0. 


我 们 定义 了 f es Ce(R;R2), 它 在 t = 0 不 是 一 个 浸入 , 其 图 形 是 下 面 图 8.0.1 的 
左 图 . 


(0,0) 
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8.0.1.2 由 
tr (e-1/be-UVtsin(el9) 若 t> 0， 
J10 (0,0) 
tm (el/t el/tsin(e-I/9) 车 t<0. 


定义 的 映射 J e C~(R; R2) 的 像 夹 在 直线 y = +z 之 间 , 在 (0,0) 有 无 穷 多 条 切线 . 
在 + = 0, 这 不 是 一 个 浸入 . 

8.0.2 ”注释 

8.0.2.1 0 曲线 的 理论 也 是 颇 为 复杂 的 (例子 : 皮 亚 诺 曲 线 ). 反之 , 如 果 p > 1,T 
是 一 个 开 区 间 ， 是 一 个 向 量 空间 , f e C?(1; E), 当 dim BE > 2 时 , f(7) 的 测度 是 
零 : 参见 0.4.4.5. 

对 于 具有 如 下 性 质 的 C? 类 曲线 , 有 一 个 相当 丰富 而 长 的 理论 : 它 是 单 射 , 而 且 
如 果 曲 线 由 了 e Co([a, 吉 ;五 ) 给 定 , /是 从 [a 到 其 像 集 的 一 个 同 胚 , 参见 [20]. 

8.0.2.2 未 必 是 浸入 的 映射 的 奇异 性 在 下 列 情形 下 是 可 以 分 类 的 : Ce 类 ( 即 实 
解析 的 ), 一 般 C? 类 和 代数 曲线 类 . 

8.0.2.3 作者 们 经 常 称 一 个 配对 (7, f) 为 参数 弧 , 其 中 工 是 R 的 区 间 , f < 
C7?(1; 忆 ),p > 1, 而 EE 是 向 量 空间 ， 如 果 f 在 上 是 一 个 浸入, 则 说 曲线 在 t 是 正 
则 的 . 对 于 我 们 来 说 , 参数 弧 是 所 有 点 都 是 正则 点 的 参数 弧 . 


8.1 定 义 


8.1.1 定义 

一 个 配对 (1, 了 ), 如果 满足 下 列 条 件 : 了 是 一 个 开 区 间 , f e CP?(I; EE),E 是 有 限 维 
向 量 空间 , 而 有 是 一 个 浸入 ( 即 f(t) 了 关 0,Yt), 则 称 为 C? 类 参数 弧 . 

8.1.1.1 于 是 对 于 了 的 每 个 t, 存在 Je 04(7), 使 得 f(J) 是 的 1 维 子 流 形 ， 
并 且 fy € Dif (J;f(J)). 但 是 f(T) 一 般 不 是 子 流 形 , 即使 了 是 单 射 : 参见 2.1.5. 这 
里 是 对 应 参数 弧 的 像 集 , 但 它们 不 是 子 流 形 . 


XO >»O ‘© 


图 8.1.1 


8.1.2 ”注释 

必须 强调 的 是 , 即使 f( 了 ) 是 EE 的 子 流 形 ，f(7) 也 未 必 是 一 个 参数 表示 , 因为 了 
一 般 不 是 单 射 (例如 圆周 的 情形 , 它 由 配对 (R, f) 定义 , 这 里 f : tm (cost, sin)). 

不 过 , 如 果 f 是 单 射 , 那么 它 是 f(7) 整体 参数 表示 (在 2.1.8 的 意义 下 ): 这 可 从 
0.2.24 推出 . 


8.1.3 ”例子 

如 果 EE 和 E' 是 两 个 向 量 空间 , 如 果 (1,f) 是 E 的 一 个 参数 弧 , 并 且 FF < 
Isom (B, 忆 '), 那么 (1, Fo 了) 是 到 的 一 个 参数 弧 , 称 为 (I, 了) 在 FF 下 的 像 . 

8.1.4 定义 

两 个 巨 的 Cr 类 的 参数 弧 (J,f) 和 (9) 称 为 是 C?- 等 价 的 , 如 果 存 在 Dif (J; J) 
中 的 0, 使 得 f= go9.E 的 C? 类 几何 弧 是 参数 缴 的 等 价 类 . 

可 以 直接 验证 上 面 定义 的 确实 是 一 个 等 价 关 系 . 如 果 C 是 一 个 几何 弧 , 而 (7, f)e 
C, 则 说 (1,f) 是 C 的 一 个 参数 表示 . 


这 
7 
8.1.4.1 | cE 


8.1.5 ”注释 

8.1.5.1 参数 弧 的 像 不 足以 确定 几何 弧 . 

如 果 (1, f) 和 (J,g) 是 几何 弧 C 的 两 个 , 参数 表示 , 于 是 有 9 e Dif (1; J), 使 得 
f= go9, f(1) = 9g(J): 像 集 是 相同 的 . 但 是 反之 不 真 ; 例如 ,7T = Rf : t (cost, sint)， 
而 J = (-r/2,5r/2),9 :tm (cost,sint), 则 f(7) = 9(J) = 31. 但 是 (1, 了) 和 (J,g) 
不 可 能 是 等 价 的 : 为 了 确信 这 一 断 语 , 其 实 只 需 考虑 

f71((1,0)) =2rZ 和 9-1(10)) = {0,27}. 
看 清 此 事实 的 最 好 方法 是 注意 到 对 于 (7, 站, 所 有 点 都 是 无 穷 重 的 , 而 对 于 (J,g), 所 
有 点 的 重 数 是 1 或 2 (参见 8.1.8). 


(8) 四 
(0) 全 


图 8.1.5 
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图 8.1.5 提供 了 另外 的 不 同 的 几何 弧 却 有 相同 的 像 的 例子 

8.1.6 ”例子 

如 果 EE 和 下 是 两 个 向 量 空间 , $ & Isom (E; F), 而 C 是 已 的 一 个 几何 弧 , 由 此 
得 到 已 的 一 个 几何 弧 , 记 作 BoC, 称 为 C 在 $B 下 的 像 , 其 一 个 参数 表示 是 (I, Fo7)， 
这 里 (1, 了) 是 C 的 一 个 参数 表示 . 

8.1.7 定义 

设 C 是 几何 弧 , 我们 要 定义 三 元 组 (7 f,t) 的 等 价 关 系 ~, 其 中 (I,f) eC,tel 
类 似 取 (Jg,s). 当 且 仅 当 存在 ge Diff (1; J), 使 得 s = 0(t)，f 二 go9, 则 说 (1, ft) 
和 (Jg,s) 等 价 , 记 作 (1,f,t) ~ (Jg,s). 这 种 三 元 组 的 一 个 等 价 类 称 为 几何 弧 C 的 
点 . 马 yd f(t) = g(s) 称 为 C 的 这 个 点 m 的 像 , 记 作 四. 这 些 像 的 集合 称 
为 C 的 像 . 


8.1.7.1 


< 一 全 一 


i SS 
中 

有 时 候 , 对 于 p e E, 可 能 关联 多 个 点 m € C, 使 得 p = 因 ; 但 是 如 果 (7, 了 ) ~ 
(79)pe 瓦 , 则 有 广 !p) =0-1(g-!(p)), 于 是 集 三 !(p) 和 9-!(p) 有 相同 的 基数 , 由 
此 得 : 

8.1.8 定义 

基数 # (f-!( 恩 )) 称 为 一 个 点 me C 的 重 数 ; 一 个 点 称 为 简单 的 (多 重 的 , 二 重 
的 , 三 重 的 , …), 如 果 其 重 数 是 T(> 1, 是 2, 是 3,…). 

8.1.8.1 即使 C 的 像 是 一 个 子 流 形 , 曲线 还 是 可 以 有 重点 , 参见 8.1.5.1. 

8.1.8.2 重 数 可 能 为 无 穷 . 不 过 , 根据 8.1.1.1, f-!(@) 由 了 内 的 孤立 点 组 成 , 于 
是 是 可 数 的 . 从 而 点 的 重 数 或 是 一 个 整数 , 或 是 具有 N 的 基数 的 co. 

8.1.8.3 对 于 简单 点 , 像 确定 点 . 而 在 重点 , 宁肯 把 C 的 一 个 点 看 作 C 的 经 过 
这 个 点 的 像 的 一 支 . 


@-G@-@- 


8.1.8 
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为 了 推广 1 维 子 流 形 的 概念 我 们 引进 了 (曲线 ) 弧 的 概念 , 现在 明确 不 同 对 象 之 
间 的 关系 . 

8.1.9 ”命题 

向 量 空间 妃 的 所 有 1 维 连通 子 流 形 对 应 一 个 几何 弧 . 

事实 上 , 设 已 的 维 数 4 > 1 而 了 是 其 Cz(p > 1) 类 !1 维 连通 子 流 形 , 我 们 知道 
(参见 3.4.1) V 微分 同 胚 于 R 或 S1. 在 定理 3.4.1 的 证 明 中 , 曾经 看 到 : 

在 第 一 种 情形 , 即 V 微分 同 胚 于 R, 存在 V 的 整体 弧 长 参数 表示 , 即 一 个 配对 
(7,7), 这 里 fs Dif (1;V) (参见 3.4.6). 两 个 这 样 的 弧 长 参数 表示 是 等 价 的 (在 8.1.4 
的 意义 下 ): 即 如 果 9g e Dif (J;V), 则 有 g-!o fe Dif (1;J). 于 是 这 两 个 弧 长 参数 
表示 定义 同一 个 几何 弧 , 此 几何 弧 典范 地 关联 到 V. 

在 第 二 种 情形 , V 微分 同 胚 于 S1, 并 且 存 在 周期 弧 长 参数 表示 f : R 一 ( 参 
见 3.4.6). 设 (R,f) 和 (R,g) 是 这 样 的 弧 长 参数 表示 . 由 于 f : R 一 V 是 周期 的 , 它 
可 以 做 如 下 的 分 解 


R 


p 这 
8.1.9.1 
8 


R/L-:Z 


We K 


其 中 U = R/L.Z, 而 工 是 周期 . 7.6 节 发 展 的 理论 可 以 应 用 到 覆 香 映射 RU， 
以 致 所 有 从 一 个 区 间 到 UV 内 的 映射 可 以 提升 , 并 且 在 原点 限定 之 后 是 唯一 的 . 经 过 
9 的 转换 , 就 得 到 对 于 R -全 V 的 提升 的 存在 性 和 唯一 性 . 
特别 对 于 g:R 一 V 通过 及 -二 Y 提升 为 9:R 一 R: 
R 


8.1.9.2 pA 沪 
—V 


及 


我 们 取 + 使 得 g(t) = f(0), 并 且 要 求 5(t) = 0. 同样 通过 R -一 , Y 提升 了 成 天 
并 且 要 求 f(0) = 二 
R 


8.1.9.3 了 Ne 
Vv 


及 


那么 5o7:R 一 RR 使 得 fo(5o0 有 )=(f09)of=gof=f, 即 映射 图 


8.1.9.4 5 XX 


二 二 


V 
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是 交换 的 . 此 外 (5o 用)(0) = 5(t) = 0. 由 于 id 同样 使 得 foidr = 了 和 idn(0) = 0， 
故 得 (根据 提升 的 唯一 性 ) 9o 了 = idR. 同样 证 明 jo5 = idn. 于 是 5 € Dif (R;R). 
而 fo5 = g; 故 两 个 弧 长 参数 表示 定义 关联 到 V 的 同一 条 几何 弧 . 

8.1.10 ”定向 

设 9€ Dif (1;J), 并 且 0'(t) 关 0; 而 工 是 连通 的 , 故 0%( 保持 固定 符号 . 如 果 用 
Diff +(1; J) 表示 递增 ( 即 8'(t) > 0) 微分 同 胚 的 集合 , 而 用 DE(1,J) 表示 递减 ( 即 
9'(t) < 0) 微分 同 胚 的 集合 , 则 导致 : 

8.1.11 定义 

两 个 缴 (1; f) 和 (也 9) 称 为 严格 等 价 的 , 如 果 存 在 9 < Dif+(1; J]), 使 得 = go0. 
对 于 这 个 严格 等 价 关 系 的 参数 弧 的 一 个 等 价 类 称 为 定向 几何 弧 . 

一 个 几何 弧 恰 好 对 应 两 个 定向 几何 弧 . 一 个 参数 弧 产 生 一 个 定向 几何 弧 , 使 得 
所 考虑 的 参数 表示 属于 这 个 定向 几何 弧 . 

如 果 站 是 瑟 的 一 个 定向 连通 子 流 形 , 如 果 所 取 的 诸 参数 表示 是 正 的 , 那么 命题 
8.1.9 中 的 对 应 的 定向 是 一 致 的 . 


8.2 仿 射 不 变量 : 切线 , 密切 平面 , 凸 性 


8.2.1 切线 

在 这 一 节 , 曲线 至 少 是 C1 类 的 . 

8.2.1.1 定义 

设 (1 了) 是 实 向 量 空间 忆 ( 对 应 的 , 仿 射 空间 4) 的 一 个 C1 类 的 参数 弧 . 弧 (I, f) 
在 工 的 点 七 的 切线 是 妃 的 1 维 向 量子 空间 Rf'(t) = {sf'(t) : se R}( 对 应 的 , 4 的 
仿 射 子 空间 f(t) + R(t)). 

8.2.1.2 注释 

我 们 把 f(t) e ER5 五 ) 与 f(t) 1 等 同 . 我 们 有 f'(t) 关 0, 这 是 因为 按照 定义 / 
是 一 个 浸入. 此 外 , 十 分 严格 地 说 , 由 于 f(7) 局 部 地 是 互 的 一 个 子 流 形 , 如 果 9 是 
在 f(t) 的 这 个 子 流 形 的 切 空间 和 R 之 间 的 典范 同 构 , 那么 Rf'(t) 是 这 个 局 部 子 流 
形 在 f(t) 的 切 空间 在 9 下 的 像 . 

8.2.1.3 例子 

设 5 € Isom (BE; 下), 而 如 果 (7,f) 是 5 的 弧 , 则 (7, $ of) 在 + 的 切线 是 (1, 了 ) 
在 + 的 切线 在 $ 下 的 像 . 

切线 的 这 个 概念 对 应 等 价 关系 是 保持 的 , 故 可 以 过 度 到 几何 弧 : 事实 上 , 设 C 
是 几何 弧 , m 是 C 的 一 个 点 . 如果 m 由 (I,f,t) 和 (J,g,s) 表示 , 那么 存在 9 € 
Dif (1;J), 并 且 f = goebs = 0(t)( 定 义 8.1.7)， 我 位 有 f(t) = (go 9)(t) = 
g'(6(t))(8'(t)) = 9'(t)g'(s), 其 中 由 于 6 是 微分 同 胚 , 9'(t) 关 0; 从 而 Rf 了 (i) = Rg'(s). 

由 此 得 到 : 

8.2.1.4 定义 
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给 定向 量 空间 E 的 (对 应 的 , 仿 射 空间 4 的 ) 一 个 几何 弧 C 及 C 的 一 个 点 m， 
其 代表 是 三 元 组 (7, f,t). 则 子 空间 Rf'(t)( 对 应 的 , 仿 射 子 空间 f(t) + Rf'(t)) 仅 依 
赖 几 何 弧 C 和 点 m, 称 之 为 C 在 m 的 切线 , 记 作 tg mC- 

8.2.1.5 ”如果 C 是 瓦 的 一 个 几何 弧 , 5 < Isom(E; 下 ), 则 


tg gm($ oC0)= BltgmO). 


这 样 我 们 关于 本 节 标 题 中 的 词汇 不 变量 中 的 “不 变 ” 有 两 层 意思 : 

a) 表示 不 依赖 参数 表示 ; 

b) 切线 在 映射 8 € Isom (E; 已)( 以 及 同样 在 仿 射 空间 的 曲线 和 仿 射 意义 下 的 切 
线 的 情形 的 同 构 ) 下 保持 . 

8.2.1.6 定向 . 

如 果 几 何 弧 C 是 定向 的 (参见 8.1.11)，m 是 C 的 点 , 设 此 点 有 两 个 三 元 组 
(7,t) 和 (Jg,s) 表示 ,ge Dif(T J), 使 得 f=go0 和 6(t) =s 并且 9(t) >0, 那 
么 子 空间 Rf'(t) = Rg'(s) 由 fr(t) 和 g'(s) 定向 , 其 方式 是 等 同 的 .如 果 C 是 定向 的 
几何 弧 , 那 么 由 f'(t) 定义 的 tg mC 不 依赖 参数 表示 . 

经 常用 箭头 指出 弧 及 其 切线 的 一 个 定向 , 这 明显 是 非常 方便 的 : 


tgnC 


图 8.2.1.6 


还 可 以 把 一 个 定向 想象 为 行走 的 方向 . 

8.2.1.7 与 几何 定义 的 关系 

设 忆 是 一 个 向 量 空 间 , 其 1 维 向 量子 空间 等 同 于 投影 空间 P(E), 这 是 E 一 {0} 
对 于 等 价 关 系 ~ 的 商 空间 , 这 里 = ~y 舍 y = kz,kE R*. 给 P(E) 配备 以 商 拓扑 ， 
并 且 记 典范 投影 E - {0} 一 P(E) 为 p( 如 果 读 者 原意 , 可 以 验证 : 如 果 BB 是 欧 几 
里 得 空间 , S(E) 是 其 单位 球 , 那么 5(E) 关于 对 径 映 射 (参见 2.4.12.2) 的 商 流 形 当 
已 = R"+t! 时 在 集合 的 意义 上 正 是 P(E), 并 且 其 拓扑 跟 上 面 引 入 的 一 致 ). 

现在 设 (1, f) 是 一 个 参数 弧 , te I; 由 于 f"(t) 关 0, 所 以 对 于 充分 接近 上 的 s, 只 
要 st, 就 有 f(s) 六 f(t) (参见 8.1.1.1). 于 是 有 : 

8.2.1.8 定理 

极限 lim，,p(f(s) 一 slt)) 在 P(E) 内 存在 , 并 且 等 于 P(R 灵 (0) = (1,f) 在 f() 
的 切 向 量 . 
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事实 上 , 对 于 充分 接近 t 的 s, s 关 t, 定义 一 个 映射 
gf 一 了 由， 
s—t 

由 于 /是 C1 类 的 ， 故 存在 lim, 0(s) = 根据 商 拓 扑 的 定义 , 这 就 证 明了 定理 . 

8.2.1.9 对 于 涉及 几何 弧 的 一个 类 似 性 质 , 参见 习题 8.7.1. 

8.2.2 ”密切 平面 

这 里 假定 弧 至 少 是 C? 类 的 . 

8.2.2.1 定义 

参数 弧 (1,f) 在 t 称 为 是 双 正 则 的 , 如 果 f(t) 和 f"(t) 是 线性 无 关 的 , 这 里 的 
导数 是 在 通常 的 意义 下 计算 的 . 

8.2.2.2 定义 

称 子 空间 RJ(t) + RJ”(t)( 对 应 的 f(t) 十 Rf'(t) 十 民 f"(t)) 是 向 量 空间 EE( 对 应 
的 , 仿 射 空间 4) 的 双 正 则 参数 弧 (1, 了) 在 点 (7, f,t) 的 密切 平面 . 

8.2.2.3 例子 

如 果 弧 (1, 了 ) 是 平面 的 , 即 存在 EE 的 2 维 子 空 间 V 使 得 f(T) c V, 则 在 一 个 双 
正则 点 的 密切 平面 就 是 固定 的 V. 其 逆 是 平凡 的 . 

8.2.2.4 如 果 6B eIsom (B; 下 ), 则 双 正 则 性 和 密切 平面 的 概念 被 5 保持 . 

考虑 几何 弧 C 的 一 个 点 m, 给 定 弧 的 两 个 参数 表示 (1, f) 和 (J,g), 这 里 存在 
be Isom (1;J), 使 得 f=go9, 设 m 由 (1,f,t) 和 (J,g,s) 表示 , 如果 9 是 C? 类 的 ， 
则 : 


8.2.2.5 f'(t) = 0(t). g'(s) 


8.2.2.6 f(t) =0"(t) .9g'(s) + 02(t) . g"(s) 


由 于 9'(t) 关 0(9 是 微分 同 胚 ), 这 就 证 明了 如 果 (7, 7) 在 t 是 双 正 则 的 , 则 (J g) 
在 s = 9(t) 亦 然 , 并 且 


Rg'(s) + Rg"(s) = Rf'(t) + RA"(E). 


这 诠释 了 下 列 定义 的 合理 性 : 

8.2.2.7 定义 

给 定 几何 弧 C 的 一 个 代表 为 (T,f,t) 的 点 m. 如 果 (1, 了 ) 在 t 是 双 正 则 的 , 则 
说 C 在 mm 是 双 正 则 的 . 称 (1,f) 在 上 的 密切 平面 为 C 在 mm 的 密切 平面 , 记 作 
osculmC. 

对 于 术语 双 正 则 的 解释 , 参见 8.0.2.3. 

8.2.2.8 例子 


8.2 ” 仿 射 不 变量 : 切线 , 密切 平面 , 凸 性 :289 . 


如 果 更 e Isom (9; 下), 则 
oscul g(m) ($0 C) = (osculm C). 


对 于 仿 射 空 间 的 几何 弧 和 仿 射 意义 下 的 密切 平面 有 类 似 的 结果 . 

8.2.2.9 几何 定义 

如 果 能 够 在 EE 的 2 维 向 量子 空间 的 集合 上 安置 典范 拓扑 , 就 可 以 证 明 如 果 参 数 
弧 (7 了) 在 t 是 正则 的 , 则 在 t 的 密切 平面 是 平面 Rf'(t)+R(f(s) - f(t)) 当 s 趋 于 
t 时 的 极限 , 这 里 s 关 t. 在 dim E = 3 的 情形 这 是 十 分 容易 的 . 为 此 , 参见 习题 8.7.3. 

8.2.2.10 四 侧 

由 于 02( > 0, 公式 8.2.2.6 表明 半 平 面 

RI(t)+R+f"(t) 和 Rg'(s)+R+g"(s) 

重合 . 这 就 验证 了 下 列 定义 的 合理 性 : 

8.2.2.11 定义 

给 定 几何 弧 C 的 一 个 以 三 元 组 (1,f,t) 为 代表 的 点 m， 称 半 平 面 Rf'(t) 十 


RR+f"(t) 为 C 在 mm 的 四 侧 , 记 作 concavmC. 在 仿 射 空间 的 情形 , 对 应 的 是 仿 射 半 
平面 f(t) + RA'(t) + R+f"(t). 


图 8.2.2.11 


8.2.2.12 ”如果 $ € Isom(E;F), 则 concav g(m)($ 00)= Bl(concav mO). 

在 平面 曲线 的 情形 , 我 们 会 发 现 止 侧 有 更 明确 的 含义 . 

8.2.2.13 定义 

在 极 坐 标 里 研究 的 平面 曲线 在 不 同 于 坐标 系 的 极点 的 点 ,如果 这 个 极点 属于 四 
侧 的 仿 射 开 半 平 面 我 们 说 该 曲线 把 其 止 侧 朝向 极点 . 

以 下 给 出 的 计算 , 得 以 明确 决定 由 映射 上 一 p(t)eit 表示 的 曲线 凹 侧 是 否 朝向 极 
点 . 如 果 基 底 {一 了 (t), f(t)} 和 {f”(#), f(t)} 的 方向 相同 , 即 这 两 个 向 量 配对 的 行列 
式 wo(- 户 j) 和 wo(f", 了 ) 符号 相同 , 则 原点 将 在 止 侧 , 这 里 wo 是 R? 的 典范 面积 
形式 (参见 例子 6.4.2). 而 


f' = preit 上 pfliei， 
f” =(p" — pje't + 2p'(ieit). 
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图 8.2.2.13 


由 于 wo(e't,iei!) = 1, 我 们 有 
wo(-ff)=~p 和 wo(f",f")=-(p +2p? pp"), 


由 此 得 到 判别 法 : 

8.2.2.14 在 不 是 极点 的 双 正 则 点 ，p 关 0, 当 十 2p 一 pp”>0 时 曲线 的 止 侧 
朝向 极点 . 

8.2.2.15 命题 (在 双 正 则 点 的 局 部 凸 性 ) 

给 定 二 维 仿 射 空间 A 的 一 个 几何 弧 C 及 其 一 个 双 正 则 点 m， 则 在 m 的 一 个 
邻 域内 局 部 地 C 严格 地 在 其 凹 侧 内 , 即 如 果 (J,f) < OC, (1,f,t) em 则 存在 开 区 间 
J CT,J3t, 使 得 对 于 任意 sE J 一 {t},f(s) 属于 C 在 人 n 的 凹 侧 的 开 半 平 面 . 


图 8.2.2.15 


证 明 : 令 = /bo = f(t); 它们 构成 有 的 一 个 基底 . 在 t 应 用 泰勒 - 统 格 

公式 
2 
f(t+h)= f(t) +hut So + o(h?), 
改写 为 
f(t+h)— ft) =h( + oA) ut $a + o(1))v. 

于 是 对 于 充分 小 的 h 关 0, f(t+h) 一 f(t) 沿 w 的 坐标 保持 是 严格 正 的 . 

8.2.2.16 注释 


8.3 长度 . 欧 几 里 得 空间 的 曲线 的 弧 长 参数 表示 “291. 


图 8.2.2.16 


此 外 , 图 8.2.2.16 中 的 右 图 表明 8.2.2.15 仅仅 局 部 地 成 立 . 这 是 一 个 从 局 部 到 上 整 
体 的 过 渡 问 题 的 例子 . 在 9.6 节 将 解决 这 个 问题 , 在 那里 将 看 到 如 果 C 是 封闭 的 , 简 
单 的 和 处 处 双 正则 的 , 那么 对 于 所 有 m e C, 它 整体 在 concavmC 内 . 


图 8.2.2.17 


8.3 长度. 欧 几 里 得 空间 的 曲线 的 弧 长 参数 表示 


今后 假定 向 量 (对 应 的 , 仿 射 ) 空间 E (对 应 的 , 4) 配备 欧 几 里 得 结构 .既然 这 
个 结构 更 加 丰富 , 曲线 理论 随 之 也 更 多 彩 , 这 里 我 们 将 会 发 现 新 的 不 变量 . 

给 定 巨 的 C1 类 几何 弧 C, 假定 (1,f)e C 是 从 I 到 了 (7)=V cE 的 一 个 嵌入 ， 
由 于 V 有 典范 密度 , 就 使 得 Y 的 弧 长 参数 表示 的 概念 有 了 依托 (关于 典范 密度 , 参 
见 6.6.1; 关于 弧 长 参数 表示 , 参见 3.4.3). 考虑 到 在 f(t) 和 Tf(1) 之 间 的 等 同 , 如 果 
5 表示 Y 的 典范 密度 , 而 配对 (7, /) 是 一 个 弧 长 参数 表示 , 则 有 6(f(2))(Tif(14)) = 1， 
即 lf"(b|| = 1 (参见 6.5.3). 

这 导致 在 一 般 情 形 下 提出 : 

8.3.1 定义 

欧 几 里 得 空间 的 几何 纹 C 的 参数 表示 (7T, 有 ) < C, 如 果 使 得 对 于 了 的 所 有 
1PGb = 了 则 (7, 了 ) 称 为 弧 长 参数 表示 . 
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8.3.2 命题 

所 有 几何 弧 具 有 弧 长 参数 表示 .如果 (1, 月 是 一 个 弧 长 参数 表示 ,所 有 其 他 弧 
长 参数 表示 的 形式 是 tf(t 十 a) 或 tr j(-t+oj, 其 中 心 是 任意 的 

存在 性 : 这 里 模仿 引 理 3.4.4 的 证 明 . 设 (J,g) e Cse J. 假定 入 是 从 1 到 J 
上 的 一 个 微分 同 胚 , 使 得 对 于 f = go ^, (I, 了) 是 一 个 弧 长 参数 表示 . 我 们 将 有 


FO = FAN XE =1. 
任意 取 定 a, 对 于 te J 令 ， 


ot0= 人 lolas 
设 工 = 6(J), 我 们 有 0'(t) = lg > 0, 故 9 是 可 逆 的 . 设 和 =0-1, 则 和 Ee Dif (Ti)， 
由 于 


如 果 s==9(t) 则 *() = thy 


故 XX(s) 关 0. 此 外 ,如果 s = 98(t) = 和 -1(t), 则 f =go 和 使 得 


WA = rN)IX = = 


于 是 (1, f) 确实 是 一 个 弧 长 参数 表示 . 

唯一 性 ; 设 (1, 了) 和 (J,g) 是 两 个 弧 长 参数 表示 ，Ae Dif (1; J) 使 得 f = go 入 . 
我 们 有 

FD =1= 1g A) IN| = |X()), 于 是 |X(Gb| =1, 

由 此 得 到 X(t) = 土 1, 由 于 X 在 连通 的 1 上 是 连续 的 , 我 们 有 X(t) = 1vt ex 或 
Xi) = -1lYte 大 遂 有 Ab =t+a 或 Mt) = 一 t+a. 

8.3.3 ”注释 

如 果 对 于 弧 长 参数 表示 要 求 f(to) = m, 则 仅 有 两 个 可 能 的 弧 长 参数 表示 . 

8.3.4 ”等 距 映射 下 的 不 变性 

如 果 8 € Isom (EB; 五 ), 并 且 (7, f) 是 C 的 弧 长 参数 表示 , 则 (1, $6o7) 是 86o0G 
的 弧 长 参数 表示 . 这 里 Isom (E; F) 表示 从 E 到 上 的 等 距 同 构 的 集合 . 

8.3.5” 弧 长 参数 表示 中 “ 弧 长 ”的 合理 性 

我 们 知道 , 如 果 (J,g) 是 任意 参数 弧 , [a,9] Cc J 则 存在 (J,g) 从 a 到 的 长 度 ， 
其 定义 是 

8.3.6 sup1》 lg(tir) — gt) :ne Na=to <t < <th-1<tn= 中 


并 且 业 已 证 明 (参见 [2], 53 章 ), 它 等 于 


b 
f ro 
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这 表明 , 如 果 (1, 了 ) 是 一 个 弧 长 参数 表示 , 而 to 和 在 了 内 , 则 f(t) 恰好 是 
(了 了) 从 to 到 的 长 度 ; 此 即 弧 长 参数 表示 中 弧 长 二 字 的 由 来 . 
8.3.7 定义 


积分 f roat 称 为 参数 弧 (1,f) 从 a 到 b(a,be 站) 的 弧 长 。 


8.3.8 不 利用 8.3.6 就 可 以 直接 验证 , 如 果 考虑 一 个 几何 弧 C 及 其 一 个 参数 表 
示 (1,f) € C, 实数 
f ir oa 


不 依赖 参数 表示 . 尽管 如 此 , 8.3.6 还 是 保证 以 下 定义 的 合理 性 : 
8.3.9 定义 
设 m,n 是 几何 弧 C 的 用 (1,f,a) 和 (I,f,b) 表示 的 两 个 点 . 积分 


b 
f roa 

称 为 C 的 弛 mn 的 长 度 . 

8.3.10 设 $8 € Isom(B; 下 ), m,n 是 弧 C 的 两 个 点 , 则 8 oC 的 弧 $(m)%(n) 
的 长 度 等 于 C 的 弧 mn 的 长 度 . 

8.3.11 定义 

给 定 欧 几 里 得 空间 的 一 个 定向 几何 弧 . 称 向 量 遍 为 在 三 元 组 (1, 让 引 表示 
的 点 m 的 单位 切 向 量 , 记 作 7(m). 

8.3.12 ”注释 

8.3.12.1 如 果 (1, 了) 是 一 个 弧 长 参数 表示 , 则 r(m) = 了 "(2). 

8.3.12.2 C 的 定向 的 变更 变换 7(m) 为 其 相反 向 量 . 

8.3.12.3 ”单位 切 向 量 在 等 距 映射 下 不 变 . 

8.3.12.4 弧 长 参数 表示 经 常 称 为 “曲线 横 坐标 ”. 


8.4 欧 几 里 得 空间 的 曲线 的 曲率 


给 定 几 何 弧 C 的 一 个 点 m. 设 f 和 9 是 两 个 弧 长 参数 表示 , 而 m 由 三 元 组 
(I,f,t) 和 (J,g,s) 表示 ,并且 f = go0. 那么 根据 8.3.2, 0'(t) = 土 1, 从 而 疡 ( = g”(s). 

8.4.1 定义 

给 定 几 何 弧 C 的 用 三 元 组 (1,f,t) 表示 的 点 m. 如 果 (1, 了) 是 弧 C 的 弧 长 参数 
表示 , 则 数 上 "(tj 只 依赖 于 C 和 m, 称 为 C 在 m 的 (数值 ) 曲率 , 记 作 KmnC. 

8.4.2 ”注释 

8.4.2.0 参见 紧 跟 公式 8.5.6 之 后 的 有 关 术 语 曲率 的 解释 . 
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8.4.2.1 我 们 没有 引进 由 /”(t) = g”(s) 构成 的 不 变量 . 事实 上 , 由 于 | 了 (2)| = 1， 
对 于 所 有 t, f(t) 和 大 的 是 垂直 的 , 于 是 "(i) 在 四 侧 的 半 平 面 (或 是 零 向 量 ), 并 
且 重 直 于 /'(t): 它 完全 由 其 模 确定 . 不 过 对 于 定向 曲线 参见 8.5 节 . 


Su SS 也 


图 8.4.2.1 
8.4.3 ”命题 
当 且 仅 当 KmC 关 0, 几何 弧 C 在 mm 是 双 正 则 的 . 
8.4.4 ”命题 


设 $B EIsom(E;F)，C 是 羽 的 一 个 几何 缴 , 则 Kgsm)($0o0)= 

这 两 条 性 质 可 以 直接 验证 . 

8.4.5 ”运动 学 观点 : 曲率 的 实际 计算 

设 (J,g) 是 欧 几 里 得 空间 的 一 个 参数 弧 ，C 是 由 它 表示 的 几何 弧 . 我 们 让 正 的 
实 的 数量 

8.4.6 v(s) = llg'(s) 


与 之 关联 , v(s) 称 为 “运动 ”在 g(s) = m 的 (由 参数 弧 确 定 的 “运动 ” 的) (数量 ) 速 
度 . 如 果 C 是 定向 的 (未 必 由 (J,g) 定向 ), 我 们 称 由 


8.4.7 9(s) =v(s)7(g(s)) 


定义 的 数量 v(s) 为 “运动 ” 在 g(s) = m 的 (代数 ) 速度 , 其 中 r(g(s)) 是 C 的 单位 
切 向 量 (参见 8.3.11). 

于 是 , 如 果 (1, 了 ) 是 C 的 一 个 弧 长 参数 表示 , 而 g = fo9, 这 里 ge Dif (Ji 站 . 
令 t=0(s), 则 gi/(s) =v(s)f(t) = f(b)0'(s), 故 v=0. 

还 要 引进 : 

8.4.8 定义 

几何 弧 在 用 (小 g,s) 表示 的 点 m 的 曲率 称 为 参数 弧 (J,g) 在 se J 的 曲率 ， 
记 作 


8.4.9 K(s) = Kgs)C. 
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8.4.10 ”曲率 的 计算 
为 了 发 现 曲率 而 计算 弧 长 参数 表示 往往 十 分 复杂 甚至 不 可 能 . 下 面 (8.4.14) 将 


提供 一 个 利用 任意 参数 表示 计算 曲率 的 明晰 公式 . 

设 (1,f) 是 几何 弧 C 的 弧 长 参数 表示 , 它 关 联 到 所 考虑 的 参数 弧 (J,g), 而 9 € 
Dif(J; 了 ) 使 得 g = fob. 在 m= g(s) = f(t), 向 量 g"(s) 是 运动 (J,g) 的 加 速度 . 如 
果 9(s) =t, 那么 在 8.2.2.6 建立 的 公式 给 出 


9"(s) = 0°(s)f"(t) + 0"(s)f(t). 
在 m 是 双 正 则 的 情形 , 我 们 令 : 
8.4.11 f°(t) = (KmC) v(m). 


图 8.4.11 


其 中 v(m) 是 一 个 单位 向 量 , 称 为 主 法 向 量 ( 它 是 法 向 量 , 这 是 因为 | 了 7(t) = 1, 7 人 
垂直 于 f(t)), 由 于 KmC 关 0, 它 由 8.4.11 完全 确定 . 如 果 点 不 是 双 正则 的 , 则 主 法 


向 量 不 存在 . 
如 果 记 v=0, 则 9”=wvw, 由 于 r 和 > 仅 依 赖 定向 几何 弧 , 我 们 获得 “加 速度 的 


内 蕴 分 量 ": 
8.4.12 g"(s) = (u2KnC) -v(m) + v7T(m) 


为 了 计算 KmC, 只 需 把 8.4.12 跟 下 式 联 立 
8.4.13 g'(s) =v -7(m) 


两 式 作 在 0.1.15.7 定义 的 向 量 积 . 入. 便 得 


_ lg'(s) Ag (sl _ lg'(s) Ag” (s)) 
8.4.13.1 KmC = = pp | 
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8.4.14 ”例子 

8.4.14.0 ”实际 含义 

加 速度 法 向 分 量 w2KmC 表示 质量 为 1 以 速度 v 沿 C 运动 的 质点 的 离心 力 , 即 
它 作 用 在 曲线 上 朝 着 凹 侧 外 的 力 . 例如 在 铁路 的 路 轨 上 , 如 果 打 算 车 箱 不 出 轨 或 者 
路 轨 不 变形 , 这 个 力 不 应 当 有 太 大 的 间断 . 于 是 事实 上 人 们 要 求 K 在 C 上 连续 , 即 
C 应 当 是 C? 类 的 . 但 是 在 轨道 的 直线 部 分 , 曲率 是 零 , 跟 两 个 直线 部 分 D! 和 D。 
衔接 的 曲线 C 在 ma 和 mo 的 曲率 应 当 为 零 . 发 现在 给 定点 衔接 两 条 直线 的 曲线 并 
非 那么 容易 .圆周 不 足以 衔接 . 有 足够 多 的 抛物 线 , 但 一 个 抛物 线 的 曲率 是 常 值 而 
非 零 . 


图 8.4.14.0 


对 于 高 速 公 路 的 线路 有 同样 的 问题 . 此 外 , 人 们 谋求 在 以 下 意义 下 的 最 佳 曲线 
C, 当 Di 和 Da 的 位 置 给 定时 , 在 C 上 的 K 的 最 大 值 是 最 小 可 能 的 . 形形色色 的 
曲线 族 被 试探 过 , 有 关 的 文献 也 是 车 载 斗 量 . 例如 读者 可 参见 [119], 294 页 . 

8.4.14.1 在 2 维 欧 几 里 得 仿 射 空间 里 , 考虑 中 心 为 a 半径 为 7 的 圆周 . 可 以 
用 参数 表示 tm a + re't. 

g(t) =ire't, g(t) = —re't, g(t) Ag"(t) = —r?(ieit Nei!). 
于 是 对 于 所 有 点 mm， 
g(t) g(t) = 2， 由 此 得 到 KmC = 元 = 守 


半径 为 r 的 国 周 的 曲率 是 等 于 1/r 的 常 值 . 
8.4.14.2 用 极 坐 标 计算 曲率 
给 定 R? 的 参数 弧 g(t) = p(t)e't. 那么 
g' = p(t)e't 十 pbie 
9 = (P(t) — plt)e™ + 2p'(t)ie™, 
由 此 得 到 
lg A gO = |p? +2p? — pp’|, 


而 
v(t) = gD = VP + pp?. 
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由 此 得 到 


| 只 十 2p2 — pp’| 
8.4.14.3 天 (C) = 一 一 一 一 
人 ”+ DA 
例如 , 参数 弧 p(t) = 1+2cost 给 出 


Pp'(t) = —2sint, p(t) = —2cost, 


3(3+2cost) 
COS 
Ks)O = 盏 +4608 和 5 
3 9 
图 8.4.14.3 


如 果 令 z = cost, 则 
3(3+2z dK 
故国 全 让 2 ds 
于 是 对 于 ze [1,1], 即 te [0,7], 曲率 从 5/9 严格 增加 到 3, 当 t= r/2 时 , 曲率 是 
9/(5V5), 当 t= 2r/3 时 , 曲率 是 2/V3. 曲线 是 帕斯卡 蜗 线 . 
8.4.14.4 圆柱 螺旋 线 
这 是 Rs 的 参数 弧 g :t 一 (costsint kt); 对 于 所 有 t, 我 们 有 Ko = (1 十 12) 一 
8.4.15 ”定义 
设 由 是 C 的 双 正 则 点 , 称 RnC = 7 为 C 在 人 n 的 曲率 半径 . 
半径 为 RnC, 通过 m 并 且 在 C 的 四 侧 的 圆周 称 为 C 在 m 的 密切 圆 .这 个 加 
的 中 心 称 为 C 在 mm 的 曲率 中 心 . 
关于 曲率 圆 的 几何 含义 参见 习题 8.7.4. 
8.4.16 ”曲率 的 度量 定义 
参见 习题 8.7.13. 


= —12(5 + 4z)-5/?(z +2) < 0， 
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图 8.4.15 


8.5 在 欧 几 里 得 定向 平面 内 的 定向 平面 曲线 的 代数 曲率 


在 整个 这 一 节 , C 表示 定向 欧 几 里 得 平面 忆 的 定向 几何 弧 . 总 可 以 给 欧 几 里 得 
平面 媚 及 其 几何 弧 C 定向 , 以 便 应 用 下 面 的 理论 , 有 时 这 样 做 既 有 益 , 又 有 趣 . 

8.5.1 在 定向 欧 几 里 得 平面 EB 内 , 用 i 表示 旋转 r/2 : z 一 iz, 它 由 三 个 条 件 
决定 : ||zl| = zl (izlz) = 0 以 及 {z,iz} 是 正 的 基底 . 必须 明白 , 无 需 建立 BE 和 复 
数 集合 C 之 间 的 同 构 , 就 可 以 定义 这 个 旋转 ; 而 该 同 构 并 非 唯 一 . 

设 m 是 定向 几何 弧 的 一 个 点 , 它 对 应 (参见 8.3.11) 单位 切 向 量 r(m) = f7(m)， 
这 里 (1, 了 ) 是 C 的 弧 长 参数 表示 (C 由 这 个 参数 表示 定向 ), 并 且 m = ji) 现在 取 
定 C 在 m 的 法 向 量 ir(m), 提醒 注意 , 一 般 说 来 ,ir(m) 未 必 就 是 在 8.4.11 中 引进 的 
v(m): 因为 v(m) 可 能 是 ir(m), 也 可 能 是 其 相反 向 量 . 

存在 一 个 数 kmC 使 得 17(t) = (kmC) (ir(m)). 由 于 f(t) 不 依赖 弧 长 参数 表 
示 (7, 了 ), 故 可 以 给 出 : 

8.5.2 定义 

给 定 几何 张 C 的 一 个 弧 长 参数 表示 (1,f) 和 C 的 一 个 点 m = f(t). 称 满足 等 
式 fb) = (kmC) (iT(m)) 的 数 knC 为 C 在 m 的 代数 曲率 . 

请 注意 , 跟 8.4.10 的 情形 相反 , 因为 曲线 是 平面 的 , 所 以 不 论点 m 是 否 是 双 正 
则 的 , 法 向 量 i 总 存在 . 

8.5.3 ”局 部 形式 

图 8.5.3 给 出 了 代数 曲率 的 符号 ( 纸 平 面 是 通常 定向 的 ), 其 中 箭头 表示 曲线 的 
定向 . 

8.5.4 ”初等 性 质 


8.5.4.1 KmC = |kmCl|. 


8.5.4.2 设 5 是 巨 的 一 个 仿 射 位 移 ( 即 保持 定向 的 关联 到 一 个 向 量 等 距 的 仿 射 
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图 8.5.3 


变换 ), 则 
kgs(m) ($00) = kmC. 


其 中 5oC 由 更 和 C 定向 . 

8.5.4.3 ”代数 曲率 的 符号 

如 果 改 变 巨 的 定向 , 则 kmC 变 为 -nC， 如 果 改 变 C 的 定向 , 则 kmC 变 为 
—kmC. 

8.5.4.4 在 双 正 则 点 , 止 侧 (参见 8.2.2.11) 是 半 平 面 : 

如 果 上 > 0, 它 位 于 tanmC (由 C 定向 ) 的 左 侧 ， 

如 果 上 < 0, 它 位 于 tanmC 的 右 侧 . 

我 们 现在 打算 证 明 (参见 8.5.7), 存在 一 个 具有 给 定 的 从 一 个 点 算 起 的 长 度 的 代 
数 曲率 函数 的 几何 弧 , 并 且 不 计 位 移 是 唯一 的 . 为 此 , 要 建立 一 个 今后 还 会 用 到 的 公 
式 . 设 (1, 了 ) 是 弧 C 的 一 个 弧 长 参数 表示 , 从 了 到 EE 内 的 映射 J, 其 值 在 EE 的 单 
位 加 

S(E)= {zeB:lz|l=1} 


内 , 并 且 Pb = 7(t) 是 单位 切 向 量 . 设 o 是 由 已 典范 定向 的 5(E) 的 长 度 形式 , 则 


8.5.5 To=kmC:dt 


事实 上 , 我 们 根据 7* 的 定义 有 (r*c)j(L) = c(r(D)((Tir)(10)) 而 如 果 wo 是 马 
的 典范 体积 形式 , 从 已 经 做 过 的 计算 (参见 6.4.5) 可 以 得 到 o(t) = int(7(t))wo, 再 根 
据 定义 8.5.2, 我 们 得 到 


(7*0)(1:) = lint (7(é)) - wo](0™ (7 (8))) 
= wolr(t),7(t)) 
= wo(f'(t), f°(t)) = wo(T(t), kmC (i7(t))). 


而 由 i 的 定义 ，wo(7,i7) = 1; 随 之 得 到 8.5.5. 
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现在 以 任意 方式 固定 圆周 S(E) 上 的 一 个 起 点 z; 由 此 产生 一 个 覆 各 映 射 R -， 
5S(E), 本 质 上 等 同 于 覆 秋 映射 R 一 51, 其 定义 是 


8.5.5.1 了 :及 . 3tm (cost)r + (sint)(iz). 
7.6 节 的 理论 这 里 仍然 可 以 应 用 , 并 且 得 到 公式 pro = dt 而 如 果 7+: 了 一 RR 是 
7: 了 一 S(B) 的 一 个 提升 , 则 完全 跟 定理 7.6.4 的 证 明 中 的 3 一 样 得 到 7*o 二 至. 


R 
8.5.5.2 y p 
I 


S(E) 


加 


比较 r*o = d7/dt 和 8.5.5 便 得 我 们 曾经 看 到 过 的 公式 : 


d 
8.5.6 和 nsC = 一 


直观 解释 :“ 我 们 由 连续 性 确定 切线 跟 Oz 的 夹 角 , 那么 曲率 指出 切线 随 在 单位 
弧 长 上 转动 多 少 角度 ”. 在 相等 的 弧 长 上 , 切线 转动 越 快 , 所 考虑 的 弧 就 越 弯曲 . 


A XX 


图 8.5.6 


8.5.7 ”定理 

设 工 是 及 的 一 个 区 间 , c 属于 Co(T;R),7 包含 0 又 设 a 和 4b 是 万 的 两 个 
元 素 . 则 存在 忆 的 一 个 几何 弧 C, 而 且 是 唯一 的 , 其 一 个 弧 长 参数 表示 使 得 f(0) = 
oj(0) = 六 te 了 有 有 rt0C =e(b. 换 句 话说 ; 不 计 位 移 , 一 个 平面 曲线 由 其 代数 曲 
率 确 定 (内 看 方程 ). 

事实 上 , 设 (1,f) 是 一 个 解 . 则 f'=T+e C(I;5!); 设 i€ Cl(1;R) 是 7 的 提升 . 


根据 8.5.6, 必 有 宇 = c, 于 是 存在 由 


t t 
7(t) = 7(0) +/ c(wdu= of c(wdu 
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定义 的 满足 给 定 条 件 的 7. 从 已 知 的 得 到 + = po7 = j 由 积分 
1@ =a+ {pCrt)au 


得 到 了 

对 于 明晰 计算 的 例子 , 参见 8.7.7. 

8.5.8 ”注释 

由 于 非 双 正则 点 的 出 现 , 当 用 天 代替 k 时 定理 8.5.7 的 类 似 命题 是 错误 的 . 例 
如 下 面 的 两 条 曲线 的 K 作为 弧 长 的 函数 是 相同 的 , 但 是 不 能 经 过 位 移 从 一 个 得 到 另 
外 一 个 . 


图 8.5.8 


8.6 欧 几 里 得 空间 (3 维 的 ) 双 正 则 曲线 的 挠 率 


在 这 一 节 假 定 C 是 3 维 定向 ( 若 未 定向 , 给 它 定向 ) 欧 几 里 得 空间 的 定向 几何 
曲线 . 将 证 明 如 果 C 是 C3 类 的 , 不 计 位 移 , 这 个 弧 由 曲线 坐标 的 两 个 函数 : 曲率 和 
挠 率 所 确定 . 

设 (1, 了 ) 是 C 的 一 个 弧 长 参数 表示 ，m = f(t) 是 C 的 一 个 点 . m 对 应 一 个 单 
位 切 向 量 r(m) = f"(t), 并 且 如 果 f € C?(1; EE), 则 re Cr-1(1; EE). 

如 果 mm 是 双 正 则 的 , 还 可 以 考虑 主 法 向 量 v(m) (参见 8.4.11). 如 果 C 处 处 是 
双 正 则 的 , 则 
(0) = fF 

WG 
下 面 我 们 将 假定 C 处 处 是 双 正 则 的 . 


,于 是 ve C?-2(1; E). 


直到 本 章 末 尾 , 都 假定 所 有 弧 是 双 正 则 的 . 


由 于 EE 是 定向 的 , 所 有 点 m 对 应 向 量 8(m) (如 果 f(t) = m, 还 可 记 作 8()), 使 
得 {7(m),v(m),B(m)} 是 EE 的 正 的 正 交规 范 基底 . 即 (参见 0.1.15.3): 


8.6.1 B(m) = 7(m) A v(m) 


我 们 有 Be Cz ?(1; E). 
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8.6.2 定义 
向 量 v(m) 和 B(m) 分 别称 为 主 法 向 量 和 次 法 向 量 . 
在 8.4.11 我 们 看 到 , 如 果 f(t) = m, 则 


8.6.3 T(t) = KmC v(m) |， 其 中 天 ECz-2(TR). 


现在 假设 C 至 少 是 C3 类 的 . 
对 关系 1B8(s) = 1 和 (6(blr(b) = 0 求 导 得 到 


(58 GO)=0 


(8 brG) = —(B(OI TD) = (BO KmC -v(t)) 
= —(KmO)(B(t) v(t)) = 0. 


终于 得 到 pb 跟 v(t) 共 线 , 故 存在 一 个 数值 , 记 作 TmC, 使 得 


8.6.4 PB'(t) = TnC v(m) 


而 函数 上 TI = TyG)C 在 C?-3(1;R) 内 . 
8.6.5 ”定义 
由 8.6.4 定义 的 数值 TnC 称 为 几何 弧 C 在 mm 的 挠 率 . 
对 关系 | = 1, (zlr) = 0, (vlB) = 0 求 导 得 到 


(VV) =0,(V7) = 一 wm = —K, (v6) = 一 zl8) = -7, 


随 之 得 
8.6.6 V(t) = —KmC7(m) — TnCB(m) 
公式 8.6.3, 8.6.4 和 8.6.6 称 为 弗 雷 内 公式 , 而 (T(m),v(m),B(m)) 称 为 C 在 mm 


的 弗 雷 内 标 架 . 矩阵 爱好 者 会 情不自禁 地 写 出 


T (0 -K 0 
viIx 0 了 |: 
BUO -7 0 

民 
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8.6.7 ”注释 


图 8.6.7 


如 果 K 取 零 值 , 就 无 从 定义 挠 率 . 事实 上 , 考虑 参数 弧 
tm (be-l/40)， 如 果 t> 0， 
0 (0,0,0)， 
tm (t,0,el/t)， 如 果 t<0. 

除 t=0 外 都 是 双 正则 点 . 当 t > 0 时 , 像 集 完全 在 平面 zOy 上 , 当 t < 0 时 , 像 
集 完 全 在 zOz 平面 内 ; 对 于 所 有 t 关 0, 挠 率 是 零 . 但 是 对 于 t = 0, 即使 由 连续 性 把 
挠 率 延 拓 为 0, 曲线 还 会 是 病态 的 : 参见 8.6.12 和 8.6.15. 

8.6.8 ”初等 性 质 

8.6.8.1 挠 率 的 符号 

如 果 反 转 已 的 定向 , 则 了 改变 为 -T; 如 果 反 转 C 的 定向 , 则 T 亦 改变 为 -7T. 

8.6.8.2 如 果 5 是 一 个 位 移 , 则 Tem(@oC) = TnC. 

参数 弧 挠 率 的 计算 . 下 面 提供 一 个 利用 任意 参数 表示 计算 T 的 公式 , 而 不 限于 
弧 长 参数 表示 . 

8.6.9 定义 

设 (Ug) 是 3 维 定向 欧 几 里 得 空间 的 一 个 参数 弧 ,，C 是 对 应 的 几何 弧 . 称 数值 
ToC 为 参数 弧 在 g(s) (也 可 以 说 在 s) 的 挠 率 . 

8.6.10 为 了 计算 挠 率 , 首先 考虑 C 的 一 个 缴 长 参数 表示 ( fj). 沿用 前 面 的 记 
号 , 曲线 C 的 曲率 和 挠 率 简写 为 K 和 T, 我 们 有 弗 雷 内 公式 : 

f'(t) =7(t) 
8.6.10.1 f(t) =7() = KpwC v(t) = K(t) -v(t) 
f(t) = KV + KY = Kv KTA- K?r. 

由 此 得 到 混合 积 (f', ,1”) = 一 天 2 

再 考虑 任意 一 个 参数 表示 (J,g). 

设 9€ Dif(J; 了 ), 使 得 g=fo9, 则 


g =0f;9 =0f +0°7";g" = 0"f +200 "+ 3. 
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于 是 , 计算 混合 积 (gg”,g”) (参见 0.1.16) 
(g',g9",9") = 06(P ff) 一 一 K2T66 = — KT. 


由 于 9 Ag = 63 访 和 六 让 = Kw, 最 后 得 到 


(g,9",9") 
8.6.10.2 T=- 0 |. 
| 入 2 


8.6.11 例子 
8.6.11.1 圆柱 螺旋 线 
g :tm (acost,asint,kt). 我 们 有 (参见 8.4.14.4) 


a k 
-i 
8.6.11.2 ”如 果 弧 C 是 平面 像 集 , 8 是 固定 的 , 则 7 = 0. 
8.6.11.3 ”对 于 每 个 整数 n, 考虑 Rs 的 参数 弧 : 


1 t 1 1 Po 
Pi:to ( 一 也 + cosT 一 | 一 2 + 中 8 
SI -一 Sin -一 Sin 一 
n n n 


那么 存在 充分 大 的 nn 使 得 红 的 找 率 处 处 非 零 ， 
事实 上 ，P, 是 2nr 周期 的 , 并 且 tm t+ 2r 在 P, 上 诱导 一 个 ( 绕 Oy 轴 的 ) 
2n/n 旋转 : 于 是 只 需 研究 在 [0,27] 上 的 挠 率 . 


图 8.6.11.3 


容易 发 现 Jim, 已 , 是 函数 PP : t (cost,sint,t/27), 在 [0,2r] 上 这 个 收敛 是 一 
致 的 , P。 的 所 有 阶 的 导数 在 这 个 区 间 上 也 一 致 收 全 到 P 的 相应 导数 . 于 是 已, 的 
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挠 率 一 致 收敛 到 圆柱 螺旋 线 P : t (cost,sint,t/27) 的 挠 率 , 即 一 a (参见 
8.6.11.1), 故 对 于 充分 大 的 n, T < 0. 
可 以 把 囊 看 作 一 个 环形 螺 线 管 , 环形 有 大 的 半径 它 有 nn 匣 , 下 有 较 小 


sti 

的 半径 1, 当 n 一 co, 这 个 环形 螺 线 管 趋 于 圆柱 螺 线 管 . 

8.6.12 ” 挠 率 的 几何 含义 

8.6.12.1 由 于 8(t) 垂直 于 密切 平面 , 如 果 (1,f) 是 一 个 弧 长 参数 表示 , 则 在 
m = f(t), P' 显示 osculmC 随 曲线 坐标 的 改变 转动 多 少 ， 可 以 说 挠 率 测量 曲线 平 
面 性 的 缺失 . 特别 说 来 , 如 果 曲 线 是 平面 的 ， 密 切 平面 是 固定 的 , 故 8' = 0, 随 之 
T= 0. 反 之 , 如 果 处 处 了 = 0, 则 (根据 8.6.4) 8'(t) = 0, 于 是 6(b = r(b 和 v(t) 是 常 
向 量 : r(t) 垂直 于 固定 向 量 8(t) = B. 关系 1(t).B=7(t) .B=0 给 出 f()j.B= 常 
值 : 曲线 是 平面 的 . 

8.6.12.2 ”曲线 相对 于 弗 雷 内 标 架 的 局 部 位 置 

设 (7, 了 ) 是 C 的 一 个 弧 长 参数 表示 , 在 8.6.10.1 建立 的 公式 代 人 3 阶 泰勒 公式 ， 
其 形式 是 


f(t)— f(to) = (t—to)r+ 
其 中 (7,v, 8) 是 在 mo = f(to) 的 这 久 内 村 六， 按照 这 个 标 架 的 分 量 改写 成 


从 一 的 


to)2 
[Gh I 2 天 十 ~ 一 一 


(Kr+K'v— KTO)+o((t— to)’), 


10 -0) = (to) (1 AL + ol(t ~ to) )7 
+ (+r e+olt -to)) + 人 (~KT+olD)A. 


8.6.12.3 由 此 得 到 弧 在 此 标 架 的 三 个 坐标 平面 的 投影 的 样子 如 图 8.6.12.3: 


p 
T>0 


2 ~ 
~ < Bh T<0 
人 


图 8.6.12.3 


8.6.12.4 特别 看 到 , 如 果 全 关 0, 则 曲线 严格 穿 过 其 密切 平面 . 我 们 还 可 以 辨认 
挠 率 的 符号 . 比如 对 于 普通 圆柱 螺旋 线 , 它 是 负 的 (参见 8.6.11.1). 
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图 8.6.12.4 


8.6.13 ”基本 定理 

设 了 是 及 的 一 个 区 间 , ce CIU;RY),de C(I;R), 而 wv,w 是 3 维 欧 几 里 得 
向 量 空间 忆 的 三 个 点 . 则 存在 唯一 的 C3 类 的 (必然 是 双 正 则 的 ) 定向 几何 弧 C, 使 
得 共 卫 长 参数 表示 (7 站 清 足 7CO) = f1(0) = 声 和 | - w， 并 且 对 于 所 有 te 了 
有 

KjwC = c(t), Ty)C = dlt). 

唯一 性 将 从 下 面 的 证 明 得 到 , 不 过 有 一 个 美妙 而 初等 的 方法 可 以 证 明 唯一 性 , 我 

们 首先 加 以 陈述 ， 
设 (1, 了 ) 和 (7, 了) 是 两 个 满足 定理 条 件 的 弧 长 参数 表示 , 而 (7,v,8) 和 (7,v, 8) 

是 相应 的 弗 雷 内 标 架 . 我 们 来 计算 


a= (7|7) + (vz) + (BI6), 
这 是 一 个 属于 C1(1;RR) 的 函数 . 利用 公式 8.6.3,8.6.4 和 8.6.6 我 们 得 到 


a = (KmCzylr) + (TIKmCV) + (-KmCT — TnCBIL) + 
(vI— KmCr — TmCB) + (TmCv|B) + (BITm CvV). 


于 是 有 a(t) = 0, 从 而 


alt) = a(0) = 3. 


而 |(rlz)l < llrlNlzl, 并 且 如 果 + 和 z 不 共 线 , 不 等 式 是 严格 的 . 由 于 弗 雷 内 标 
架 中 的 向 量 是 单位 向 量 , 我 们 有 |(rlzj| < 1, 只 有 7 = +z, 等 式 才能 成 立 , 故 当 且 仅 
当 7 = 工时 等 式 成 立 . 对 于 (vlz) 和 (BI8) 是 同样 的 , 故 对 vt,a(b < 3. 于 是 a(t) = 3 
蕴涵 7(t) = z(t). 我 们 得 到 7=z 而 7= f(t)= 工 = 了 (6), 又 了 (0)=f(0), 故 =f. 


8.6 ” 欧 几 里 得 空间 (3 维 的 ) 双 正 则 曲线 的 挠 率 .307. 


定理 的 证 明 . 
在 到 里 , 考虑 微分 方程: 


FF’ =(X,Y',2)=(cY, -eX -dzZ,dY) 


其 中 F(t) = (X(t),Y(t),2()) 是 定义 在 T 上 在 E3 取 值 的 函数 ; 我 们 要 找 对 应 初始 
条 件 F(0) = (v,w,v 人 ww). 由 于 c 和 d 是 连续 的 , 而 且 这 里 遇 到 的 是 线性 方程 组 , 根 
据 定理 1.6.6, 它 在 整个 1 上 对 于 给 定 的 初始 条 件 有 唯一 解 . 我 们 将 指出 , 这 个 解 正 是 
满足 定理 结论 的 弧 长 参数 表示 的 弧 的 弗 雷 内 三 元 组 (7,v, 8). 

首先 , 对 所 有 的 t， (X,Y 2Z) 是 正 向 规范 正 交 的 . 

事实 上 , (X,Y,2Z) 是 前 面 微分 方程 的 解 , 考虑 由 


6 的 = (X,Y ,12 (XIY), (XI2), (Y12)) 定义 的 函数 0 : 工 一 Rs. 
0(t) = ((2cY|X),—2c(XIY) — 2d(2Z|Y), 2d(¥|2), 
clYI ~ elX —d(XI2), (YI2) + dXIY), -ec(X|2) — dl2 + alYl). 


于 是 6 的 6 个 坐标 函数 满足 一 个 连续 微分 方程 组 . 而 常 值 映射 mn(t) = (1,1,1,0,0,0) 


Vt EI. 这 证 明 标 架 是 规范 正 交 的 . 
邻 f(t) = 4+ [ xas, 则 f(t) = X(t), 并 且 IX(2)| =1. 


于 是 f(t) 是 一 个 弧 长 参数 表示 , 由 于 X' = cY, 而 c 跟 Y 是 C? 类 的 , 于 是 是 03 
类 的 . 随后 , 由 于 X(t) = 7(t)( 对 于 对 应 这 个 弧 长 参数 表示 的 曲线 C), 我 们 得 到 

T(t) = Xi(t) = c(t)Y(t)， 这 里 Y(t) 是 单位 向 量 , 故 c(t) = KywyC 是 这 个 弧 的 
曲率 . 由 于 c(t) > 0,C 是 处 处 双 正则 的 弧 , 于 是 Y 是 主 法 向 量 , Z = XY 是 次 法 
向 量 , 并 且 2 的 = db :和 (从 而 d(t) = Ty(wC. 

8.6.14 定理 8.6.13 本 质 上 说 的 是 存在 具有 给 定 的 作为 弧 长 的 函数 的 曲率 和 挠 
率 的 一 条 曲线 , 并 且 不 计 空间 的 一 个 位 移 , 这 样 的 曲线 是 唯一 的 . 

8.6.15 ”提请 注意 

双 正 则 性 是 一 个 本 质 的 假设 .否则 , 挠 率 必定 不 存在 , 即使 通过 连续 性 , 延 拓 挠 
率 , 还 是 可 以 发 现 有 同样 的 曲率 和 同样 的 挠 率 的 两 条 曲线 , 但 是 不 可 能 通过 位 移 把 一 
条 转换 成 另 一 条 . 例如 , 图 8.6.15 所 示 的 两 条 曲线 . 左面 的 曲线 是 例子 8.6.7 中 的 . 右 
面 的 曲线 的 参数 表示 是 


0 (00,0)， 


tm (t,e-!1/t,0)， 如 果 t> 0， 
tm (t,el/t,0)， 如 果 t< 0， 
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8.6.16 ”例子 

曲率 和 挠 率 辟 为 非 零 常 教 的 曲线 是 圆柱 螺旋 线 . 事实 上 , 只 需 应 用 定理 8.6.13 的 
唯一 性 , 并 且 注 意 到 一 条 圆柱 螺旋 线 具 有 给 定 的 常数 曲率 K 和 挠 率 T, 再 从 8.6.11.1 
的 公式 解 出 


K 了 
FIFTY 1 RTT 
8.6.17 ”敏锐 的 读者 会 洞察 到 对 于 n 维 空间 EE 的 弧 , 存在 (n 一 1) 个 不 变量 , 不 
计 位 移 , 用 以 刻画 弧 , 定理 8.5.7 对 于 n = 2 和 定理 8.6.13 对 于 n = 3 断言 的 正 是 这 
个 事实 . 事情 确实 如 此 . 参见 [21], 第 1 章 . 


8.7 习 题 
8.7.1 对 于 一 个 几何 弧 C,m e C, 定义 “在 C 上 m 趋 于 m”. 证 明 


lim -OB)= tgmC. 

8.7.2 ”没有 任何 双 正则 点 的 曲线 是 什么 样 的 ? 

8.7.3 设 (1, 7) 是 一 个 参数 弧 , 而 弧 在 te 工 是 双 正 则 的 . 

a) 如 果 是 3 维 欧 几 里 得 空间 , 在 平面 (E 的 2 维 向 量子 空间 ) 集合 已 上 配备 
由 实 投影 拓扑 转换 的 拓扑 , 而 这 个 转换 来 自 令 平 面 对 应 与 之 垂直 的 直线 的 映射 . 证 
明 当 s 趋 于 + 上 时, 由 1(t) 和 f(s) -f(t) 生成 的 平面 趋 于 (7, f) 在 t 的 密切 平面 ( 首 
先 要 证 明 对 于 充分 接近 t 的 s, 这 两 个 向 量 是 线性 无 关 的 ). 

b) 如 果 已 是 任意 维 的 , 对 于 已 的 2 维 向 量子 空间 的 集合 配备 如 习题 2.8.8 中 
在 它 上 面 安排 的 流 形 结构 拓扑 , 证 明 与 a) 同样 的 结果 . 

8.7.4 密切 贺 

a) 设 m 是 几何 弧 C 的 一 个 双 正则 点 . 证 明 当 在 C 上 nn 趋 于 m 时 (参见 8.7.1)， 
过 m 点 且 在 nn 与 C 相 切 的 圆周 趋 于 C 在 m 的 密切 圆周 (如 果 可 能 的 话 , 可 以 在 
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平面 圆周 的 集合 上 安排 拓扑 , 不 然 可 以 简单 地 求 当 n 趋 于 m 时 , 所 考虑 圆周 的 中 心 
的 极限 ). 

b) 证 明 : 还 可 以 作 过 曲线 C 的 三 个 点 的 圆周 , 当 它们 趋 于 C 的 一 个 点 时 的 极 
限 而 得 到 密切 圆周 . 

0) 假定 对 于 一 个 弧 长 参数 表示 , 曲率 函数 在 m 有 严格 正 的 导数 . 证 明 参数 大 于 
(小 于 ) m 的 参数 的 点 严格 位 于 在 m 的 密切 圆周 内 部 (外 部 ). 

d) 证 明 密切 圆周 在 反 演 下 保持 (如 果 有 必要 , 参见 [40] 的 10.8 节 ). 

8.7.5 ”让 我 们 处 于 一 个 欧 几 里 得 定向 平面 里 . 

设 了 是 一 个 C? 类 的 定向 几何 弧 C 的 一 个 弧 长 参数 表示 . 

a) 在 什么 条 件 下 可 以 找到 数量 函数 a 使 得 9 = f + az 定义 一 个 几何 弧 D, 而 
DD 在 glt) 的 切线 是 C 在 f(t) 的 法 线 ? 证 明 D 既 不 依赖 C 的 定向 , 也 不 依赖 的 
定向 . 曲线 D 称 为 C 的 渐 慑 线 . 

b) 反之 , 给 定 一 条 曲线 D, 确定 以 D 为 渐 届 线 的 曲线 . 研究 D 是 一 个 圆周 和 
对 数 螺 线 的 情形 . 

0) 设 C' 是 没有 任何 顶点 的 曲线 C 的 子 弧 . C' 的 两 个 密切 圆周 的 相对 位 置 如 
何 ?( 关 于 顶点 的 定义 , 参见 9.7.1). 

8.7.6 假设 KmC 不 是 零 , 叙述 并 且 证 明 与 定理 8.5.7 类 似 的 关于 KmC 的 
结果 . 
8.7.7 沿用 定理 8.5.7 的 记号 , 求 满足 下 列 条 件 的 曲线 : 

a) cz2(s) 十 s2 = 1; 

b) cls) = 1; 

cj) c(s) = ks. 

8.7.8 设 (1,f) 和 (J,g) 分 别 是 几何 弧 C 和 D 的 弧 长 参数 表示 . 假定 对 于 
的 所 有 t, kj(wyC < kas)D. 证 明 对 于 了 的 所 有 充分 靠近 的 t 和 蕊 有 


d (f(t), (8)) < d (g(t), g(t)). 


8.7.9 对 于 R3 的 一 个 弧 , 给 出 密切 球面 的 概念 并 确定 该 球面 . 
8.7.10 ”螺旋 线 

设 C 是 Rs 的 一 个 双 正 则 的 定向 弧 . 证 明 以 下 四 个 性 质 等 价 : 
一 一 切线 跟 一 个 固定 方向 构成 常 值 的 角 ; 

一 一 主 法 线 平行 于 一 个 固定 平面 ; 

一 一 次 法 线 跟 一 个 固定 方向 构成 常 值 的 角 ; 


一 一 元 是 常数 
证 明 在 这 些 条 件 下 , C 有 -个 形式 为 


to f(t) +(t— to)a 
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的 参数 表示 , 其 中 f 是 一 条 平面 曲线 的 弧 长 参数 表示 , 而 a 是 一 个 垂直 于 此 曲线 所 
在 平面 的 向 量 . 

称 C 为 一 条 螺旋 线 . 

8.7.11 我 们 称 Ra 的 两 个 C~ 类 的 p 维 子 流 形 M 和 NN 在 > 有 至 少 k 阶 接 触 ， 
如 果 M 入 的 参数 表示 分 别 是 (U, f) 和 (U,g), 它们 使 得 0e U, 对 于 0<ngk 
有 "(0) = gt™(0). 我 们 称 M 和 N 有 大 阶 接触 , 如 果 它 们 有 至 少 阶 的 接触 , 但 
是 没有 至 少 上 +1 阶 的 接触. 我 们 称 p 维 子 流 形 M 和 g(p < 9) 维 子 流 形 N 在 x 有 
阶 的 接触 , 如 果 存 在 N 的 p 维 子 流 形 N', 它 与 M 在 zx 有 上 大 阶 的 接触 . 验证 这 些 
性 质 不 依赖 参数 表示 的 选取 . 

a) 证 明 这 些 概念 在 微分 同 胚 下 是 不 变 的 ; 定义 两 个 几何 弧 以 及 几何 弧 和 一 个 子 
流 形 的 接触 的 阶 . 

b) 证 明 一 条 平面 曲线 和 它 的 在 一 个 双 正 则 点 的 密切 圆周 的 接触 至 少 是 3 阶 的 ， 
并 且 当 且 仅 当 心 在 此 点 为 零 时 , 接触 至 少 是 4 阶 的 . 证 明 R3 的 一 条 曲线 和 它 的 在 
一 个 双 正 则 点 的 密切 平面 的 接触 至 少 是 3 阶 的 , 当 且 仅 当 7 在 此 点 为 零 时 , 接触 至 
少 是 4 阶 的 . 

¢) 在 R3 里 , 设 C 是 一 条 平面 曲线 , 而 s 是 一 个 反 演 , 其 极点 不 在 C 上 . 证 明 
如 果 m 是 C 的 一 个 点 , 在 该 点 必 为 零 , 则 s(C) 在 s(m) 的 挠 率 是 零 . 用 直接 的 计 
算 重 新 证 明 这 个 结果 . (可 以 利用 有 限 展开 ) 


8.7.12 证明 条 件 
1\? TAN 
"(+ (入 }) 
对 于 R3 的 曲率 为 Kk 和 挠 率 为 T 的 曲线 描绘 在 半径 为 > 的 一 个 球面 上 是 必要 的 . 
(其 中 的 “'” 是 对 于 弧 长 求 导数 ). 这 里 假定 K 和 了 都 非 零 . 逆 命 题 是 精细 的 , 参见 
[120]. 
8.7.13 门 格 曲率 


(参见 10.3.4) 


Vry + yz + zr)(TYy + yz — zr)(TYy — yz + zr)(—Ty + yz + zr) 
TU Y2-2T ” 

证 明 当 y,z 趋 于 了 的 点 z 时 ，K(z,y,z) 以 了 在 z 的 曲率 为 极限 ; 这 里 (举例 说 ) zy 
表示 两 个 点 > 和 vy 的 欧 几 里 得 距离 . 给 出 C1 类 曲线 的 例子 , 对 于 它 , K(z,y,z) ( 当 
yz 趋 于 zx 时 ) 没有 极限 或 者 变 为 无 穷 . 

8.7.14 ”描绘 极 坐标 方程 (参见 8.4.14.2) p(t) = 一 log(1 - sin 表示 的 曲线 . 在 
曲线 自 接触 的 点 , 瓶 状 部 分 和 钻石 状 部 分 的 曲率 半径 是 否 相等 ? 

8.7.15 求 下 列 方程 表示 的 曲线 在 原点 的 曲率 半径 : 


Ty +r +r+199y = 0. 


K(z,y,z)= 


8.7 习 题 + 311， 


8.7.16 ”对 数 螺 线 

切线 跟 联 结 动 点 与 一 个 定点 的 直线 成 常 值 角度 的 平面 曲线 是 什么 曲线 ? 用 极 坐 
标 写 出 它们 的 方程 , 并 且 称 它们 为 对 数 螺 线 (参见 [40], 9.6.9). 曲率 半径 正比 于 弧 长 
的 平面 曲线 是 什么 曲线 ? 一 条 对 数 螺 线 可 以 是 它 本 身 的 法 线 的 包 络 吗 ? 

8.7.17 圆 内 旋 轮 线 和 圆 外 旋 轮 线 

8.7.17.1 定义 

我 们 称 欧 几 里 得 平面 的 一 个 这 样 的 子 集 C 为 圆 内 旋 轮 线 或 圆 外 旋 轮 线 , 存在 两 
个 圆周 和 书 , 它们 的 半径 的 比值 是 一 个 有 理 数 , C 是 己 的 一 个 给 定 的 点 当 三 在 
六 上 无 滑动 地 滚动 时 所 经 过 的 点 的 集合 ; 如 果 rT 保持 在 内 部 , 得 到 贺 内 旋 轮 线 ， 
如 果 I 保持 在 乙 外 部 , 得 到 圆 外 旋 轮 线 . 按照 半径 的 有 理 数 比 值 研究 C 的 形状 ; C 
的 尖 点 的 数目 是 多 少 ? 


图 8.7.17.1 


8.7.17.2 ”等 价 定义 

设 忆 是 R2 = C 的 单位 圆周 , > 是 一 个 非 零 有 理 数 ; 证 明 当 6 遍历 R 时 联结 点 
eio, etr 的 直线 D(9) 的 包 络 是 一 个 圆 内 旋 轮 线 或 圆 外 旋 轮 线 . 按照 > 讨论 它 的 性 质 
( 圆 内 旋 轮 线 ? 圆 外 旋 轮 线 ? 尖 点 的 数目 是 多 少 ? 等 等 ), 我 们 这 样 得 到 了 所 有 圆 内 旋 
轮 线 和 圆 外 旋 轮 线 吗 ? 
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图 8.7.17.2 


8.7.17.3 例子 

a) 当 TT 的 半径 是 的 半径 的 一 半 时 , 而 7' 在 厂 内 部 滚动 时 得 到 什么 曲线 ? 
(Lahire 齿轮 传动 系统 .) 

b) 证 明 如 果 7 跟 三 半径 相同 , 而 7 在 外 部 滚动 , 就 得 到 一 条 帕斯卡 蜗 线 , 通 
称心 脏 线 . 设 a 和 DD 是 平面 上 的 一 个 点 和 一 条 直线 , a #¢ D. 证明: 当 m 跑 遍 D 时 ， 
由 条 件 me 9 和 万 6 = 3mo' 万 确定 的 直线 9 包 络 出 一 个 心脏 线 . 


图 8.7.17.3.1 


c) 证 明 平 面 上 的 球面 镜 的 焦 散 线 ( 即 平行 于 轴 的 光线 的 反射 线 的 包 络 ) 是 有 两 
个 尖 点 的 圆 外 旋 轮 线 的 一 段 ( 称 为 肾脏 线 ) 

d) 证 明 垂直 轴 的 球面 螺旋 线 ( 即 在 球面 上 描画 的 曲线 , 其 切线 跟 轴 的 夹 角 a 是 
常 值 ) 的 水 平 投影 对 于 适当 的 a 是 圆 外 旋 轮 线 . 

e) 证 明 端 点 描绘 出 两 条 正 交 直线 的 定 长 线段 的 包 络 是 有 四 个 尖 点 的 圆 内 旋 轮 线 
( 称 为 星 形 线 ) 
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图 8.7.17.3.2 


图 8.7.17.3.3 图 8.7.17.3.4 


8.7.17.4 人 性质 
证 明 一 个 圆 内 旋 轮 线 或 圆 外 旋 轮 线 的 渐 届 线 ( 即 法 线 的 包 络 ) 跟 原 曲线 是 相似 
的 . 证 明 弧 长 s (从 一 个 适当 的 起 点 算 起 ) 和 圆 内 旋 轮 线 或 圆 外 旋 轮 线 的 曲率 K 满 


足 形式 为 


as2 +bK-2 一 c (a,b,c 是 常数 ) 


的 关系 (内 荀 方程 , 参见 8.5.7). 反之 , 满足 这 个 关系 的 曲线 是 什么 曲线 ? 计算 圆 内 旋 
轮 线 和 圆 外 旋 轮 线 的 总 长 度 . 


8.7.1 
参见 [135 


7.5 对 于 涉及 圆 内 旋 轮 线 和 圆 外 旋 轮 线 的 更 多 的 知识 , 参见 [134], 还 可 以 
, 对 于 平面 曲线 以 及 它们 同 力学 , 光学 , 电学 的 关系 , 这 是 十 分 车 人 喜欢 的 


文献 ; 尤其 


是 其 第 XXI 章 讨论 了 圆 外 旋 轮 线 和 齿轮 传动 机 构 的 关系 . 最 后 参见 [136]， 


413 至 43: 


5 页 对 于 旋 轮 线 的 解析 阐述 , 尤其 是 433 至 435 页 上 对 于 汪 克 尔 (Wankel) 


314 第 八 章 ”曲线 的 局 部 理论 


发 动机 机 单 形状 的 确定 . 

8.7.18” 双 纽 线 

a) 证 明 平 面 上 到 其 上 两 个 定点 距离 之 乘积 是 常 值 的 点 的 轨迹 的 极 坐 标 方程 是 
2 = 2a? cos2t, 这 里 极点 在 线段 mn 的 中 点 , m 和 n 之 间 的 距离 是 2a. 这 个 曲线 称 
为 伯 努 利 双 纽 线 . 

b) 证 明 在 图 8.7.18 上 标明 的 角 的 性 质 和 曲率 中 心 的 性 质 . 研究 逆 命题 . 


8.7.19 椭圆 的 曲率 半径 
2 2 
椭圆 瑟 + 和 -1 = 0 在 点 m 的 法 线 跟 = 轴 交 于 一 点 n. 用 4 表示 m 和 n 之 
间 的 距离 , 而 R 表示 椭圆 在 m 的 曲率 , 证 明 关系 


2 
a 
R= 


在 10.6.6.6.2 和 11.18 可 以 发 现 这 个 关系 的 一 个 应 用 . 

8.7.20 ”县 链 线 的 曲率 中 心 

悬 链 线 是 固定 在 两 个 点 的 受 重力 作用 的 柔软 线 平衡 时 的 曲线 . 不 计 沿 z 轴 的 平 
移 , 其 方程 是 y= a ch 证 明 其 曲率 中 心 有 如 图 8.7.20 所 标明 的 性 质 , 并 且 证 明 其 
逆 命 题 . 在 10.6.6.6.3 可 以 发 现 一 个 应 用 . 

8.7.21 平面 曲线 的 曲率 的 欧 拉 方 程 

想法 是 把 曲线 定义 作 方 程 为 


D(t) :cost:r+sint.y= h(t) 


的 有 2 的 直线 的 包 络 , 其 中 上 跑 遍 及 ( 模 27),h(t) 是 一 个 数值 函数 . 将 总 是 假定 h > 0. 
证 明 包 络 在 与 直线 D(t) 相 切 的 点 的 曲率 等 于 h(t) + 7"(). 


y DO 


图 8.7.20 图 8.7.21 


8.7.22 舒 尔 比较 定理 

设 C 是 代数 曲率 的 符号 固定 的 平面 曲线 ，D 是 Rs 的 一 条 曲线 . 假定 C 和 
都 用 定义 在 同一 区 间 [0, s] 上 的 弧 长 参数 表示 . Kc 和 KD 分 别 是 C 和 DD 的 曲率 (不 
是 代数 的 ), 假定 它们 满足 对 于 所 有 的 上 二 有 Kc(t) > Kp(t), 证 明 如 果 s 充分 小 , 则 


自 C(0) 到 C(s) 的 距离 < D(0) 到 D(s) 的 距离 . 


此 外 , 如 果 等 式 成 立 , 则 D 也 是 平面 曲线 , 并 且 从 C 通过 一 个 平面 间 的 同 构 得 
到 (不 要 跟 9.9.7a) 的 曲率 的 不 等 式 混淆 ). 解释 这 个 结果 的 物理 意义 . 

由 上 推出 , 在 所 有 曲率 < 1/R 的 闲 曲 线 中 , 长 度 最 小 的 是 半径 为 R 的 圆周 

8.7.23 ” 贝 特 朗 曲线 

考虑 两 条 不 同 的 空间 曲线 C 和 D, 对 于 参数 的 所 有 值 , 它们 有 (作为 空间 的 直 
线 的 ) 同一 条 主 法 线 . 


图 8.7.23 


如 果 存 在 这 样 的 D, 我 们 说 C 是 一 条 贝 特 朗 曲线 . 证 明 当 且 仅 当 C 的 曲率 K 
和 挠 率 了 满足 线性 关系 


aK +bT =1 (ob 是 常数 )， 
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C 是 贝 特 朗 曲线 . 

证 明 如 果 C 有 两 条 不 同 的 这 样 的 曲线 D; 和 D2, 则 有 无 穷 条 这 样 的 曲线 , 并 且 
事实 上 , 它 是 圆柱 螺旋 线 . 

证 明 四 个 点 m,n,p,g 的 交 比 (参见 [40], 第 6 章 ) 是 常数 : 这 里 m 和 是 C 和 
也 的 对 应 点 , 而 p 和 g 是 对 应 的 曲率 中 心 . 
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本 章 的 对 象 是 圆周 在 一 个 平面 内 的 浸入 像 , 称 为 闭 曲线 ; 以 及 圆周 在 一 个 平面 内 
的 嵌入 像 , 称 为 简单 闭 曲线 (事实 上 , 涉及 的 是 这 些 客体 的 等 价 类 ). 

对 于 平面 的 简单 闭 曲线 , 我 们 证 明 若 尔 当 定理 , 它 断 言 这 个 曲线 的 补 集 有 两 个 
连通 分 支 , 其 中 的 一 个 是 紧 致 的 , 称 为 曲线 的 内 部 (9.2.1). 接着 是 等 周 不 等 式 , 它 联 
系 这 个 曲线 的 长 度 和 它 的 内 部 的 面积 (9.3.1). 最 后 是 四 顶点 定理 (9.7.4) 和 一 个 整体 
凸 性 的 性 质 (9.6.2). 

对 于 任意 平面 闭 曲线 , 引入 一 个 回转 数 (9.4 节 ), 它 说 的 是 当 跑 遍 曲线 一 次 时 ， 
切 向 最 转动 多 少 ， 惠 特 尼 - 格 劳 斯 坦 定理 断定 如 果 两 条 曲线 有 同样 的 回转 数 ， 则 
它们 必然 是 同 伦 的 (9.4.8). 切线 回转 定理 说 的 是 对 于 一 条 简单 曲线 , 这 个 回转 数 是 
士 1(9.5.1)， 最 后 对 平面 闭 曲线 给 出 一 个 联系 拐点 数 、 重 点 数 、 重 切线 数 的 计数 公式 
(9.8.1). 


9.1 定义 

9.2 若 尔 当 定理 

9.3 等 周 不 等 式 

9.4 平面 曲线 的 回转 数 

9.5 切线 回转 定理 

9.6 整体 凸 性 

9.7 四 顶点 定理 

9.8 法 布 里 修 斯 - 布 耶 尔 - 险 泊 恩 公式 
9.9 习题 
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仅 在 必要 时 , 我 们 才 明确 C? 类 曲线 中 的 p > 1. 有 些 结果 可 以 对 于 Co 类 曲线 
建立 , 但 证 明 可 能 不 那么 简单 


9.1 定 义 


9.1.1 定义 

我 们 称 有 限 维 向 量 空间 忆 的 连通 和 紧 致 的 (对 应 的 ， 定向 的 ) 1 维 子 流 形 为 (对 
应 的 , 定向 ) 简单 闭 曲 线 . 

我 们 已 经 知道 (参见 3.4.1) 这 样 的 曲线 C 微分 同 胚 于 51. 于 是 可 以 考虑 等 价 的 
说 法 : 

9.1.2 书 的 一 条 简单 闭 曲 线 是 从 S1 到 巨 内 的 谱 入 (S1,f) 对 于 等 价 关系 ~ 
的 一 个 等 价 类 , ~ 的 定义 是 : 当 且 仅 当 g-1o 了 属于 Dif(S1),(S1;f) ~ (51;9)， 

在 第 八 章 进行 的 研究 (8.1.9 的 第 二 个 情形 ) 让 我 们 给 出 第 三 个 等 价 定义 : 

9.1.3 已 的 一 条 简单 闭 曲线 是 妃 的 一 个 这 样 的 几何 弧 C, 存在 一 个 参数 表示 
(Ru 站 EC,j 是 六 周期 函数 (L>0), 而 在 [0,L) 上 是 单 射 

这 引导 我 们 提出 下 列 更 一 般 的 定义 : 

9.1.4 ”定义 

已 的 一 条 CP 类 闭 曲线 是 从 S1 到 已 内 的 CP 类 的 浸入 的 对 于 等 价 关系 ~ 的 等 
价 类 , ~ 的 定义 是 : 当 且 仅 当 存在 Diff?(51) 内 的 9 使 得 f= gog, 则 (S11; f) ~ (3S1539). 

9.1.5 ”定义 

已 的 一 条 定向 闭 曲线 是 从 5S! 到 巨 内 的 CP 类 的 浸入 的 对 于 等 价 关系 ~ 的 等 
价 类 , ~ 的 定义 是 : 当 且 仅 当 存在 5S1 的 保持 定向 的 微分 同 胚 9 使 得 f=go9, 则 
(S51; f) ~ (S51; 9). 

9.1.6 ”注释 

只 需 重复 在 8.1.9 (在 Y 微分 同 胚 于 51 的 情形 ) 中 的 证 明 就 可 以 验证 下 列 定义 
的 等 价 性 : 

9.1.7 已 的 一 条 闭 曲 线 是 巨 的 一 个 这 样 的 几何 线 C, 存在 (R,J) e C, 了 是 矿 
周期 的 (L > 0). 

显然 , 一 条 简单 闭 曲 线 典范 地 确定 一 条 闭 曲线 . 

9.1.8 例子 

9.1.8.1 必须 明白 像 集 f(R) = V 不 仅仅 确定 唯一 的 闭 曲线 : 可 以 多 次 描绘 它 . 
此 外 , 在 9.1.7 中 的 工 不 必 是 最 小 周期 . 

例如 , 映射 声 :tm (cosnnrt,sinnrt) (ne Z*) 确定 映射 f, : 51 一 R2, 这 是 
闭 曲 线 , 当 n 取 遍 Z* 时 , 它们 互 不 相同 , 但 是 它们 有 同样 的 像 集 户 (S1) = SLC R2， 
这 是 圆周 51, 但 是 环绕 了 mn 图 . 参见 9.4.5.1. 

9.1.8.2 图 8.1.5 中 的 图 形 表示 同样 的 像 集 , 但 环绕 的 方式 不 同 . 

9.1.8.3 由 (cost,sint) ， (cost,sin2t) 定义 的 f : S1 -> R2. 
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图 9.1.8.3 


9.1.8.4 设 刀 是 (对 应 的 , 定向 ) 欧 几 里 得 平面 B 的 紧 致 区 域 . 则 D 的 边界 8D 
由 有 限 数 目的 (对 应 的 , 定向 ) 简单 闭 曲 线 组 成 : 应 用 3.4.1, 5.3.35 和 5.3.36. 
注意 即使 D 是 连通 的 , 9D 也 可 能 由 多 条 曲线 组 成 . (对 于 图 9.1.8.4, 是 3 条 ). 


图 9.1.8.4 


其 边界 连通 的 连通 区 域 D 的 特征 由 保 形 表示 的 基本 定理 所 解决 (比如 参见 [22]， 
188 页 ): 这 正 是 单 连通 的 D. 

用 跟 8.1.7 和 8.1.8 类 似 的 方式 引进 下 列 定义 : 

9.1.9 ”定义 

已 的 闭 曲线 C 的 一 个 点 是 三 元 组 (S1, f,m) 对 于 等 价 关系 ~ 的 一 个 等 价 类 ， 
~ 的 定义 是 : (S1 fm) ~ (51,g,n), 如 果 (S1,f) ~ (51,9)， 其 中 了 = gogb, 并 且 
n= 二 0(m). 对 应 的 巨 的 点 z= f(m) = g(n) 称 为 C 的 所 考虑 的 点 的 像 , 并 且 记 作 加 
C 的 一 个 点 的 重 数 是 对 于 (S1, f) e C, 所 有 子 集 1-!1(f(m)) 的 公共 基数 . 

在 例子 9.1.8.1, 51 的 任意 一 个 点 的 重 数 是 jn|; 这 特别 地 表明 所 考虑 的 曲线 当 m 
取 遍 N* 时 是 各 不 相同 的 . 

现在 打算 推广 在 7.3.7 和 7.6.8 引入 的 指标 概念 . 设 C 是 定向 欧 几 里 得 平面 的 
一 条 定向 闭 曲线 ; S(E) 是 EE 的 单位 圆周 , 作为 单位 圆 的 边界 为 其 典范 定向 (7.5 节 

sj—m 


的 开头 ). 给 定 me E, 由 f :5s 定义 映射 如 : 51 -5( 刀 ). 这 个 映射 
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的 映射 度 只 依赖 C, 这 是 因为 如 果 (5S:,f) ~ (51,9), 而 f= go9,9€ Dif(S1) 保持 定 
向 , 则 fm = gm o9, 于 是 根据 7.3.4 和 7.3.6.2 得 到 deg fm = deg gm o deg 0 = deg gm. 
由 此 得 

9.1.10 定义 

上 上面 定义 的 映射 度 称 为 点 m 对 于 C 的 指标 , 记 作 indicemC. 

9.1.11 indicemC 不 依赖 所 选择 的 欧 几 里 得 结构 : 习题 9.9.1. 

9.1.12 命题 

映射 m mindicemC 在 C 对 于 已 的 补 集 已 - C 的 每 个 连通 分 支 上 取 常 值 . 

事实 上 , 设 m 和 是 忆 -C 的 同一 个 连通 分 支 里 的 两 个 点 , (5S1, JP) e C, 考虑 
从 51 到 已 内 的 映射 

. f(s)—m f(s)—n 
Im sm 9) = TFG) =af 

根据 7.6.5, 如 果 它 们 是 同 伦 的 , 它们 将 有 同样 的 映射 度 . 因为 m,n 在 互 - C 的 同一 
个 连通 分 支 里 , 根据 2.2.13, 存在 连续 的 7 : [0, 1] 一 EE, 使 得 y(0) = m,Y(1) = mw, 并 
且 Y((0H) c 互 -C. 那么 由 


和 所 :sm 


_ _f(s)—7(t) 
Fl) = Te) = 


定义 的 映射 [0, 1] x 51 一 S(5) 是 所 希望 的 同 伦 、 


图 9.1.12 


9.1.13 命题 

设 C 是 欧 几 里 得 空间 已 的 闭 曲 线 . 则 存在 C 的 周期 弧 长 参数 表示 ， 它们 的 公 
共 周 期 称 为 闭 曲 线 C 的 长 度 , 记 作 Long(C). 

事实 上 , 利用 8.3.2 和 8.1.9 即 得 结论 . 


9.2 ”项 尔 当 定 理 ‘321. 


9.1.14 例子 

本 章 9.1.8.1 的 曲线 所 的 长 度 是 2|n|. 

9.1.15 ”注释 

可 以 更 广泛 地 “在 C 上 积分 ". 如 果 (R, f) 是 一 个 周期 为 工 的 弧 长 参数 表示 ， 
对 于 定义 在 C 上 取 值 在 R 的 函数 9 对 应 一 个 定义 在 [0, ZL] 上 的 函数 5, 使 得 如 果 


m= f(t) eC, 则 3(t) =g(m). 于 是 可 以 考虑 [ aoas 这 是 C 的 某 种 类 型 的 测度 . 


9.2 车 尔 当 定理 


9.2.1 ”定理 
设 C 是 2 维 仿 射 空间 羽 的 C? 类 简单 闭 曲 线 . 则 已 - C 恰 有 两 个 连通 分 支 , 记 
作 Cint 和 Cext ,使 得 Cat 和 Cex 是 轧 的 带 边区 域 , 它们 的 公共 边界 是 


OCim = Co = C. 


以 下 两 个 准则 之 一 刻画 Cint 和 Cext: 

(i) Cs 是 紧 致 的 , Coxt 则 否 ; 

(ii) Yz € Cint : indicezC = 士 1; Vz € Cext: indicezC = 0. 

9.2.2 定义 

Cint 称 为 C 的 内 部 , Cox 称 为 C 的 外 部 . 

9.2.3 ”注释 

9.2.3.1 这 个 定理 对 于 C? 类 曲线 是 成 立 的 , 参见 [8], ap.4.2. 

9.2.3.2 像 下 面 图 9.2.3 右 侧 的 图 表明 的 , 若 尔 当 定 理 对 于 复杂 的 曲线 直观 地 看 
并 不 是 显而易见 的 . 


图 9.2.3 


请 问 点 = 在 Cint 里 呢 , 还 是 在 Ce 里 呢 ? 
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9.2.3.3 我 们 会 问 如 此 得 到 的 巨 的 区 域 是 什么 区 域 ? 回答 是 : 这 是 单 连通 区 域 . 
参见 9.1.8.4. 


9.2.4 证 明 

为 了 证 明 , 我 们 给 C 和 EE 定向 , 并 且 在 EB 上 配备 欧 几 里 得 结构 . 

9.2.5 引 理 

设 m 是 一 条 简单 闭 曲线 C 的 一 个 点 ,而 入 和 ww 是 C 在 m 的 法 线 上 的 两 个 点 ， 
位 于 m 的 两 侧 , 充分 接近 于 m, 且 异 于 和 mn. 则 |indice .CindicevC| = 1. 更 明确 地 说 ， 
按照 C 的 定向 , 如 果 4 在 m 的 左 侧 , 而 v 在 m 的 右 侧 , 则 indicevC-indiceuC = 1. 

第 一 步 . 根据 定理 2.1.2(iv), 在 m 的 周围 放置 一 个 矩形 , 使 得 在 此 矩形 内 C 是 一 
个 图 像 , 可 以 让 wu 和 v 在 此 矩形 内 (因为 u 和 “充分 接近 于 m”), 这 两 个 点 不 在 C 
的 像 集 上 . 通过 在 下 面 图 9.2.5.1 中 看 到 的 同 伦 映射 把 C 变换 为 刀 , 这 里 D 是 右 侧 
的 图 定义 的 曲线 . 把 D 看 作 参数 弧 , 仅仅 是 C? 类 的 . 对 于 这 类 曲线 的 指标 indiceD 
沿用 9.19 后 半 部 分 的 定义 . 根据 7.6.5, 将 有 


indicevC = indice.D, indicevC = indice,D. 


同样 当 wu 和 w 在 矩形 内 的 法 线 上 的 部 分 变动 时 , indice wD 和 indicevD 保持 不 变 . 


I tA 
EE 


图 9.2.5.1 


第 二 步 . 设 a 和。 在 过 点 m 的 直线 在 D 内 的 部 分 上 固定 . u 和 vw 跟 m 的 距离 
为 e. 


图 9.2.5.2 
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如 果 pe DD 一 [a, 可 , 则 以 一 致 的 方式 
lim(Z(W, )) =0 


(因为 p 到 u( 和 vw) 的 距离 保持 大 于 inf{am, bm} 并 且 wv 趋 于 0). 设 是 DD 的 一 个 
参数 表示 , 其 周期 L > 1, 使 得 h(0) =a 和 h(1) = 也 考虑 从 [0, 刀 到 S(E) 的 映射 
h(t) —u AO) 

Natt) — ll a(t) — ol 
这 两 个 映射 的 映射 度 分 别 是 wu 和 v 对 于 DD 的 指标 . 

设 和 5 分 别 是 f 和 9g 在 R 内 的 提升 (应 用 8.5.5.1 和 8.5.5.2), 我 们 知道 
f(t + 工 ) - f(t) = 2kr( 对 于 所 有 t) 中 的 整数 下 是 f 的 映射 度 (参见 7.6.4), 对 于 
5 有 同样 的 结果 . 取 s 充分 小 , 使 得 对 于 所 有 pe DD - [中 ,<( 殉 , 殉 ) < 由 这 里 
7 < 7. 那么 , 如 果 能 够 选择 F 和 5 使 得 |7(1) - 5(1)| < m 对 于 所 有 te [1, 工 将 有 
IFD -5D| < 了 特别 有 |FZ) 一 区 D)| < 人 这 都 是 因为 了 和 5: R 一 S(B) 在 RR 的 
长 度 为 工 的 区 间 上 是 单 射 . 


Ji 和 g:t 


图 9.2.5.3 


在 S(E) 上 取 固 定 方向 吧 作为 角 的 起 始 边 ; 对 于 充分 小 的 s, 可 以 取 0) 接近 
一 x, 5(0) 接近 r. 于 是 提升 了 和 5 由 [0,.1] 上 的 图 形 确 定 , 特别 地 有 f(1) 和 5(1) 接 
近 于 0, 于 是 |(1) - 5(1)| < 7. 根据 前 面 所 说 的 , |7(Z) -5D)| < 7 


-x 0 R 
0) J() &0) (0) BD J 
图 9.2.5.4 
量 


2r(indicevC — indice ,C) 
= (FD) ~ F(0)) ~ (5(D) = (0)) = (F(Z) = 5(5)) = (FC0) ~ 5(0)) 
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对 于 充分 小 的 < 接近 于 F(0) - 5(0), 后 者 接近 于 2r. 由 于 2r(indicevC - indicevC) 
是 27 的 整数 倍 , 故 严格 地 


indice uC — indice uC = 1, 


这 就 证 明了 引 理 . 

车 尔 当 定 理 的 证 阴 

应 用 定理 2.7.12; 可 以 选择 。 > 0, 使 得 沿用 2.7 节 的 记号 , 映射 can : NC 一 
TUBsC 是 一 个 嵌入. 而 NC 一 Cx {0} 有 两 个 连通 分 支 且 仅 仅 两 个 : 事实 上 , Vz e C， 
法 空间 NzC 是 典范 地 定向 的 (参见 6.7.22); 而 NsC 是 1 维 且 定向 的 , 这 就 是 说 
NzC 一 {0} 有 一 个 典范 连通 分 支 , 于 是 NeC - C x {0} 有 一 个 典范 连通 分 支 , 随 
之 NC - C x {0} 有 两 个 连通 分 支 , 分 别 记 作 S， 和 Ss。， 因 为 can 是 一 个 微分 
同 胚 , C x {0} 对 应 到 C, 由 此 推出 TUBsC - C 正好 有 两 个 连通 分 支 : can (51) = 
Ti, can ($2) = T2. 

把 已 -~ C 分 解 为 连通 分 支 


E-C= OU…UpeU… 


五 和 宛 是 已 -C 的 连通 分 支 , 即 我 们 有 (如 果 必 要 , 变更 指标 ), 或 者 五 Cc PQ 和 
Tz C f22, 或 者 TLUTs c .而 后 一 种 情形 根据 引 理 9.2.5 是 要 除外 的 , 这 是 因为 在 
(一 C 的 连通 分 支 , 引 理 9.1.12) Ti 上 和 7T。 上 指标 是 常数 , 因为 这 不 是 同一 个 常数 ， 
了 和 7T2 不 可 能 在 一 C 的 同一 个 连通 分 支 里 . 于 是 一 C 至 少 有 两 个 连通 分 支 
2 和 ,并 且 人 五 c 2 和 有 丈 c 2. 


图 9.2.5.5 


仅仅 有 两 个 连通 分 支 . 事实 上 , 设 Q 是 已- C 的 一 个 连通 分 支 . 由 于 C 是 闭 集 ， 
而 人 是 开 集 , 故 60; C C. 又 有 68; 了 儿 (否则 , 将 有 已 - C = EE). 但 是 C 的 所 有 
点 有 一 个 邻 域 仅 跟 和 To 相交 , 从 而 仅 跟 和 Qs 相交 , 于 是 一 C = QU 2， 
CQ,T2C 0, 并 且 有 B60 =8Tm =8npo=672=C. 

留 下 的 是 要 确认 这 两 个 连通 分 支 所 具有 的 性 质 . 

首先 名 和 f2 是 带 边区 域 . 因为 如 果 f 是 子 流 形 C 的 局 部 方程 , GO 和 fo 局 
部 地 由 广 !(-co,0)) 和 f-1((0, +o0)) 给 定 , 参见 2.1.6.5. 此 外 , 由 于 人 Uy = 忆 ， 
人 2 和 f2 不 可 能 二 者 都 是 紧 致 的 . 由 于 C 是 紧 致 的 , 存在 a > 0, 使 得 C C B(0,a). 
如 果 mm # B(0,a), 则 indicemC = 0, 这 是 因为 C 经 过 含 于 B(0,a) 从 而 跟 m 不 
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相遇 的 同 伦 收缩 到 0 e B(0,a), 而 任何 点 对 于 一 个 常 值 连续 曲线 的 指标 是 零 . 因此 
人 (= 1,2) 中 使 得 indicemC = 士 1 的 一 个 在 B(0,a) 内 , 随 之 是 相对 紧 致 的 . 

关于 定向 曲线 的 情形 从 证 明 本 身 得 到 相应 结果 . 

9.2.6 ”推论 

定向 仿 射 平面 的 简单 闭 曲 线 具 有 一 个 典范 定向 , 并 且 对 于 这 个 定向 , indicesC 二 
1 Vz€ Cinm. 

事实 上 , 给 C 这 样 定向 , 使 得 C = Ci 配备 定向 空间 的 带 边区 域 的 边界 的 典 
范 定向 (定理 5.3.36). 那么 , 沿用 引 理 9.2.5 的 写法 , 我 人 有 we Ce 和 ve Com. 正 
如 我 们 曾经 了 解 的 那样 , ve Coxt 蕴涵 indice ,C = 0, 于 是 ( 引 理 9.2.5) indice uC = 1. 
实际 情形 是 : 当 一 个 人 沿 C 的 正 向 行进 时 , Ci 在 人 的 左 侧 . 证 毕 . 

现在 给 出 一 个 判断 > e Cexu 或 ze Ci 的 适用 准则 . 在 定理 9.5.1 的 证 明 的 结 
尾 还 可 以 看 到 另 一 个 准则 . 

9.2.7 引 理 

设 C 是 仿 射 平面 4 (关联 到 向 量 空间 媚 ) 的 1 维 子 流 形 . 假定 C 和 A 是 定向 
的 . 设 TE A 一 C.C 的 一 个 点 m 是 由 


i 


"1 


定义 的 由 C 到 5S( 妃 ) 的 映射 的 临界 点 , 当 且 仅 当 直线 zm 是 C 在 m 的 切线 . 


9.2.7 


认为 4 就 是 向 量 空间 妃 , 那么 引 理 中 的 映射 就 是 映射 
f 和 加 一 了 
?p= 


作为 从 至 - {z} 到 互 内 的 映射 , 其 在 m 的 导数 作用 到 点 z 的 值 由 下 式 给 定 : 


5 Mm-z _ (m-zm-z):(m—7) 
f'(m)(z) = ma ma 
对 于 z e tgmO, 这 个 映射 仅 当 m 一 ze tgmC 时 , 即 zm 是 C 在 mm 的 切线 时 , 由 此 
得 到 引 理 . 
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设 we S(E) 是 这 个 映射 7 的 正则 值 (根据 萨 德 定理 的 推论 4.3.6, 它 是 存在 的 ). 
4 的 起 点 为 z 平行 于 v 的 半 直 线 决 不 切 于 C (否则 , v 将 是 临界 值 ), 并 且 和 C 交 于 
有 限 个 点 (参见 定理 4.1.5 的 证 明 ). 

那么 根据 定理 9.2.1 的 准则 (ii , z e Cint 等 价 于 indice *C = 土 1, 再 根据 推论 
7.3.3, 这 等 价 了 


F 一 条 从 v 出 发 的 跟 C 不 相 切 的 半 直 线 切 割 奇数 次 . 由 此 得 到 
9.2.8 ”实用 准则 


设 C 是 仿 射 平面 4 的 一 条 简单 闭 曲线 , z e A - C. 则 存在 以 z 为 起 点 的 跟 C 
不 相 切 的 半 直 线 . 它们 切割 C 有 限 的 次 数 k, 并 且 有 


ze Cint 仿 k 是 奇数 ， 
ze Cext 兮 大 是 偶数 . 


#(CND,)= SixeCeu 


#(CND))= SyeCa 


图 9.2.8 
9.2.9 ”注释 


对 了 


F 发 现 Cint 的 其 他 实 


其 实 萨 德 定理 的 推论 4.3.6 说 的 是 “几乎 所 有 ”的 半 直 线 不 是 切线 . 这 样 的 半 直 
9.2.10 


线 称 为 “ 斜 截 于 C”( 对 于 特别 重要 且 实 用 的 斜 截 性 的 概念 , 参见 [23]). 
注释 


目 方法 , 参见 9.5.1 的 证 明 . 


9.3 ”等 周 不 等 式 


在 这 一 节 里 , 是 一 个 欧 几 里 得 平面 , C 是 E 的 一 个 C? 类 简单 闭 曲线 . 由 于 
Gint 是 紧 致 的 , 这 条 曲线 可 以 对 应 一 个 面积 , 这 时 
这 条 


线 的 长 度 , 记 之 为 Long(C). 我 们 有 : 


旦 指 的 是 Cin。 的 面积 . 还 可 以 考虑 
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9.3.1 ”定理 

对 于 欧 几 里 得 平面 忆 的 所 有 C? 类 简单 闭 曲 线 C, 这 里 卫 > 2, 我 们 有 Long2(C) 
> 4r Aire (Cim), 并 且 当 且 仅 当 C 是 一 个 圆周 时 , Long 2(C) = 4 x Aire (Cint). 

9.3.2 ” 引 理 (维尔 丁 格 不 等 式 ) 

设 fe C1(R) 是 2r- 周期 函数 ,满足 条 件 


2 
人 rdz=o 
0 


那么 有 
jpn dt > fF rat 
/Poat>/ 
而 且 当 且 仅 当 f(t) = acost 二 bsint(a 和 5b 是 任意 实数 ) 时 , 等 式 成 立 . 
事实 上 , f 在 [0,27| 的 限制 是 连续 的 , 属于 L?([0,27]), 这 是 在 [0,2r] 上 平方 可 
和 的 函数 的 希 尔 伯 特 空间 , 于 是 f 在 L? 意义 下 等 于 其 傅 里 叶 级 数 展开 


oo 
f= 凶 + > (an cosnt + bn sinnt). 
n=1 


于 是 有 (由 于 / ”jbdz = 0, oo = 0) 帕 塞 瓦尔 等 式 ; 
0 


2m 
2 2 2 i 2d 机 
WP= rr)=/ fat 


n>1 
同样 有 (在 Z2 意义 下 ): 
f(t = D3 n(bn cosnt — an sin nt). 

n=1 

事实 上 , 对 于 
2r 
2 hn d 
am / f'(t)cosntdt 

分 部 积分 得 到 : 


2 27 2r 
/ f(t)cosntdt = [f(t) cosntl?" 十 "人 f(t)sinntdt = "人 f(t)sinntdt = nbn, 
0 0 0 
同样 有 人 
Bn oh FE) sinnt = —nan. 
0 


故 27 
WAP = yat= 开 m( 人 + 二 
0 


nz21 
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于 是 1 了? > fl 当 且 仅 当 存在 n > 1, 使 得 a2 + 如 关 0 时 , 不 等 式 是 严格 的 . 由 
此 得 到 引 理 . 
9.3.3 ”等 周 不 等 式 的 证 明 
通过 位 似 变 换 可 以 归结 为 长 度 为 2x 的 C? 类 简单 闭 曲 线 的 情形 . 设 是 C 的 
一 个 2x- 周期 的 弧 长 参数 表示 (参见 9.1.13). 选择 坐标 轴 使 得 第 一 个 轴 通 过 Ge 的 
重心 (参见 6.5.14 和 9.2.1(i)). 
2 
设 了 和 9 是 弧 长 参数 表示 h 的 坐标 函数 , 这 还 意味 着 (参见 6.5.14): / f(Ddt 
0 

= 0 (第 一 个 轴 通 过 重心 ). 而 h 是 弧 长 参数 表示 , 故 


2m 2 

/ (2 +92)dt= / dt =27 = Long (C). 
0 0 
根据 斯 托 克 斯 公式 , 并 且 注 意 到 d (zdy) = dzAdy, 我 们 得 到 
Aire(C) = 人 aredy = A dzAdy= fe zdy, 
把 此 式 改写 为 二 
Aire (Giat) = 人/ zdy = / fgdt. 
c 0 
于 是 


2 
2(r- Aire(CooD)= {J +99 一 21g0dt 
0 
- 广 Ue-att f — g)?dt. 


由 于 ”TOdt = 0 应 用 引 理 93.2 第 一 个 积分 是 正 的 或 是 零 .第 二 个 积分 亦 如 
0 


此 . 于 是 
Long (C) =2r > 2 Aire (Cint )， 


随 之 
Long2(C) > 2r .2Aire (Cint ). 


如 果 等 式 成 立 , 必须 | (12 一 所 )dt = 0, 于 是 ( 引 理 9.3.2) f(t) = acost +bsint. 


还 几乎 处 处 (fg)? = 0, 由 于 所 考虑 的 函数 是 连续 的 , g'(t) = f(t), 从 而 g(t) = 
asint 一 bcost 十 c; 我 们 得 到 的 正 是 一 个 圆周 的 弧 长 参数 表示 . 

9.3.4 ”注释 

9.3.4.1 不 等 式 对 于 C1 类 甚至 C0? 类 简单 闭 曲线 仍然 成 立 (参见 [24] 中 书后 的 
参考 文献 ). 
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9.3.4.2 如 果 V 是 (n 维 的 )E 的 n 一 1 维 连通 紧 致 子 流 形 , 那么 它 是 一 个 紧 臻 
带 边区 域 ,的 边界 (特别 地 , Y 是 可 定向 的 ), 这 个 命题 是 成 立 的 : 参见 [13],81 页 . 
于 是 可 以 定义 Vol(V) 和 Vol (Vint )( 参 见 6.5.1), 并 且 有 
(Vol(S" 一 ))" 
(Vol (Br (0 1)))™—1 ( 


但 是 对 于 ”> 3 这 个 公式 的 证 明 要 困难 得 多 : 参见 [40], 12.11 和 本 书 6.6.9. 


9.3.5 (Val(V))" > Vol (Vn )™!. 


9.4 平面 曲线 的 回转 数 


在 本 节 , 假定 所 有 有 关 对 象 是 C1 类 的 . 给 定 定向 欧 几 里 得 平面 B 的 一 条 定向 
线 C. 设 (51;f)e C( 即 根据 9.1.4 定 义 C 的 (5S1; 了 ) 是 从 51 到 已 内 的 一 个 浸入)， 
从 51 到 S(E) 内 的 单位 切 映 射 rr: 


A 
aall 
是 连续 的 . 此 外 , 如 果 (51; f) ~ (51;g), 那么 存在 ge Dif(S1) 保持 定向 , 使 得 7y = 
Tg 900. 完全 跟 9.1.10 一 样 , 我 们 有 degry = deg 7o. 由 此 得 到 下 列 定义 的 合理 性 : 
9.4.2 定义 
前 面 9.4.1 定义 的 映射 Tj 的 映射 度 不 依赖 (51; 有) < C, 称 为 切 映射 的 映射 度 ， 
或 CO 的 回转 数 , 记 作 enroul(C). 
9.4.3 富有 启发 性 的 解释 是 : 回转 数 谈 的 是 当 沿 曲线 走 一 圈 时 , 定向 切线 转动 
多 少 圈 (或 多 少 弧度 的 角 ). 
9.4.4 注释 
9.4.4.1 degr 不 依赖 所 选择 的 欧 几 里 得 结构 (参见 9.1.11). 
9.4.4.2 如果 反 转 一 个 定向 (曲线 的 定向 或 空间 的 定向 ), 则 enroul(C) 改变 符号 . 
9.4.5 ”例子 
9.4.5.1 设 neZ-{0}, 而 C。 是 9.1.8.1 定义 的 曲线 ; 则 enroul(Cn) = m. 
9.4.5.2 下 面 的 图 9.4.5.2 所 示 的 闲 曲 线 的 回转 数 分 别 是 2 和 n + 1 (平面 是 典 
范 地 定向 , 而 曲线 的 定向 由 箭头 标 出 ). 


9.4.1 Tith7(f(t)) = 


图 9.4.5.2 
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9.4.5.3 前面 9.1.8.3 的 闭 曲 线 的 回转 数 是 0, 这 是 因为 7 不 是 满 射 : 加 影 线 部 
分 没有 被 r 覆盖 (参见 7.3.5.1). 


DC 


图 9.4.5.3 


9.4.6 定义 

我 们 说 忆 的 两 条 C1 类 的 闭 曲线 C 和 DD 是 同 伦 的 , 如 果 存 在 一 个 同 伦 F € 
Co([0,1] x S1; 万 ), 使 得 对 于 [0,1] 的 所 有 上 志 从 31 到 万 内 的 映射 及:ZT 五 下 (t,z) 是 
一 个 C1 类 的 浸入 , 并 且 Fo = 0, FF = DD. 

换言之 , 我 们 要 求 对 于 每 个 t, 及 是 一 条 曲线 . 

9.4.7 命题 

若 C 和 万 是 定向 欧 几 里 得 空间 的 同 伦 的 两 条 定向 闭 曲线 , 则 enroul(C) = 
enroul(D). 

这 是 映射 度 对 于 同 伦 的 不 变性 的 一 个 推论 (参见 7.6.5). 

反之 , 如 果 FF 仅 是 C9([0,1] x 瑟 ) 的 任意 映射 , 命题 9.4.7 不 复 成 立 . 例如 , 对 
于 下 面 图 9.4.7 的 图 形 : enroul(C) = 1, 而 enroul (D) = 0 (参见 9.4.5.1 和 9.4.5.3)， 


DOCCC-O0 


全 
图 9.4.7 


9.4.8 ”定理 ( 惠 特 尼 - 格 劳 恩 斯 坦 (Grauenstein)) 

如 果 欧 几 里 得 空间 的 两 条 闭 曲 线 C 和 也 满足 enroul (C) = enroul (D), 则 C 和 
万 是 同 伦 的 . 

在 证 明 这 个 定理 之 前 , 先 指出 它 的 几 个 推论 . 

9.4.9 ”推论 

对 于 已 的 所 有 闭 曲 线 : 
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如 果 enroul(C) = +1, 则 C 同 伦 于 S(E); 

如 果 enroul(C) = 一 1, 则 C 同 伦 于 反 向 定向 的 S(EE); 

如 果 enroul(C) 二 n 承 0, 则 C 同 伦 于 9.4.5.1 的 曲线 Cn 或 9.4.5.2 的 曲线 (n 一 1 
个 环 ); 

如 果 enroul(C) = 0, 则 C 同 伦 于 9.4.5.3 的 曲线 . 

为 了 给 出 另外 一 个 并 且 是 饶 有 趣味 的 应 用 , 必须 引进 总 曲率 的 概念 . 给 定 一 条 
闭 曲 线 C 及 其 一 个 周期 为 L 的 弧 长 参数 表示 f e C1(R; E), 工 是 C 的 弧 长 (参见 
9.1.13). 假定 欧 几 里 得 平面 是 定向 的 , 随 之 C 也 是 定向 的 . 我 们 有 

9.4.10 定义 


积分 rat 称 为 C 的 会 代数 曲率 ,其 中 kj(D)) 是 C 在 fb) 的 代数 曲率 
0 


(参见 8.5.2). 
根据 9.1.13, 这 个 积分 必定 不 依赖 弧 长 参数 表示 . 


9.4.11 推论 

C 的 总 代数 曲率 是 2 . enroul (CO). 于 是 一 个 特别 的 推论 是 : 它 是 同 伦 不 变 的 . 
事实 上 ， 人 AU pat= 三 3 dat = (7) -7(0) = 27 .deg7 = 2r enroul (C). 
9.4.12 例子 

总 代数 曲率 标 在 每 条 曲线 的 下 方 . 


2 Dr 
图 9.4.12 


9.4.13 ”定理 9.4.8 的 证 明 
第 一 步 . 假定 曲线 C 的 长 度 为 地. 设 L- 周期 函数 fe C1(R;E) 是 C 的 一 个 弧 
长 参数 表示 , 由 


定义 的 函数 ge C1(R; EE), 使 得 


lg(o1= 开 . 去 |( 宇 )|=s 


故 这 是 长 度 为 2r 的 一 条 曲线 C' 的 一 个 2r- 周期 的 弧 长 参数 表示 . C 和 C' 显然 是 
同 伦 的 (经 过 一 族 位 似 变换 从 一 条 过 渡 到 另 一 条 )， 于 是 可 以 归结 到 以 下 情形 : C 和 
刀 是 已 的 两 条 长 度 同 样 为 2r 的 闭 曲线 . 
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于 是 设 f,g es C1(R; E) 分 别 是 C 和 DD 的 2r- 周期 的 弧 长 参数 表示 . 我 们 有 
,9g € Co(R;S(E)) Cc C?(BR; 世 ). 由 假设 C 和 D 有 同样 的 回转 数 , 即 (参见 9.4.2) 了 六 
和 9' 有 同样 的 映射 度 . 存在 一 个 同 伦 He C?([0,1] x R;51), 使 得 而 = f', Hi = 9'， 
并 且 H、 是 2r- 周期 的 ; 事实 上 , 令 

9.4.14 H\(s) = (1 — NF(s) + Mg(s), 


其 中 户 和 yg 分 别 是 ff/ 和 9 对 于 一 个 覆 释 映射 p : R 一 S(E) 的 提升 , 在 SsS(E)E 
选 定 一 个 起 点 , 设 其 为 e (参见 8.5.5.1). 令 H=po 有 Hi. 

第 二 步 . 对 于 入 e [0,1], 由 

9.4.15 F(t) = maoas 加 去 矿 万 OA,s)ds = F(A,t) 


定义 一 族 参 数 曲线 . 对 于 所 有 入 及 < Ca(R; 媚 . 此 外 , 对 于 所 有 由 于 有 是 2r- 
周期 的 : 


2 t 十 2 2 t 2m 
F(t+ 27) =/ H(M,s)ds + 人 H(M,s)ds -/ H(A,s)ds— 去 / H(AM, s)ds 
t 27 
=/ H(N,s)ds — 去 / H(N,s)ds = F(t). 
于 是 及 是 2r- 周期 的 : (27) = 及 (0) = 0. 我 们 有 
t t 2 t t 2 
Folt) = / H(0,s)ds — 去 / H(0,s)ds = / f(s)ds— 去 人 f(s)ds 
= f(t)—f(0)— 去 dm) —f(0)) = f(t) ~ f(0). 
于 是 忽略 一 个 平移 , Fo = f, 对 于 五 和 9 有 同样 的 结果 . 由 于 一 个 平移 提供 一 
个 同 伦 , 我 们 就 成 功 地 构造 了 在 C 和 DD 之 间 的 一 个 映射 Fe Co([0,1] x S1; 五)， 
第 三 步 . 留 下 要 考察 , 是 否 对 于 所 有 和 , FF 是 一 个 浸入 (参见 9.4.6), 即 
9.4.16 F(t) = H(Nt) — 去 / H(M,s)ds 


对 于 所 有 上 和 所 有 和 不 等 于 零 . 
五 的 值 在 S(E) 内 , 故 (和 ,s) 川 = 1, 于 是 


2 27 
位 / aaail < 去 人 IIH(M,t)l dt < 1. 
容易 确认 , 如果 ztt) 是 实 变量 的 在 赋 范 向 量 空间 取 值 的 一 个 连续 函数 , 则 


9.4.17 | / "sdat| = / "ea =), 
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其 中 zo 是 一 个 国定 向 量 , 而 A(t) 是 正 值 函 数 . 
于 是 这 里 对 于 一 个 给 定 的 和 ， 


[eo 


等 于 1, 只 有 对 于 R 的 所 有 t, 必须 有 吾 (A, 直 是 固定 值 . 我 们 将 看 到 , 我 们 可 以 让 这 
种 情形 不 会 出 现 . 
第 四 步 . 我 们 希望 及 不 是 常 值 . 如 果 它 是 常 值 , 则 方 、 亦 然 . 令 


k= degf’' =enroul (C) = enroul (D) = deg 9/. 
则 (参见 公式 9.4.14) 
Fh\(27) — Fa(0) = (1— Nk+Ak =k. 


因此 如 果 k 头 0, 则 到 不 可 能 是 常数 . 现在 假定 k= 0; 那么 严 在 R 上 是 周期 的 , 从 
而 , 例如 在 to, 达到 一 个 最 小 值 .类 似 地 , 在 达到 一 个 最 小 值 . 重新 进行 参数 表示 ， 
以 便 赤 和 也 都 在 += 0 取 最 小 值 . 那么 仅 当 六 和 yg 都 是 常 值 时 , = (1- 和 户 +X97 
才能 取 常 值 . 而 天 取 常 值 是 荒废 的 : 如 果 vt 了 1(t) = a, 则 f(t) = f(0) + at, 不 可 能 
是 周期 的 . 

9.4.18 ”注释 

9.4.18.1 下 面 的 定理 9.5.1 对 于 简单 闭 曲线 C 给 出 enroul(C) 的 值 . 

9.4.18.2 定理 9.4.8 可 以 看 作 一 个 对 于 “ 同 伦 ” 这 一 等 价 关 系 的 分 类 定理 . 定向 
平面 的 定向 闭 曲线 类 跟 Z 有 双 射 对 应 . 对 于 3 维 的 双 正则 曲线 (参见 8.6 节 ) 有 一 
个 属于 费 尔 德 曼 (Feldman) 的 类 似 的 结果 : 这 一 次 仅 有 两 类 , 如 图 9.4.18.2 所 示 ; 


图 9.4.18.2 


其 证 明 要 困难 得 多 , 参见 [25]. 
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9.5.1 ”定理 
设 C 是 巨 的 一 条 简单 闭 曲 线 , 则 enroul (C) = 士 ]. 如 果 C 按照 若 尔 当 定理 ( 参 
见 9.2.6) 定向 , 则 enroul(C) = 1. 
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9.5.2 ”推论 

设 C 是 巨 的 一 条 简单 闭 曲 线 ,按照 若 尔 当 定理 定向 , 则 它 的 全 代数 曲率 是 2r( 参 
见 9.4.11). 

证 明 的 思路 伐 有 兴味 : 构造 下 面 图 9.5.2.1 左 图 的 单位 切 向 量 映射 (为 了 得 到 
enroul(C)) 和 右 图 的 映射 之 间 的 一 个 同 伦 , 而 后 一 个 映射 的 映射 度 直观 上 看 是 1. 


图 9.5.2.1 


用 严格 的 形式 表达 出 来 却 是 漫长 且 富有 技巧 的 . 

第 一 步 . 跟 在 9.4.13 的 第 一 步 一 样 , 选择 C 使 得 Long (C) = 2x (通过 位 似 变换 ， 
就 可 以 归结 为 这 种 情形 ). 设 /是 C 的 2r- 周期 的 对 于 推论 9.2.6 中 的 定向 是 正 的 
弧 长 参数 表示 . 


mo tgmC 
图 9.5.2.2 
对 于 一 个 固定 向 量 e e E, 考虑 函数 t (elJ(t)). 这 是 一 个 2r- 周期 的 连续 函 
数 , 它 在 to e [0,27] 达到 最 小 值 . 设 mo = f(to), C 在 mo 的 切线 具有 性 质 : C 整个 在 


此 切线 的 左 侧 . 下 面 我 们 将 假定 (如 果 有 必要 , 在 及 上 进行 平移 )to = 0, mo = f(0). 
第 二 步 . 设 T={(s,t)jeER?:0<s<t<27): 


由 
Gls,t) = i 如 果 s 承 tt 并且 (s,t) # (0,27)， 
gs Gl(0,27) = —f"(0), 


G(s,s) = f'(s))， 对 于 所 有 se [0,27]. 
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图 9.5.2.3 


定义 G : 了 一 5(E)， 因 为 C 是 简单 闭 曲线 , 对 于 s 头 t, (s,t) 关 (0,27), 我 们 有 
f(t) 关 f(s). 在 引 理 9.5.5 中 将 证 明 G e Co(T; S(E)). 

第 三 步 . 设 有 e Co([0,1] x [0,27];T) 是 T 的 带 参数 入 e [0,1] 的 对 应 图 9.5.2.4 
示 的 曲线 族 . 


特别 地 , 有 
Holu) = H(0,4) = (u, wu) vu € [0, 27], 
9.5.4 _ oo wue [0,7], 
WHA)s 展 。 一 四 ,2r) vu e [r,27]. 


于 是 =GoH EC?(l0,1] x [0,27];S(E)). 由 于 对 于 所 有 和 e [0,1], 及 满足 


F\(0) = G(H(X,0)) = G(0,0) = f"(0) 
以 及 
F\(27) = G(H(X, 27)) = G(27, 27) = f'(27) = f°(0), 
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过 渡 到 商 得 到 一 个 映射 已 e Co([0,1] x 51;S(E))， 此 外 有 E。 = f' (这 是 由 于 根 
据 9.5.3, Fo(s) = G(s,s) = f(s)). 而 (根据 映射 度 经 过 同 伦 的 不 变性 , 参见 7.6.5): 
deg Fo = enroul (C) = deg 1; 留 下 要 证 的 是 degF, = 1. 

第 四 步 . 计算 deg FE. 

我 们 有 : 


五 (0) = G(H(1,0)) = G(0,0) = f"(0), 
Ri(w) =G(H(1,4)) = Go2 = EY ye (0,7), 


lf C2 
Fi(7) = G(H(, "7)) = G(0,27) = 一 六 (0)， 
 __fQ2(u—7)) 
Fi(u)= -ta Vu € (7, 27), 
Fi(27) = f"(0). 


按照 在 第 一 步 的 选择 , C 整个 在 tg mC 的 左 侧 . 固定 5(5) 的 起 点 在 向 量 f'(0) = 
7T(mo) < S(E), 并 且 考虑 覆 伙 映射 p : R 一 S( 已 ) (参见 8.5.5.1); 考虑 对 于 这 个 覆 营 
映射 p 的 五 的 提升 瓦 . 

那么 , 当 we [0,7], Fi(w) 在 tgmC 的 左 侧 , 如 果 我 们 选择 而 使 得 页 (0) = 0, 则 
有 及 (w) >0, 并 且 有 所 (mn) = (因为 (rn) = 一 f"(0)). 

接着 , 对 于 r < < 2r, 我 们 有 i(w) 在 tgmC 的 右 侧 , 而 页 (r) = r, 故 


对 于 rr <uw< 2r, 页 (wu) >r 并 且 天 (2r) = 2r. 


所 以 有 


deg( 五 ) 一 


五 (2m) 一 已 (0) _ 1 
2r RN 


必须 验证 在 所 考虑 的 情形 下 , C 的 定向 正 是 由 若 尔 当 定理 提供 的 定向 ; 也 即 必 
须 证 明 在 mo, C 的 内 部 在 tgmC 的 左 侧 ; 而 这 是 显然 的 , 因为 由 tgmC 确定 的 直线 
为 边界 并 且 位 于 tgmC 右 侧 的 开 半 平面 是 连通 的 并 且 非 紧 致 的 , 从 而 含 于 C 的 外 部 
(参见 9.2.1()). 

最 后 的 任务 是 建立 下 列 引 理 : 

9.5.5 引 理 

在 9.5.3 定义 的 映射 G 从 开 到 5S( 忆 ) 内 是 连续 的 . 

在 (so,to), 只 要 so 天 如 , 并 且 (so, 如 ) 关 (0,27), 就 没有 问题 , 这 是 因为 在 (so,to) 
的 一 个 邻 域内 , 函数 由 


四 -7 
C(t) = TF) FC) 
定义 /既然 是 Co 的 , f(t) ~ f(s) 也 是 连续 的 , 并 且 不 等 于 零 ， 对 于 在 (0,2r) 和 
(so,ta) 的 连续 性 , 我 们 应 用 葛 尔 斯 简化 中 使 用 过 的 技巧 (参见 4.2.13). 
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我 们 有 

9.5.6 f(s) = f+ [ St 
由 于 了 是 C:1 类 的 , 故 得 

1 -19+ eofe+Me-Dan 

如 果 令 

9.5.7 本 [ f(t+ Ms —t)dX 
则 有 

9.5.8 f(s) — f(t) = (s —t)p(s,t), 


其 中 (sb € C?(T;E) (因为 了 是 Cl 类 的 , 并 且 在 一 个 紧 致 集 上 积分 (参见 0.4.8.2)). 
引进 记号 (参见 第 二 步 中 了 的 图 形 ) B = (0,2r) 和 [4,C] = {(so,so) :0 < so < 
27}. 在 工 -{B} - [4,C] 上 , 注意 到 s < ,我 人 有 
(t—s)p(t,s) _ vlt,s) 
GE— sp(t, SN lylt, oN 
1° 设 (s0, s0) e [4,C]. 我 们 有 


G(s,t) = 


1 
9(s0, 50) = / f'(so+ 和 (so0 一 s0))d 和 = 二 f(s0)， 并 且 (so 川 = 


特别 地 , 有 p(so, so) 产 0. 于 是 有 
Plt,s) _ p(so,s0) 
peder OD) = 0 sp, Tot = Rte sp 
这 就 证 明了 (9.5.3) 中 的 G 在 (so, so) 的 连续 性 . 
2 在 B= (0,27). 令 2r 一 t=t, 则 由 于 下 是 2"- 周期 的 ， 


_ font) f(s) _ f(t) -fs) 
Gs) = Gle2r tH) = Tr 0) A HC FT 


= f(s0), 


由 于 也 十。 是 正 的 , 由 此 得 到 
(=a 5) __ w(t,s) 
Gd) = Tr hp, oT 


而 ” 是 连续 的 , 注意 到 yp(0,0) 关 0, 故 得 


ptss) \ pl0,0) 
Co (= moo (- KEE) = Tp(0, Of 


G 的 处 处 连续 性 终于 得 以 确立 . 


=-/(0). 
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9.6 整体 凸 性 
本 节 假 定 的 所 有 有 关 对 象 至 少 是 C2 类 的 . 
9.6.1 定义 
称 积分 


L 
/ (Kj(yO)dt 


为 一 条 曲线 C 的 全 数值 曲率 , 其 中 ([0, ,) 是 C 的 一 个 参数 表示 , 而 KjuyC 表示 
C 在 f(t) 的 曲率 (参见 8.4.1). (此 积分 还 记 作 K). 

9.6.2 ”定理 

设 C 是 欧 几 里 得 平面 羽 的 简单 闭 曲线 . 以 下 四 个 性 质 是 等 价 的 : 

(DC 的 代数 曲率 (对 于 选取 的 定向 ) 保持 固定 符号 ; 


(ii) 人 = 

( 道 ) C 是 整体 凸 的 , 即 Ym < C, C 整个 在 tgmC 的 一 便 ; 

(iv) C 是 媚 的 一 个 (通常 意义 下 的 ) 凸 区 域 的 边界 . 

9.6.2.1 ” 注 . 在 R3 的 曲面 的 情形 , 我 们 得 到 更 强 的 定理 ; 事实 上 不 需要 假定 曲 
面 是 嵌入 R3 的 , 仅 需 假定 它 是 浸入 R3 的 : 参见 11.13. 

9.6.3 定义 

如 果 已 的 一 条 简单 闭 曲 线 具 有 定理 9.6.2 的 四 个 性 质 之 一 , 则 称 为 凸 的 ， 

钊 全 GD, 如 果 km(C) 是 C 在 m 的 (对 于 固定 的 定向 的 ) 代数 曲率 , 则 jkw(C)| = 
Km(C) (参见 8.5.4.1). 于 是 根据 9.5.2 有 


Lx= Lm>|/ r=. 
c c Cc 


如 果 不 保持 固定 符号 ( 是 一 个 连续 函数 ), 则 


/了 多 


故 1/ K = 2r 信人 保持 固定 符号 . 
台 


多 一 (i). 我 们 用 归 雇 法 证 明 , 假定 代数 曲率 保持 固定 符号 , 存在 m e C, 使 得 存 
在 C 的 两 个 点 p 和 4 却 严格 地 在 tgmC 的 两 侧 . 用 9.5 节 第 一 步 同 样 的 推理 (这 
次 取 ee 5S(E), 垂直 于 tgmC), 存在 C 的 两 个 点 p 和 4 分 居于 tg wmC 的 两 侧 , 使 得 
tgpO, tgqC 和 tgmC 互相 平行 , 这 是 作为 + (ef(s)) 的 最 大 值 和 最 小 值 而 得 到 的 : 

由 于 |re(O)I = lz(O)I = ra(O) = 1, Tm(C), mp(C) 和 za(C) 中 的 两 个 是 相 
等 的 , 比如 mm(C) = mm(C). 设 f 是 一 个 周期 (为 工 的 ) 弧 长 参数 表示 , 而 s 和 + 使 
得 f(s) = m 和 f(t) = p, 这 里 s,t € [0,L). 设 7:R 一 S(B) 是 单位 切 映射 , 而 
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9.6.3.1 


7+: R 一 R 是 其 对 于 使 得 p(0) = e 的 覆 释 映射 p: RS(5) 的 提升 , 满足 7(0) = 0. 
如 果 必 要 , 适当 定向 , 则 公式 8.5.6 表明 = 9 满足 97 > 0, 于 是 了 是 不 减 的 , 又 
由 于 enroul(C) = 1, 根据 定理 9.5.1, 我 们 有 +(L) = 27. 
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2r 


Fo)=z0 


O 了 二 【过 
图 9.6.3.2 


由 于 p:R 一 5S(E) 在 [0,2x) 上 是 单 射 , 并 且 根 据 前 面 所 述 , F([0, 站 ) = [0,2"]. 
于 是 r(s) = T(t) 蕴涵 7(s) = 7(t). 但 是 +(s) = 7(t) 和 是 不 减 的 , 蕴涵 7+ 在 [s, 忆 
上 是 常数 ; 于 是 7 在 [s,4] 上 是 常数 , 随 之 f(t) = f(s) + (t 一 s)f'(s), 这 与 p 4 tgmC 
矛盾 . 

(ii) 二 (iv). 这 是 关于 凸 性 的 一 个 一 般 定理 :“ 如 果 DD 是 平面 的 一 个 紧 致 集 , 它 在 
其 边界 8D 的 所 有 点 具有 一 个 支撑 直线 , 则 D 是 凸 的 "， 不 过 在 我 们 所 面临 的 特殊 
情形 , 下 面 给 出 (ii) = (iv) 一 个 更 初等 的 证 明 . 

设 me C, 而 Hm 是 由 tgmC 确定 的 包含 C 的 闭 半 平 面 (假设 (ii))， 我 们 
断言 D = Cin。C Hmm， 用 反 证 法 : 设 存在 ye Dy # Hm 从 vy 出 发 经 过 mm 的 
半 直 线 4 不 可 能 整个 在 D 内 , 这 是 因为 D 是 紧 致 的 ; 由 于 y e 记 , 故 存在 一 个 点 
zEQ(4N 站 D)c 4NMm6D = ANC, 使 得 y 在 m 和 zz 之 间 . 这 样 一 来 , C 就 不 是 整个 
含 于 Hm 内 

对 于 任意 me C 省 有 Dc Hm, 故 DC 门 Hm. 事实 上 ,成 立 


meEC 
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9.6.3.4 


9.6.4 D= (| Hm, 
meC 
这 个 等 式 证 明 D 作为 凸 集 的 交集 是 凸 集 . 
用 反 证 法 证 9.6.4. 
设 ze 门 Hm, 但 是 z 4 D; 由 于 C 是 紧 致 的 , 存在 C 的 点 m, 使 得 函数 


meC 


C3npd(r,n)= ln-zl eR 


取 最 小 值 . 由 于 | (z) 的 导数 在 z 的 值 是 2(z|.), 故 切 线 tg mC 垂直 于 过 rz 和 加 的 
直线 4. 
由 假设 , C 在 有 内 , 特别 地 户 包含 严格 在 > 和 mm 之 间 的 点 y. 那么 跟前 面 一 
样 , 存在 
z€ oa(4ND) c ANMeD = ANMG, 


由 于 z 4 D,z 在 z 和 vy 之 间 . 但 这 样 的 z 将 比 m 更 接近 z: d(z,z) < d(z,m); 这 就 
是 所 希望 的 矛盾 . 

(iv) 过 Q). 在 (按照 车 尔 当 定理 定向 的 )C 的 点 m, D (区 域 , 使 得 9D = C) 在 
tgmC 的 左 侧 , 由 于 D 是 凸 的 , C 也 在 tgmC 的 左 侧 . 那么 就 有 kmC > 0, 这 是 由 于 
如 果 kmC < 0, 在 8.2.2.15 中 进行 的 局 部 讨论 表明 C 在 m 的 某 个 邻 域内 的 部 分 将 
位 于 好 mC 的 右 侧 . 

9.6.5 ”注释 

9.6.5.1 ”如 果 C 是 任意 维 数 的 欧 几 里 得 空间 的 一 条 闭 曲线 , 同样 可 以 定义 总 数 


值 曲率 K. 已 经 证 明了 总 有 人 KK > 2r, 并 且 如 果 六 KK = 27, 那么 C 必然 是 平 
CC c C 
面 的 和 凸 的 . 其 实 这 是 一 个 一 般 结果 的 非常 特殊 的 情形 , 该 结果 对 于 浸 人 五 中 的 所 


9.7 ”四 顶点 定理 “341. 


有 紧 致 流 形 X 有 效 , 其 中 的 人 天 换 成 /|Kal .5 (6.9.6 和 6.9.15 中 的 记号 ): 关于 
x 
所 有 这 些 内 容 , 参见 [26]. 
9.6.5.2 已 经 证 明 , 如 果 dim 5 = 3, 并 且 C 是 一 个 拓扑 纽 结 , 则 [ 天 >47: 见 
© 
[26]. 
9.6.5.3 正如 在 8.2.2.16 曾经 注释 的 那样 , 一 条 ( 非 简 单 的 ) 平面 闭 曲 线 可 以 处 
处 有 严格 正 曲率 却 不 是 整体 凸 的 . 但 是 在 2 维 情形 , 这 种 现象 是 十 分 特殊 的 . 当 X 


是 一 个 浸入 到 d + 1 维 空间 已 的 d 维 紧 致 流 形 , 并 且 Ka > 0 (6.9.6 的 记号 ), 则 天 
必定 是 嵌入 的 ,并 且 是 一 个 凸 区 域 的 边界 : 参见 [11], 270 页 . 


9.6.5.4 ”对 于 关于 3 维 欧 几 里 得 空间 的 一 条 闭 曲线 的 挠 率 的 积分 人 了 的 定理 ， 
参见 [27] 和 习题 9.9.6. 


9.7 四 项 点 定理 


这 里 假定 曲线 是 C3 类 的 . 

设 C 是 任意 维 数 的 欧 几 里 得 空间 的 一 条 闭 曲 线 , 而 f 是 其 弧 长 参数 表示 . 曲率 
函数 K :tm 天 ( = KjptwC 是 连续 的 和 周期 的 , 故 存在 最 大 值 和 最 小 值 . 由 于 C 是 
C3 类 , 存在 K', 在 取 最 大 值 和 最 小 值 的 点 K' = 0. 在 C 的 一 个 点 K' = 0 这 个 事实 
不 依赖 弧 长 参数 表示 (参见 8.3.2), 可 以 提出 : 

9.7.1 定义 

称 使 得 K' = 0 (对 于 皮 :tr Ky(t)C，f 是 其 弧 长 参数 表示 ) 的 点 为 一 个 几何 弧 
的 顶点 . 

9.7.2 ”注释 

事实 上 , 如 果 函 数 K :t mm Ko(wC 使 得 K'(t) = 0, 则 点 m = g(t) 是 一 个 顶点 ， 
这 里 9 是 C 的 任意 参数 表示 , 而 不 必 是 弧 长 参数 表示 . 理由 如 下 : 局 部 地 C 是 已 
的 一 个 子 流 形 V, 而 曲率 是 V 上 的 一 个 函数 K; 这 里 m 是 一 个 顶点 说 的 正 是 m 是 
五 的 一 个 临界 点 . 

9.7.3 ”例子 

9.7.3.1 图 8.4.14.3 中 的 曲线 刚好 有 两 个 顶点 ; 事实 上 , 我 们 已 经 知道 , 在 0 和 
7 之 间 , 其 曲率 函数 对 于 所 考虑 的 参数 表示 严格 递增 (注释 9.7.2), 此 外 K'(0) = 
K'(r) = 0， 

9.7.3.2 ”根据 公式 8.4.13.1, 椭圆 f :t+ 一 (acostbsint) 在 f(t) 的 曲率 是 

ab 
(a2 sin2t + b2 cos?2t)3/2° 


Ki = 
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由 此 得 到 当 目 仅 当 t = kr/2, K'(t) = 0. 这 个 椭圆 恰好 有 (曲率 意义 下 的 ) 四 个 顶点 ， 
它们 也 是 通常 意义 下 的 顶点 . 这 从 一 个 侧面 验证 了 定义 9.7.1 中 名 词 “顶点 ”的 合 
理性 . 
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图 9.7.3.2 


9.7 节 的 引言 表明 闭 曲线 至 少 有 两 个 顶点 ; 例子 9.7.3.1 表明 它 可 能 没有 两 个 以 
上 的 顶点 . 不 过 , 我 们 有 

9.7.4 ”四 顶点 定理 

设 C 是 欧 几 里 得 平面 的 一 条 凸 的 简单 闭 曲 线 . 则 C 至 少 有 四 个 顶点 . 

9.7.5 “注释 

假设 “ 凸 的 ”并 不 需要 , 但 是 没有 它 证 明 要 困难 得 多 : 参见 [28]. 对 于 属于 奥 瑟 
曼 的 第 二 个 证 明 , 参见 习题 9.9.7. 

9.7.6 证 了 明 

我 们 知道 (9.7 节 的 引言 部 分 ), C 已 经 有 了 两 个 顶点 . 用 反 证 法 , 假定 C 仅 有 两 
个 或 三 个 顶点 : m1, m2, ma. 

由 假设 曲率 的 导数 k' 仅 在 mi(i = 1,2,3) 中 的 一 个 改变 符号 . 通过 变更 下 标 或 
正 负 号 , 可 以 假定 这 个 导数 kr 从 ma 到 m2 是 正 的 , 而 从 mz 到 ms 和 从 ms 到 mi 
是 负 的 . 设 直 线 mim2 是 平面 的 Oz 轴 , 而 {e1,e2} 是 相应 的 标准 正 交 基 底 . 


my 


图 9.7.6 
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设 C 的 长 度 是 二 f 是 C 的 一 个 [~- 周期 的 弧 长 参数 表示 , 而 k 是 定义 在 R 上 
的 代数 曲率 函数 一 ky(1)C. 为 了 进行 计算 我 们 假定 欧 几 里 得 平面 和 曲线 已 经 定向 . 
我 们 引进 向 量 值 函数 


9.7.7 tm k(t)f(t) (在 EE 中 取 值 ) 
和 向 量 积分 
工 
9.7.8 / k(t)f (tdt. 
对 它 分 部 积分 得 到 


L L L 
worwat= po aor at=— {ror as 
0 0 0 


其 中 第 一 项 []# 由 于 周期 性 等 于 零 . 由 于 f 是 一 个 弧 长 参数 表示 , 故 f'(t) = T(t) 是 
单位 切 向 量 , 如 果 用 i 表示 E 的 +r/2 旋转 , 则 根据 定义 8.5.2， 


—k(t)T(t) = (i7)’. 


于 是 
L 了 
[ worat= 人 (ir)dt =i(r(L) -7(0)) =0. 
0 0 
这 个 积分 的 第 二 个 坐标 当然 是 零 , 这 还 表示 为 


L L 
(/ xyat】 =-/ k(t)(f (blez)dt = 0. 
0 0 


但 是 后 一 个 积分 不 可 能 是 零 , 这 是 因为 : 既然 C 是 凸 的 , 曲线 的 在 mi 和 ms 之 
闻 的 部 分 在 Oz 的 下 方 , 故 (jlez) < 0, 而 > 0, 故 从 mi 到 mz, k'(flez) < 0. 同样 ， 
从 mz 到 ms 和 从 ms 到 ma, (flez) > 0, 而 kr*<0, 仍然 有 kK'(flez) < 0. 随 之 应 当 有 


L 
[ wouleyat<o, 


这 就 是 要 找 的 矛盾 . 

9.7.9 推论 

设 52 C R3 上 的 一 条 曲线 C 是 C3 类 的 简单 闭 平面 曲线 D 在 球 极 投影 下 的 像 
集 , 则 至 少 存在 C 的 四 个 搁 率 为 零 的 点 . 

证 明 在 于 指出 在 球 极 投影 下 , D 的 顶点 对 应 C 的 挠 率 为 零 的 点 : 参见 9.7.10.1. 

9.7.10 ”注释 

9.7.10.1 ”上 文 9.7.9 的 一 个 富有 启发 性 的 证 明 如 下 所 述 : 我 们 说 m 是 D 的 一 
个 顶点 等 价 于 说 DD 在 m 的 密切 圆 跟 D 有 阶 > 4 的 接触 . 在 球 极 投影 下 , 这 个 圆 的 
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像 在 9? 上 还 是 一 个 圆 , 它 跟 C 接触 的 阶 > 4.m 对 应 一 个 像 点 mm 是 DD 的 一 个 
顶点 , 并 且 由 于 DD 是 平面 曲线 , D 在 m 的 挠 率 是 零 . C 跟 一 条 平面 曲线 在 m’ 有 阶 
> 4 的 接触 , 故 在 mm' 挠 率 为 零 . 要 使 这 个 推理 是 严格 的 , 就 必须 建立 接触 理论 : 参见 
习题 8.7.11 或 [29]. 

9.7.10.2 ”此 外 , 对 于 不 必 是 凸 的 平面 简单 闭 曲 线 的 四 顶点 定理 可 以 从 证 明 下 列 
结果 得 到 : 球面 5? 上 的 简单 闭 曲线 至 少 有 四 个 挠 率 为 零 的 点 . 

9.7.10.3 ”例子 8.6.11.3 表明 Ra 的 一 条 简单 闭 曲 线 的 乒 率 可 以 处 处 不 是 零 ; 还 
可 以 参见 习题 9.9.5. 不 过 可 以 证 明 Rs 的 一 条 简单 闭 曲 线 的 挠 率 , 只 要 满足 某 些 简 
单 的 条 件 , 总 至 少 有 两 个 挠 率 为 零 的 点 : 参见 [30] 以 及 习题 9.9.6. 

9.7.10.4 四 项 点 定理 对 于 下 述 命题 的 成 立 给 了 一 个 必要 条 件 : 对 于 一 个 函数 ce 
C9?(5S1; R$), 存在 一 条 简单 闭 曲线 C 和 (S1, f) e C, 使 得 Ym e 51 : krtmC = c(m). 
刻画 圆周 上 的 函数 c 的 这 一 困难 问题 最 近 刚 在 [31] 中 被 解决 ; 事实 上 , 四 顶点 这 个 
条 件 恰 好 是 既 必 要 又 充分 的 . 务必 注意 : 这 里 的 框架 跟 定理 8.5.7 的 框架 退 然 不 同 ， 
在 那里 , 曲率 是 弧 长 的 函数 : 在 这 种 情况 下 , 周期 的 曲率 一 般 提供 一 条 非 闭 的 曲线 . 
而 刚 提 到 的 新 近 的 定理 在 于 通过 S+ 上 的 一 个 微分 同 胚 修改 c, 以 便 从 8.5.7 得 到 一 
条 闭 曲线 . 

9.7.10.5 ” 跟 平 面 曲线 的 顶点 概念 类 似 的 是 Rs 的 曲面 的 脐 点 概念 . 在 11.7.4 将 
会 论 及 . 


9.8 法 布 里 修 斯 一 布 耶 尔 - 哈 泊 恩 公式 


这 是 一 个 涉及 计数 的 公式 : 

9.8.1 ”定理 

设 C 是 仿 射 平面 妃 的 一 条 闭 曲 线 . 假定 C 满足 稍 后 要 明确 的 正则 性 条 件 . 引 
进 记 号 

N+ : C 的 在 有 同样 的 主 法 向 量 的 两 个 点 的 重 切线 集合 ; 

NN- :CC 的 在 有 反 向 的 主 法 向 量 的 两 个 点 的 重 切线 集合 ; 

万 :C 的 重点 的 集合 ; 

T:C 的 所 点 的 集合 . 
则 这 四 个 集合 是 有 限 的 , 并 且 它 们 的 基数 满足 关系 : 


#N+ =#N- +#D+3#1 


这 里 是 几 个 实例 : 

9.8.2 为 了 简单 起 见 , 假定 曲线 C 是 C~ 的 , 而 fe C~(R;R?) 是 C 的 一 个 
周期 为 工 的 弧 长 参数 表示 , 这 里 工 为 C 的 长 度 . 为 了 简化 记号 , 我 们 在 一 个 参数 为 
s 的 点 , 将 记 
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NN D 7 


1 
1 
4 2 1 2 


者 
BD. 


代数 曲率 为 k(s) (参见 8.5 节 ); 
仿 射 切线 为 T, (参见 8.2.1.1); 
主 法 向 量 为 n(s) (参见 8.4.11). 

9.8.3 配对 {t, s} 称 为 一 条 重 切线 ,如 果 


flt)#f(s) 并 且 7T,=T. 


这 条 重 切线 称 为 正则 的 ,如果 k(s) . k(t) 关 0. 满足 条 件 n(s) = n(t) (对 应 的 ， 
n(s) = 一 mn 的 ) 正则 重 切线 集合 记 作 N+ (对 应 的 , N-). 
9.8.4 配对 {t,s} 称 为 一 个 重点 , 如 果 


s¢t+L:Z, 并 且 f(t)= f(s). 


说 这 个 重点 为 正则 的 , 如 果 T, 关 Ti. 它们 的 集合 记 作 D. 
9.8.5 一 个 点 {s} 称 为 扬 点 , 如 果 


k(s) = 0. 


说 它 是 正则 的 , 如 果 k'(s) 关 0. 它们 的 集合 记 作 工 
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9.8.6 定理 9.8.1 的 正则 性 条 件 是 C 的 所 有 重 切 线 , 所 有 重点 和 所 有 拐点 都 是 
正则 的 . 
以 下 假定 这 些 条 件 满足 . 
9.8.6.1 注 : 可 能 会 问 道 ( 重 切 线 , 重点 和 拐点 的 ) 数目 是 否 满足 定理 9.8.1 之 外 
的 其 他 的 必要 条 件 . 正如 欧 臣 瓦 在 [121] 中 刚 证 明 的 , 根本 没有 . 在 [122] 中 可 以 找到 
关于 空间 Ra 的 三 次 切 于 一 条 紧 致 曲线 的 平面 的 数目 的 结果 . 

9.8.7 证 明 的 关键 是 引入 由 


W(t s) = (ut, s), vt, 5)) 一 ([ 广 ,7 一 7(s][P(s),7Gs) 一 6D]) 


定义 的 向 量 场 W : R x R 一 R2. 其 中 [.，.] 表示 R? 的 行列 式 或 典范 面积 形式 wo. 

9.8.8 W 的 零点 和 其 指标 

如 果 f(s) = f(t), 必然 有 W(t,s) = 0. 如 果 f(s) 关 f(t)， 那么 W(t,s) = 0 蕴涵 
f(t) 和 f'(s) 二 者 都 与 f(t) - f(s) 成 比例 , 故 {t,s} 是 一 个 重 切 线 . 正则 性 假设 导致 
在 所 有 这 些 零 点 W(t,s) = 0, 这 表明 它们 是 孤立 零点 , 从 而 可 以 应 用 7.7.8 来 计算 它 
们 的 指标 . 

在 一 个 重点 , W 的 雅 可 比 行列 式 是 


Ou ou 

jw a G0) ,7 = U,-ral 

Oe oo pC) -FO LF), f(s) -7 
Ot os 


= [f(t), f(s)F >0. 


于 是 重点 是 孤立 的 , 并 且 (根据 7.7.8) 指标 是 1. 
在 一 个 重 切线 , 上 面 的 行列 式 等 于 


TJs)W = RC (51 (bt) 一 7(s)] In(s), f(s) — f(t)] # 0. 


如 果 n(t) = 一 n(s), 即 {és} es N- 则 is)W 的 符号 是 +; 反之 , 如 果 n(t) = n(s)， 
即 {t,s} E N+ 则 ee 本 的 符号 是 一. 

总 之 , W 的 所 有 零点 是 孤立 的 , 它们 的 集合 正 是 N+ UN- UDP, 并 且 我 们 已 经 
知道 它们 的 指标 


对 于 N- 和 的 元 素 是 + 1， 
对 于 N+ 的 元 素 是 一 1. 


9.8.9 证 明 的 思路 是 对 于 W 应 用 一 个 定理 7.4.18 类 型 的 定理 . 粗略 地 说 来 ， 
球 用 R? 的 周期 的 平行 四 边 形 代替 ; 困难 在 于 平行 四 边 形 有 项 角 , 必须 把 它们 打磨 圆 
滑 , 以 便 得 到 一 个 斯 托 克 斯 公式 (参见 6.2.2) 适用 的 区 域 . 场 W 在 区 域 的 边界 上 不 
再 是 进入 的 ; 在 边界 上 的 积分 事实 上 给 出 拐点 的 数目 , 即 #I. 
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9.8.10 在 整个 余下 的 部 分 , 我 们 取 定 一 个 充分 小 的 < > 0, 使 得 具有 下 列 性 质 : 

1) Vt : flletre] 至 多 有 一 个 拐点 ， 

2) vt : jet+a] 是 单 射 ， 

3) Vt :Ys ekt,t+a], Ptt) 跟 f(s) 之 间 的 角 < /2. 
这 样 的 < 存在 , 对 于 1), 是 根据 9.8.5; 对 于 2), 是 根据 8.1.1.1 和 [0, 刀 的 紧 致 性 ; 至 
于 3), 如 果 用 a 表示 数值 曲率 K 的 最 大 值 , 根据 8.5.6 和 0.2.6, 只 需 取 =s < r/(2a). 

由 e 的 选取 特别 得 到 : 如 果 t+e < s < t+ 工 一 e, 则 W(t,s) 关 0: 对 于 可 能 
在 D 内 的 点 , 这 是 显然 的 ; 对 于 N+ 或 N- 的 点 , 请 读者 自己 通过 一 个 9.8.13.1 的 
证 明 那 种 类 型 的 推理 , 排除 W(t, s) = 0 的 可 能 性 . 而 在 紧 致 集 百 = {(t,s):0<t< 
2L,t+e <s<t+L-e} 里 , 场 W 仅 有 孤立 零点 , 从 而 其 数目 有 限 . 我 们 已 经 证 明 
了 N+, N-,D 是 有 限 的 . 此 外 , 可 以 选择 to es [0, 工 ), 使 得 集合 


B={(t,s):to <t<tot+L,ttegs<t+L-e} ceQ= 1{0,2L) x [0,3L] 


满足 条 件 9B 门 W-!(0) = &. 计数 问题 : 所 有 {t,s} e N+UN-UD 在 B 内 至 少 有 
一 个 模 工 的 代表 ; 事实 上 , 如 果 t < s, 这 正 是 {t,s} 和 {s,t+ 也 }. 总 结 起 来 , 我 们 有 


D5) indicesW =4r(#N- +#D—#Nt). 
zEW-1(ONB 


(totL,tot2L-e) 


图 9.8.11 
9.8.11 现在 用 依赖 7 > 0 的 区 域 B, 允 近 B, 当 7 趋 于 零 时 ,By 趋 于 B. 比 


如 , 用 跟 边 相 切 的 圆 弧 替换 顶 角 , 以 便 得 到 区 域 B,, 对 于 这 样 的 区 域 可 以 应 用 斯 托 
克 斯 定理 , 诸 B 事实 上 是 C1 类 的 : 
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现在 模仿 7.4.18 的 证 明 . 设 oc 是 51 c R? 上 的 长 度 形式 , 而 Z = W/W 是 W 
的 单位 化 , 它 在 B 一 W-!(0) 上 存在 . 取 充分 小 ,使 得 B, 站 W-!(0) = B Nw-1(0). 
以 丈 一 (0) 为 中 心 的 两 两 不 交 的 小 圆 盘 B; 环绕 W 的 零点 , 令 B, = Bn — [JB;, 


则 跟 7.4.18 一 样 : 


o=/ d(Z*o =/ ze 人 2QFro 一 人/ 2QDFro. 
9 (2°0) BY Bn > Bi 2 


2 


是 Bn 由 W-1(0) = B8 门 W-1(0) 的 元 素 的 指标 的 和 , 这 个 和 在 9.8.10 已 经 算出 , 于 是 


和 


dnr(#N +#D—#N+)= Zo. 
8Bn 


至 于 [/ 。2"0, 它 关 于 是 连续 的 , 取 极限 . 即 得 
4r(#N- 十 # 刀 一 #N+) = / Zo. 
3B 


9.8.12 / Zro 的 计算 
aB 
采用 图 9.8.10 中 的 字母 , 我 们 有 


有 6 TY 6 
1 re- zorf zorf zo f zo. 
8B a ~ B a 


这 些 积分 是 在 平行 四 边 形 aBy6 的 边 上 取 的 . f 的 周期 是 L, 从 而 W 有 周期 L, 随 之 
"y 6 
J Zo= 由 2 


_ W(t,t+e) 
0 = pmorr a 


定义 的 5: R 一 51, 由 于 它 是 L- 周期 的 , 它 对 应 9 : 5! 一 S1, 于 是 


引入 由 


B 
/ 2Qro = 2 deg(g). 


还 是 由 于 周期 性 ， 


6 
[ 2Z"0 = 27 deg(g), 
站 
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于 是 
让 2QFro =4rdeg(9). 
BB 


9.8.13 9 的 映射 度 的 计算 
思路 是 关注 g(t) 处 于 R2 的 哪个 象限 , 这 跟 


Web t +e) = (F(t0), FC) — Ft + e)), [f+ e), TGS 一 GD) 
所 处 于 的 象限 是 相同 的 . 为 了 明确 起 见 , 令 


A1={(7,y) ER?:z>0,y>0), 了 

A = {(2,9) ER? :7 <0,y20), 4 | 4 
As={(z,y) ER? :zr <0,y<0}, 了 
A4={(z,y) ER?:r>0,y<0}. As 44 


9.8.13.1 引 理 

(iD 如果 k(u) >0 vue (t,t+e), 则 g(t) € As; 

(ii) 如 果 ku) <0 Vue (t,t+e), 则 g(t) € Ai; 

( 阁 ) 如 果 3 € (t,t+e), 使 得 k(u)>0 Yuel(tt), 而 k(u)<0 Vue (t,t+e), 
则 g(t) ¢ Aa; 

(iv) 如 果 3t e (t,t 十 e), 使 得 k(u) <0 Vuel(tt), 而 k(u)>0 vue (t,tt+e), 
则 g(t) ¢ 42- 


te J 
ro AG) 
加 0 仿 FES 
人 EY 
Fee rr 
fre) 
AD 7 
GO Gi) (iv) 
图 9.8.13.1 


四 个 情形 的 证 明 是 类 似 的 , 我 们 针对 第 三 个 情形 进行 证 明 ; 读者 如 果 高 兴 , 可 以 
画 一 个 草图 以 帮助 理解 . 用 反 证 法 : 设 g(t) & 44, 则 首先 有 [17(8), f(t) 一 f(t+e)] > 0. 
考虑 函数 :一 (zle) 的 最 大 值 , 其 中 。 是 垂直 于 f(t+e) - f(t) 的 非 零 向 量 ; 设 。 是 
(t+ <) 的 第 一 个 取 最 大 值 的 元 素 . 那么 (f(s)le) > 0, 而 f(s) 平行 于 


flt+e)— f(t) 


而 且 根 据 选择 e 的 条 件 3), 与 之 有 相同 方向 , 从 而 根据 8.2.2.15 有 k(s) < 0, 于 是 根 
据 9.8.13.1 的 (说) 中 萎 的 定义 , s > #7. 其 次 对 于 [f(t 十 6), f(t 十 e) 一 (tj <0 进行 
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同样 的 推理 , 找到 一 个 s' 使 得 (f(sn)je) < 0, 并 且 s' < #; 但 是 由 构造 过 程 知 s < s'; 
这 就 是 要 找 的 矛盾 . 

9.8.13.2 由 假设 , 如 果 k(u) = 0, 则 k'(w) 关 0, 故 拐 点 是 孤立 的 . 特殊 推论 是 它 
们 的 数目 是 有 限 的 . 于 是 可 以 进一步 要 求 前 面 几 段 中 的 = 比 诸 拐点 对 应 的 参数 之 间 
的 最 小 差 还 小 . 用 拐点 分 割 区 间 名, 如 十 刀 成 读 , 志 站. 由 于 k(tit1) 天 0 如果 在 
(t,tit1) 上 大 > 0, 那么 在 (ti1,ti+2) 上 将 有 大 < 0. 

通过 改变 指标 和 平移 , 不 妨 假定 在 (to,t1) 上 , k < 0. 根据 引 理 9.8.13.1, 我 们 发 
现 W(t,t+a)ltoa)] 是 R? 一 {0} 中 的 一 个 路 径 , 出 发 点 在 4A1 内 , 而 终点 在 4s 内 ,从 
不 经 过 42. 如 果 


fF:ltotot+L— oR 
表示 g : [to,to + 一 51 的 提升 , 那么 这 个 事实 表明 : 如 果 这 个 提升 使 得 


stos[o 引 ， 则 Sa) e [一 -下 


接着 , 基于 同样 的 理由 , 我 们 发 现 


a e -a0,- 军 | 
如 此 继续 下 去 ; 如 果 i = #1, 则 实际 上 就 是 说 加 十 二 = 二 由 于 


g(ti) = g(to + L) = g(to), 


故 有 
Glto + L) = 9(ti) = 9(t1) 十 2r deg(g); 
前 面 的 讨论 表明 
, s bv 
9(ti) € [=in, 一 in 十 引 
8 aA) A 
8 x - 芝 下 -0 时 
k>0 120 -一 
Jo 0) ”AAA f(a) 
C ss Whtotote) 
Rs mte) 


Wittte) 


图 9.8.13.2 
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故 必然 有 


9.9.1 证 明 9.1.11. 

9.9.2 计算 图 8.1.5 中 的 四 条 曲线 的 回转 数 . 

9.9.3 设 C 是 R?=C 的 一 条 C2? 类 的 定向 闭 凸 曲线 , 其 曲率 处 处 非 零 . 

a) 证 明 存在 C 的 2r- 周期 的 一 个 参数 表示 f 和 一 个 2r- 周期 的 函数 p, 使 得 
C 在 f(t) 的 切线 是 方程 为 zcost +ysint 一 p(t) = 0 的 直线 , 并 且 


T(t) = exp Ei 人 牛 3)] . 


b) 通过 p 及 其 导数 计算 C 的 曲率 (参见 8.7.21), 长 度 和 面积 . 

c) 设 C' 是 具有 同样 性 质 的 第 二 条 曲线 . 假定 对 于 C 和 C' 各 自 的 任意 点 m 和 
m’, 存在 一 个 位 移 f, 使 得 f(m) = m, f(tgmC') = tgmC, 并 且 f(C') 含 于 C 的 内 
部 的 闭 包 内 . 证 明 


Long(C) Long(C’) < 2r(Aire (Cint ) + Aire (Cl )). 


由 此 导出 : 如 果 RR 是 包含 C 在 其 内 部 的 最 小 圆周 的 半径 , 而 > 是 完全 含 于 C 
的 内 部 的 最 大 圆周 的 半径 , 则 有 邦 纳 森 不 等 式 


Long?(C) - 4rAire(C) > r2( 尽 一 7)2， 


故 不 等 式 度量 等 周 亏损 . 
9.9.4 确定 由 


pi ( 坟 edt 二 的 ) 
sin(t/2) 2’ sin(t/2) 


定义 的 曲线 的 弗 雷 内 标 架 , 曲率 和 挠 率 . 
9.9.5 考虑 方程 为 


(zz 十 只 十 2 十 o2 一 r2)2 一 4az(z2 二 22) =0 


的 环 面 T, 它 是 由 方程 为 y = 0,(z 一 a)? 二 z? 一 7? = 0 圆周 以 Oz 为 轴 的 旋转 曲面 . 
令 r= asinb 将 是 方便 的 . 

a) 求 上 的 跟 所 有 纬 线 曲 线 交 于 定 角 V 的 曲线 (可 以 求 它们 在 平面 >= 0 上 
的 投影 并 且 利用 极 坐标 ). 证 明 对 于 Y = 90, 我 们 得 到 圆周 , 它们 在 平面 > = 0 上 的 投 
影 是 一 个 焦点 为 O 的 椭圆 . 在 一 般 情形 下 , 令 上 = tan V/ tan9, 如 果 上 是 整数 , 则 得 
到 简单 闭 曲线 . 
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b) 由 a) 推出 在 所 有 环 面 上 存在 简单 闭 曲线 , 其 曲率 总 不 为 零 . 
9.9.6 设 f 是 Rs 的 一 条 定向 几何 弧 C 的 弧 长 参数 表示 . 
a) 在 什么 条 件 下 可 以 求 出 数值 函数 9 和 a, 使 得 


tm g(t) = f(t) + (cosO(t)v + sinQ(t)B)alt) 


定义 一 个 几何 弧 , 它 在 g(t) 的 切线 是 C 在 f(t) 的 法 线 ? 
b) 现在 假定 C 是 一 条 长 度 为 工 的 闭 球面 曲线 .借助 前 面 的 计算 证 明 


L 
yf. Tdt=0. 
0 


9.9.7 “对 于 满足 欧 拉 方 程 的 曲线 的 一 个 不 等 式 及 其 应 用 

a) 考虑 按照 8.7.21 的 方式 由 函数 和 大 定义 的 两 条 平面 曲线 C 和 D. 假定 它们 
的 止 侧 朝向 原点 . 此 外 假定 ,比如 对 于 t = 0 它们 彼此 相 切 , 于 是 h(0) = k(0), h'(0) = 
k'(0). 证 明 如 果 对 于 所 有 t, C 在 参数 t 对 应 点 的 曲率 大 于 或 等 于 D 在 同一 参数 对 
应 点 的 曲率 , 则 C 含 于 DD 的 内 部 (至 少 对 于 充分 小 的 ). 


图 9.9.7 


b) 由 上 推出 如 果 C 是 平面 闭 凸 曲线 , 而 了 (对 应 的 , 7) 是 C 的 一 个 半径 最 小 的 
(对 应 的 , 最 大 的 ) 密切 圆 , 则 工 可 以 在 C 内 自由 滚动 , 而 C 可 以 在 TT 内 自由 滚动 . 

c) 奥斯曼 通常 六 顶点 定理 .这 里 谈 到 的 是 以 奥斯曼 [137] 的 十 分 简单 和 非常 自然 
的 方式 证 明 四 顶点 定理 . 设 C 是 一 条 简单 闭 曲 线 , 为 了 简化 证 明 , 设 它 是 凸 的 . 假定 
是 包含 C 在 其 内 部 的 最 小 的 圆周 , 而 R 是 其 半径 (可 以 证 明 六 总 是 唯一 的 但 非 
局, 如 果 执意 追根 究 底 , 参见 [40], 11.5.8 荣 格 定理 ). 设 m 和 7 是 C 跟 工 的 两 个 接 
触 点 , 在 m 和 n 之 间 再 没有 其 他 接触 点 . 证 明 只 要 C 和 卫 不 重合 , 则 在 m 和 nn 之 
间 存 在 C 的 点 p, 在 该 点 曲率 大 于 1/R, 由 此 导出 如 果 三 和 C 在 个 点 相 切 , 则 C 
至 少 有 2n 个 顶点 . 我 们 注意 到 在 一 般 情 形 下 n > 3. 


第 十 章 。 Rs 的 曲面 的 局 部 理论 的 简短 
导 引 


R? 的 曲线 的 局 部 理论 是 第 九 章 4、5 两 节 的 研究 对 象 ,是 相当 简单 的 : 定理 8.5.7 
表明 , 单独 曲率 (作为 弧 长 的 函数 ) 一 个 不 变量 , 就 可 以 刻画 它们 的 特征 . 这 种 简单 
性 的 本 质 理由 在 于 (在 任意 维 数 的 空间 内 的 ) 曲线 的 内 萄 几何 总 是 平凡 的 : 由 一 条 曲 
线 的 各 个 弧 段 的 长 度 得 到 的 度量 等 同 (等 距 ) 于 R. 的 一 个 区 间 的 度量 . 至 于 刻画 R2 
的 一 条 曲线 的 “形状 ” 和 “位 置 " 的 曲率 只 不 过 是 普 普通 通 的 数值 函数 . 

Rs 中 的 曲面 则 杀 然 不 同 . 这 有 两 个 理由 : 第 一 个 理由 是 曲面 的 内 区 几何 一 般 说 

来 不 同 于 R2 的 一 个 开 集 的 内 蕴 几 何 ( 欧 几 里 得 几何 ); 比如 一 个 球面 , 即使 是 局 部 
地 , 也 决 不 等 距 于 R2 的 一 个 开 集 . 这 个 内 萄 几何 的 研究 属于 2 维 黎 曼 几何 , 本 身 构 
成 一 整套 理论 . 第 二 个 理由 是 R3 中 的 一 个 曲面 在 一 个 点 的 状态 现在 依赖 的 不 再 是 
数值 函数 , 而 是 一 个 二 次 型 , 叫做 “第 二 基本 形式 ", 通常 记 作 71, 至 于 我 们 的 曲面 的 
黎 曼 结构 , 即 内 蕴 几 何 , 记 作 7, 更 常常 记 作 9 或 ds2. 
于 是 我 们 的 导 引 由 四 部 分 组 成 . 第 一 部 分 是 7 和 区 的 定义 和 许多 重要 的 例子 ， 
每 个 例子 同时 反映 多 个 侧面 . 接着 研究 只 是 属于 内 蕴 度 量 7 而 不 依赖 曲面 在 Rs 中 
的 形态 的 有 关 对 象 . 继而 研究 I. 最 后 我 们 研究 和 I 之 间 的 联系 , 它们 并 非 是 彼此 
独立 的 . 

这 个 主题 是 丰富 的 ; 在 1896 年 就 有 达 布 的 两 千 页 的 宏 篇 巨著 , 尚未 包罗 万 象 , 故 
这 里 必须 有 所 割舍 . 我 们 希望 的 杂 个 人 偏好 的 选择 结果 既 能 够 使 读者 高 兴 , 又 不 至 
过 多 激怒 专家 . 

对 于 曲面 论 的 文献 导 引 . 在 达 布 之 后 ([36], [37], [38], [39]), 在 涉及 古老 内 容 方面 
(并 未 包含 全 部 , 也 没有 用 现代 语言 进行 推广 ), 覆盖 这 里 引用 到 的 大 部 分 结果 的 唯一 
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著作 是 斯 皮 瓦 克 的 文集 :[21], [63], [64], [65]， 对 于 基础 知识 , 窦 卡 莫 (Do Carmo) 的 
[41] 有 详尽 且 完 善 的 处 理 . 著作 [69] 以 相当 紧缩 的 篇 幅 包 含 了 众多 内 容 . 文献 [130] 
像 是 对 于 我 们 的 概述 的 补充 , 会 让 某 些 人 喜欢 . 大 部 分 整体 结果 的 更 为 快速 的 处 理 方 
式 见 于 [62]. 除 此 之 外 , 我 们 还 指出 [5], [11], [15], [18], [29], [33], [67], [69], [74], [735], 
这 些微 分 几何 著作 尽管 内 容 多 守 各 不 相同 , 但 都 包含 曲面 论 . 一 个 早期 的 但 仍然 充满 
活力 的 著作 是 [68]. 我 们 选择 文献 的 原则 是 减轻 阅读 负担 : 对 于 经 典 问题 我 们 没有 
给 出 文献 , 这 些 问 题 在 所 有 相关 著作 中 都 会 论 及 , 大 家 可 以 参阅 它们 的 索引 . 


10.1 定义 

10.2 例子 

10.3 曲面 的 两 个 基本 形式 

10.4 通过 第 一 基本 形式 计算 的 量 (2 维 黎 曼 几何 ) 
10.5 高 斯 曲率 

10.6 第 二 基本 形式 以 及 通过 它 计算 的 量 

10.7 曲面 的 两 个 基本 形式 之 间 的 关系 

10.8 关于 Rn"+l 中 的 超 曲面 


10.1 定 义 


10.1.1 我 们 在 本 章 研究 R3 中 的 曲面 , 即 这 个 欧 几 里 得 空间 的 2 维 子 流 形 . 根 
据 基本 定理 2.1.2, 我 们 自然 会 认可 : 

10.1.2 ”定义 

我 们 称 R3 中 的 2 维 子 流 形 为 R3 的 (整体 ) 曲面 .如 果 一 个 曲面 可 以 用 单独 一 
个 坐标 卡 定义 , 即 (参见 2.2.3) 存在 R2 的 一 个 开 集 U 和 一 个 浸入 g e Cee(Ui Ra)， 
使 得 g 是 从 U 到 其 像 V = g(U) 的 一 个 同 胚 , 则 称 此 曲面 为 R3 的 (局 部 ) 曲面 . 

在 后 面 , 除非 行文 当中 强调 , 我 们 不 明确 区 分 整体 和 局 部 曲面 有 时 候 , 相关 结 
果 仅 当 曲 面 缩小 到 它 的 一 个 开 集 时 才 成 立 . 我 们 把 这 个 工作 留 给 读者 动手 来 做 . 这 
就 好 比 , 即使 有 向 导 讲解 , 还 是 要 睁 开 双 眼 亲自 看 一 看 你 要 游览 的 景物 . 

10.1.3 ”推论 

给 定 一 个 局 部 曲面 的 两 个 完整 坐标 卡 pp 和:V 一 R2, 则 gp(V) 和 w(V) 是 RR? 
的 通过 p ou%-1 微分 同 胚 的 两 个 开 集 (参见 2.2). 

基于 方便 叙述 和 区 分 性 质 本 身 的 实际 理由 (此 外 , 参见 下 面 的 10.2.1.4, 10.2.2.5， 
10.2.3.8 和 10.2.4 等 ), 现在 就 引进 第 十 一 章 将 要 研究 的 整体 对 象 是 适宜 的 . 

10.1.4 定义 

一 个 2 维 抽象 流 形 X 和 一 个 浸入 f e Ce (X;R3) 的 配对 (X,f) 称 为 一 个 R3 
的 (整体 ) 曲面 . 


10.2 例 了 于 355. 


第 九 章 的 曲线 是 简单 的 , 因为 仅 存在 两 个 1 维 抽象 流 形 : R 和 圆周 5! ( 既 便 是 
51, 它 也 可 以 看 作 R 上 的 具有 周期 性 的 对 象 ). 而 这 里 曲面 的 状况 要 更 加 复杂 , 因为 
存在 众多 的 抽象 曲面 : 参见 4.2.25. 


10.2 例 于 


定理 2.1.2 提供 了 一 种 局 部 等 价 性 , 它 表明 对 于 局 部 曲面 , 三 种 性 质 类 型 的 例 
子 呈 现 出 来 : 图 像 , 隐 函 数 方程 和 参数 表示 .我 们 理所当然 地 遵循 这 个 思路 来 列举 
曲面 . 

10.2.1 图 像 

对 于 R2 的 所 有 开 集 U 和 f e Ce(U;R), 由 图 像 {(z,y, f(z,y)) : (zx,y) EU} 

提供 R3 内 的 一 个 曲面 . 简单 地 把 它 写成 = 了 或 > = f(z,9). 

10.2.1.1 球面 (参见 2.1.6.2) 

取 开 圆 盘 z2 十 好 <1 作为 U, 而 f= V1 一 好. 不 过 要 六 个 这 样 的 图 像 才 
能 覆盖 球面 5? C R3. 

10.2.1.2 二 次 图 像 


这 是 梯 加 抛物 面 = = 瑟 + 妙 和 双 曲 抽 物 而 =- 一 东 . 
可 以 把 非 正常 二 次 曲面 ， i a i 里 ,U 是 
整个 R2. 


图 10.2.1.2 
摘自 E. Rouche 和 Ch. de Comberousse 的 TraitE de géométrie, 巴黎 , Gauthier-Villars, 486 页 和 492 页 


10.2.1.3 平移 曲面 (10.2.3.1 的 特殊 情形 ) 

这 是 z = f(z,y) = 4(z) + B(y); 注意 这 是 两 种 方式 的 平移 , 一 个 是 沿 x 轴 方 向 ， 
而 另 一 个 是 沿 y 轴 方 向 . 如 果 4 和 B 定义 于 整个 直线 R, 那么 曲面 就 定义 在 整个 
R2 上. 
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Gy,AC) BO)) 


= 420+B802) 
图 10.2.1.3.1 
反之 , 像 谢 而 克 Scherk 曲面 z = log(cosz) 一 log(cosy) 仅 定义 在 图 10.2.1.3.2 的 


阴影 部 分 . 用 通过 网 格 线 的 点 的 竖 直 线 补充 这 个 图 像 是 自然 的 . 
过 渡 到 R? 的 极 坐标 p 和 4, 一 般 谢 而 克 曲 面 由 


/Bra 
z=blog [VP rot+ PH] teare tone (EEB) te te lehe en 
QVAP 一 


表示 ， 
这 是 极 小 曲面 中 的 (参见 [36], 328 页 ) 的 所 有 螺旋 面 . 对 于 极 小 曲面 中 的 平移 
面 , 参见 10.6.9.2 和 [36], 406 页 . 

读者 或 许 更 喜欢 把 平移 曲面 写成 z = (4(2z) + B(2y))/2 的 样子 , 这 样 就 使 得 这 
个 曲面 是 由 其 端点 描绘 两 条 固定 曲线 的 线段 的 中 点 构成 . 这 个 方法 也 可 以 用 到 下 面 
的 例子 10.2.3.1 上 . 


图 10.2.1.3.2 


摘自 M.P.Do Camo, Differentie! geometry of curves and surfaces. Prentice Hall, 209 页 


10.2.1.4 普 吕 克 劈 锥 曲面 

这 是 曲面 > = Fr 必须 去 掉 原点 的 R2 作为 U. 还 可 以 参见 10.2.2.4. 普 
昌 克 (pliicker) 劈 锥 曲面 还 是 一 个 直 纹 曲 面 . 它 具有 以 下 性 质 : 对 于 空间 的 任意 一 个 
点 p,p 在 曲面 的 直线 上 的 投影 是 一 个 圆锥 曲线 , 而 此 圆锥 曲线 在 平面 2 = 0 上 的 投 
影 是 一 个 圆周 . 这 个 性 质 是 普 昌 克 辟 锥 曲面 的 特征 , 甚至 还 有 下 列 弱 得 多 的 特征 性 
质 : 一 个 直 纹 曲面, 如 果 空间 的 所 有 点 在 其 母线 上 的 投影 是 一 条 平面 曲线 , 则 它 必定 
是 普 昌 克 臂 锥 曲面 . 这 个 问题 跟 下 列 问题 相当 , 求 单 参数 的 位 移 族 , 在 位 移 中 一 个 不 
变 图 形 的 点 描绘 出 一 条 平面 曲线 . 对 于 所 有 这 些 内 容 , 参见 [36], 99 页 . 


图 10.2.1.4 


10.2.2 由 了 = Fi(0) 定义 的 曲面 
10.2.2.1 柱 面 
如 果 方 程 中 有 一 个 坐标 不 出 现 , 比如 F(z,y) = 0, 就 得 到 一 个 轴 平 行 于 > 轴 的 
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2 2 
由 去 土 一 1 =0 定义 的 椭圆 柱 面 和 双 曲 柱 面 就 是 这 样 的 柱 面 , 它们 是 退化 二 
次 曲面 . 


图 10.2.2.1 


10.2.2.2 平面 

方程 是 az++ 刀 +cz+d=0. 

10.2.2.3 非 退 化 二 次 曲面 

除 10.2.1.2 的 两 类 抛物 面 外 , 还 有 二 次 曲面 : 


Pa 7 22 : 
五 + 本 + 一 1=0: 椭 球面; 
zr2 z2 

A 
五 + 太 - 豆 -1 0: 单 叶 双 曲面 ; 
.2 2 


于 “多 于 1-0: 双 叶 双 曲 面 . 


mB ce 


图 10.2.2.3.1 


摘自 B. Rouché 和 Ch. de Comberousse 的 Traité de glométrie, 483 页 , 490 页 和 493 页 


人 们 发 现 , 即使 研究 这 几 类 二 次 曲面 中 的 一 类 , 考虑 称 为 共 焦 二 次 曲面 的 单 参 
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数 族 


2 
a-A b-A cA 
也 是 很 基本 的 . 


图 10.2.2.3.2 


它们 有 一 个 性 质 : 形成 三 重 正 交 族 , 即 在 三 个 曲面 都 通过 的 每 个 点 , 它们 的 切 平 
面 (参见 2.5) 两 两 正 交 . 把 和 分 为 三 个 区 间 : -oo < pz <c<p1<b<p<a. 在 每 
个 区 间 , 我 们 有 同一 类 型 的 二 次 曲面 要 研究 . 同等 重要 的 是 通过 一 个 映射 用 参数 表 
示 R3 的 对 应 部 分 . 该 映射 令 一 个 点 对 应 通过 这 个 点 的 每 种 类 型 的 曲面 的 三 个 参数 . 
利用 记号 


N=(a-NE-NC-N 和 pWN)= -PN-p) Np2), 
则 有 等 式 


2 y Ea 2(A) 2 dy2 yp '(pi) pj? 
HRA+aN- 1 FO de +dy +dz? =42 yd 


第 二 个 等 式 立即 表明 切 平面 的 正 交 性 . 还 有 变换 公式 


plo) Pb) ple) 
人 -多 -5 一 Cat 可 ”全 全 


以 及 参数 表示 , 例如 , ( 仅 八 分 之 一 的 ) 椭 球 面 ( 它 对 应 于 pz = 0): 


ala—wa-v) _ fbb—wb-v) _ /cc—u)(c—wv) 
ba (= 这 二 (OO 一 3 


10.2.2.4 代数 曲面 
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这 是 曲面 F(z,y,z) = 0, 其 中 下 是 一 个 多 项 式 , 如 果 它 是 齐 次 的 , 此 种 曲面 是 
顶点 在 原点 的 锥 面 . 显然 必须 去 掉 使 得 微分 d 下 为 零 的 点 , 因为 FF 应 当 是 一 个 漫 没 
(总 是 根据 定理 2.1.2). 不 过 , 如 果 允 许 dF = 0 的 点 , 就 会 有 浸入 曲面 : rz2 ~ 刀 = 
就 是 其 中 的 一 个 例子 . 对 于 10.2.1.4 的 普 吕 克 曲面 , 它 可 以 由 zy = z(z2 十 妨 ) 定义 ， 
这 就 在 原来 的 图 像 上 增加 了 z 轴 . 10.2.1.4 的 普 吕 克 曲 面 是 一 个 浸入 曲面 , 仅 有 的 两 
个 例外 点 是 (0,0, 土 1/2). 

10.2.2.5 ” 恩 尼 珀 (Enneper) 曲面 

其 定义 是 


-7x 222 2 yy-zr 1 8 212 
[ 22 +19 + 引 -| Ee -4+w+ee) + 4 
比方 说 , 利用 在 10.2.3.6 将 给 出 的 参数 表示 ， 就 可 以 确信 它 处 处 是 漫 和 的， 作为 


似乎 尚未 提 及 的 性 质 所 刻画 的 曲面 ， 我 们 还 会 发 现 它 : 参见 10.2.3.6, 10.2.3.13 和 
11.16.7. 


图 10.2.2.5 
摘自 前 面 引用 的 Do Camo 的 著作 , 205 页 


10.2.2.6 ”四 次 圆 纹 曲面 和 迪 潘 四 次 圆 纹 曲面 (参见 10.2.3.12) 
一 般 四 次 圆 纹 曲 面 由 方程 
22 和 人 和 22 (z+ +22 BR) (e+ +z— R)? 

al 一 入 az 一 入 as 一 入 4R2(aa 一 和) 4R?2(as 一 入) 
定义 , 其 中 五 个 a; 和 五 是 任意 的 , 而 和 是 一 个 参数 . 当 和 变化 时 , 它们 形成 正 交 的 
三 曲面 系统 . 当 ai(i = 1,2,3) 中 至 少 有 两 个 相等 时 , 它们 称 为 迪 潘 (Dupin) 四 次 圆 纹 
面 . 它们 还 是 同时 满足 尚未 明确 提 到 的 多 种 性 质 的 公共 解 . 参见 10.6.8.2.4, 11.21， 
40], 20.7, 以 及 有 更 多 内 容 的 [91] 的 第 6 章 . 以 下 是 它们 当中 的 几 个 例子 


=0 


10.2 例 子 * 361 - 


图 10.2.2.6 


摘自 D. Hilbert 和 S. Cohn-Vossen; Anschauliche Geometrie, 


Berlin, Verlag Von Julius Springer, 193 页 和 194 页 


10.2.2.7 波 曲面 

给 定 欧 几 里 得 平面 的 两 条 固定 直线 和 一 条 变动 直线 ( 纸 带 ), 使 得 它 上 面 的 两 个 
固定 点 保持 在 两 条 给 定 直线 上 . 那么 当 运 动 完成 时 , 所 有 固定 在 变动 直线 上 的 点 描 
绘 出 一 个 椭圆 (两 个 基点 除外 , 它们 描绘 出 线段 ). 

现在 考虑 空间 里 的 类 似 问 题 . 也 就 是 说 , 给 定 三 个 固定 平面 (为 了 简单 起 见 , 假 
定 它们 两 两 正 交 ) 和 一 条 变动 直线 , 固定 在 其 上 的 三 个 点 被 控制 在 三 个 固定 平面 上 . 
那么 , 首先 当 变动 直线 的 所 有 可 能 位 置 被 穷尽 时 , 在 其 上 固定 的 任意 的 一 个 其 他 的 
点 将 描绘 出 一 个 椭 球 (在 某 些 情形 下 是 椭圆 ); 这 是 椭 球 的 一 种 机 械 生 成 方式 . 

其 次 , 这 里 存在 (参见 3.5.15.5) 一 个 带 一 个 参数 的 平行 曲面 (参见 10.2.2.12) 的 
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图 10.2.2.7.1 


图 10.2.2.7.2 
摘自 曾经 引用 的 EE, Rouché 和 Ch. de Comberousse 的 著作 , 501 页 和 503 页 


族 , 以 这 个 带 两 个 参数 的 直线 的 族 作为 ( 正 交 于 曲面 的 ) 法 线 的 集合 . 我 们 可 以 从 一 
个 椭 球 面 出 发 , 用 称 为 “ 拱 点 ”的 几何 构造 的 方法 来 构建 这 样 一 个 曲面 . 参见 [39]， 
注解 仁和 项 以 及 [76], 496 页 . 它 曾经 由 菲 涅 耳 (Fresnel) 在 物理 学 里 引进 , 因为 它 表 
示 一 个 点 光源 在 双 折射 介质 的 波 前 . 其 中 的 一 个 曲面 的 方程 是 锥 形 


2 Ea 2 其 中 po -i i 
Fitnntpa- -0, p=72 + +22. 
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在 [39] 的 注解 煤 中 对 于 此 曲面 有 详尽 的 研究 . 这 个 曲面 有 四 个 锥 形 点 (要 据 弃 
的 奇异 点 ) 和 四 张 平面 , 沿 R3 的 一 个 圆周 跟 曲面 相 切 . 


10.2.2.8 由 (2 ”+ (9+ (3) = 1 定义 的 曲面 称 为 四 面体 曲面 ， 而 曲面 


zmy"zP = 1 也 是 这 种 曲面 , 当 诸 指数 可 公 度 时 它们 是 代数 曲面 . 对 于 这 些 曲 面 , 参 
见 [36], 203 页 . 要 特别 注意 , 按照 m,n,p 是 整数 或 非 整 数 , 正 数 或 非 正 数 , 有 理 数 或 
无 理 数 , 必须 扣除 F-1(0) 的 某 些 子 集 . 
10.2.2.9 旋转 曲面 
如 果 f(z,z) = 0 定义 zz 平面 上 的 一 条 曲线 , 那么 由 这 条 曲线 绕 z 轴 旋 转生 成 
旋转 曲面 , 其 方程 是 F(z,y,z) = fJ(Vzz+s2,z) = 0. 仅 当 广 !(0) 有 奇异 性 时 , 或 
广 !(0) 与 z 轴 相 交 时 它 有 奇异 性 风险 . 如 果 前 述 的 二 次 曲面 中 的 系数 a,b,c 中 有 两 
个 相等 , 那么 它们 就 是 旋转 曲面 (参见 10.2.2.3). 

是 链 面 或 法 国 数学 家 称 之 的 庭 芥 花 面 是 由 coshz = Vz2 十 好 定义 的 旋转 曲 
面 . 这 是 唯一 的 旋转 极 小 曲面 (参见 10.6.6.6.3). 名 称 悬 链 面 来 自 曲 线 z = coshz 表 
示 是 一 条 链 的 平衡 形状 , 该 链 悬挂 在 重力 场 中 的 两 个 点 上 , 从 而 曲线 称 为 悬 链 线 . 所 
说 的 唯一 性 来 自 悬 链 线 用 其 曲率 中 心 表达 的 特征 (参见 8.7.20). 悬 链 面 和 悬 链 线 的 
图 形 如 图 10.2.2.9: 


于 这 
和 13 四 加 必 7 
T+ 
yy » + 

[二 二 

-二 曲率 中 心 
2 
> 
图 10.2.2.9 
摘自 前 面 引用 的 Do Carmo 的 著作 , 222 页 
10.2.2.10 螺旋 面 


这 是 曲面 tan z = ay, 它 由 正 交 于 螺丝 的 轴 的 直线 以 拧 螺丝 的 方式 行进 的 轨迹 


来 定义 . 如 果 a = 1, 则 说 它 是 “ 方 螺纹 ”螺旋 面 . 
10.2.2.11 方程 e*+eY+e” ==1 定义 一 个 平移 曲面 . 它 还 可 以 用 另外 一 种 不 同 
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摘自 前 面 引用 的 D. Hilbert et S. Cohn-Vossen, 


的 著作 , 209 页 
摘自 Spivak, A comprehensive Introduction to 
Differential Geometry, 248 页 


图 10.2.2.10 


方式 定义 , 参见 10.2.3.1. 
10.2.2.12 平行 曲面 
如 果 当 k 变动 时 得 到 曲面 族 F(z,y,z)=k. 而 F 的 梯度 的 范 数 是 常数 , 比如 
BP OF OF EE a 
( 芝 ) + ( 芭 ) + (到 ) = 1, 那么 这 个 族 的 曲面 是 两 两 平行 的 , 即 至 少 对 于 变化 
不 大 的 必 一 个 曲面 上 的 每 个 点 到 另 一 个 曲面 的 距离 是 定 值 . 对 于 其 逆 , 参见 3.5.15.5. 


FO) 


| FN 


图 10.2.2.12 


10.2.3 ”由 R? 的 开 集 的 浸入 定义 的 曲面 

10.2.3.1 平移 曲面 

我 们 这 里 推广 10.2.1.3, 为 此 , 考虑 Rs 的 任意 两 条 曲线 民 和 G (定义 在 同一 个 
区 间 I 上 ), 并 且 考 虑 从 工 x 工 到 R3 内 的 映射 (uv) 一 忆 (uw) + G(v). 这 将 是 一 个 双 
平移 曲面 . 但 是 它 还 可 以 用 另 一 种 方式 定义 吗 ? 索 福 斯 李 完全 回答 了 这 个 问题 : 一 


10.2 例 EE “365 - 


般 解 是 从 一 条 其 上 有 任意 四 个 点 的 4 阶 平面 代数 曲线 出 发 , 并 且 用 与 之 关联 的 阿 贝 
尔 积分 表示 , 参见 [36], 159 页 . 一 个 十 分 特殊 的 情形 是 这 条 曲线 退化 成 两 条 圆锥 曲 
线 . 不 计 一 个 射影 变换 , 结果 总 是 10.2.2.11 的 曲面 ez +ey + ez = 1. 事实 上 , 对 于 
任意 实数 ob% c, 可 以 通过 十 分 不 同 的 浸 和 人 


on (| 人 和 三 引 | 全 < | 千张 =) 


表示 它 . 

10.2.3.2 一 般 注解 

在 所 有 例子 里 , 我 们 只 给 出 公式 ; 不 过 始终 并 不 关心 它 是 否 真正 至 少 给 出 一 个 
浸入 . 

10.2.3.3 球面 

在 10.2.1.1 中 的 (z,g) 呈 土 V1 一 7z2 一 周围, 可 以 考虑 6.1.6 的 地 球 坐标 


(2,9) = (cospsing,sinsinbcosb). 


令 w=logtan9 和 vw 二 yp 得 到 梅 卡 托 投 影 


图 10.2.3.3 


(u,v) 一 (sechu cosv, sechu .sinvtanhv)， 
最 后 还 有 北极 球 极 投影 
Cen ( du 4v 2(u2 + v2) ) 


+ 如 ++ 2+V2+4 2 十 12 十 4 
(参见 2.8.7,5.7 和 [40],18.1.4). 
10.2.3.4” 椭 球面 参见 10.2.2.3. 
10.2.3.5 ”旋转 曲面 
如 果 在 10.2.2.9 考虑 的 zz 平面 的 曲线 有 参数 表示 v 一 (j(u),g(v)), 则 它 生成 的 
旋转 曲面 可 以 写成 


(u,v) > (cosu fo,sinu f(v),g9(o)). 
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对 于 悬 链 面 这 将 是 z = cosu:coshu,y = sinu:coshu,z =v. 贝尔 特 拉 米 曲面 (经 常 称 
为 伪 球 面 , 可 能 更 早 由 明 金 (Minding) 发 现 ) 是 由 昌 物 线 v (二 tanh 


生成 的 旋转 曲面 . 点 物 线 既 是 基 链 线 的 渐 伸 线 ,又 可 以 用 图 10.2.3.5 指出 的 切线 性 质 
刻画 其 特征 . 


摘自 前 面 引用 的 DoCarmo 的 著作 , 169 页 
图 10.2.3.5 


在 10.5.3.10, 10.6.9.6 和 11.10.2 还 可 以 见 到 旋转 曲面 的 其 他 重要 例子 . 

10.2.3.6 ”对 于 极 小 曲面 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 公式 

在 R2 = C 的 开 集 U 上 考虑 任意 全 纯 函数 f(2Z) = f(z +iy). 在 从 原点 到 2 的 
任意 路 径 上 进行 积分 , 从 而 由 


2 
z(u,v) = Re (/ (1— 22)f(2)d 2) 
0 


Z 
y(u,v) = Re (/ (1 十 zaz) $ 


z(u,v) = Re (2[ zrenz) 
0 


定义 到 R3 内 的 浸入 . 在 某 种 意义 下 这 个 曲面 表示 最 一 般 的 (局 部 的 , 否则 将 会 遇 到 
复 变量 的 积分 的 多 值 问题 ) 极 小 曲面 (参见 10.6.9.2 和 [42], 64 页 ). 对 于 不 出 现 积分 
的 公式 , 参见 [36], 340 页 . 如 果 取 最 简单 的 函数 1(2) = 2, 正好 又 碰 到 10.2.2.5 的 思 
尼 珀 曲面 , 它 的 一 个 参数 表示 是 


也 4 | 
(u,v) 一 tne en A —v |. 


10.2 例 学 .367 . 


这 里 如 果 令 v 呈 +uv 一 二 和 (wo) 一 (wu, -四 , 其 对 称 性 立刻 呈现 . 

如 果 把 7 换 成 ein 记 , 我 们 就 得 到 彼此 等 度量 的 极 小 曲面 的 单 参数 族 . 适当 选取 
了 准确 地 说 就 是 取 f(Z) = 1/2, 当 a 变动 时 , 就 得 到 把 悬 链 面 和 方 螺纹 螺旋 面 联结 
起 来 的 曲面 的 连续 族 , 参见 10.4.1.7 和 11.16.5. 


本 
了 


摘自 前 面 引用 的 M. Spivak 的 著作 , 248 页 和 249 页 


10.2.3.7 直 纹 面 (“扭曲 面 ”) 

这 里 涉及 的 是 由 单 参数 的 直线 ( 称 为 曲面 的 母线 ) 族 的 运动 生成 的 曲面 . 它 可 以 
粗略 地 写成 

10.2.3.8 (wo) 一 下) 一 mw) 二 2 é(u), 


其 中 m(w) 是 Ra 的 一 条 曲线 , 而 & 描绘 单位 球面 5? 上 的 一 条 曲线 . 
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< E(u) 


m 


图 10.2.3.8.1 


在 普通 的 柱 面 和 锥 面 之 外 , 我 们 已 经 接触 到 的 直 纹 面 有 : 螺旋 面 10.2.2.10, 双 曲 
抛物 面 10.2.1.2, 单 叶 双 曲 面 10.2.2.3 和 普 吕 克 劈 锥 10.2.1.4. 有 两 个 巧妙 的 参数 表 
示 ; 第 一 个 在 于 取 曲 线 m 为 正 交 于 母线 的 轨 线 , 于 是 总 有 (mv|é) = 0. 第 二 个 更 精 
细 并 且 是 唯一 的 参数 表示 , 在 于 要 求 (m'|65) = 0. 其 几何 解释 如 下 所 述 . Ra 的 任意 
两 条 直线 确定 一 条 公 垂 线 , 一 个 距离 和 一 个 角 . 当 取 它们 的 极限 值 时 , 我 们 得 到 : 在 
&(t) 天 0 的 所 有 区 间 (自然 的 假设 , 因为 对 于 所 有 t,t'(t) = 0 这 一 容易 研究 的 情形 ， 
给 出 柱 面 ) 存在 唯一 一 条 在 直 纹 面 5 上 描绘 的 满足 (mx'|') = 0 的 曲线 m, 称 为 它 的 
腰 线 ,而 腰 线 上 的 点 称 为 中 心 点 . 请 读者 对 于 上 面 列举 的 直 纹 面 确定 其 腰 线 . 

现在 假定 在 10.2.3.8 中 (m'|t") = 0. 那么 无 限 接近 的 两 条 母线 的 距离 和 夹 角 的 
比值 的 极限 是 5 的 分 布 参 数 , 它 由 混合 积 和 = (m',€',é) 给 定 . 这 个 参数 表示 的 是 当 
邻近 的 母线 趋 于 所 考虑 的 母线 时 , 它们 的 距离 和 夹 角 的 比值 的 极限 . S 的 切 平面 由 其 
全 OF .OF 

DB =m AE+vE AE) = XM' Tue AE) 
确定 . 

这 个 公式 表明 一 条 给 定 母 线 上 的 四 个 点 处 的 切 平面 的 交 比 等 于 四 个 切 点 的 交 比 

(参见 [40], 第 6 章 ). 直 纹 面 的 最 后 一 个 例子 是 默 比 乌 斯 带 (参见 5.9.11); 


(u,v) 上 ((2 一 Vsin 引 Sin au， (2 一 Vsin 2) Cos, UCOS z) E 


不 过 提请 注意 , 默 比 乌 斯 带 根本 不 是 可 展 的 曲面 (参见 10.4.1.8), 它 不 是 局 部 等 
距 于 欧 几 里 得 平面 的 . 但 是 当 我 们 仔细 粘连 一 个 纸 带 时 , (由 于 纸 的 刚性 ) 会 得 到 局 
部 等 距 于 R? 的 默 比 乌 斯 带 , 也 就 是 说 得 到 可 展 曲 面 . 


ne 


图 10.2.3.8.2 
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有 关 物 理 实现 和 明晰 的 方程 的 写法 ( 纸 带 的 长 度 应 当 充 分 大 于 其 宽度 ) 的 问题 ， 
参见 [129] 和 [132]， 对 于 默 比 鸟 斯 带 的 趣味 内 容 以 及 跟 映射 度 理 论 的 关系 , 参见 
7.8.11 和 [34], 294 至 297 页 . 

10.2.3.9 可 展 曲 面 


前 面 给 出 的 对 于 切 平 面 的 公式 表明 , 当 且 仅 当 和 = 0 时 , 一 条 母线 上 诸 点 的 切 平 
面 保持 为 同一 固定 平面 , 这 就 要 求 6 平行 于 m/. 这 样 的 曲面 称 为 可 展 的 (名称 的 由 
来 见 10.4.1.8). 它 由 一 条 给 定 曲线 的 切线 的 集合 生成 , 而 这 也 是 其 密切 平面 的 包 络 ， 
参见 10.2.3.12. 

我 们 会 确信 , 在 所 有 情形 下 , 可 展 曲面 5 沿 着 其 定义 曲线 是 “奇异 的 ”; 在 曲线 
的 挠 率 不 是 零 的 各 个 点 , 可 以 把 这 种 状况 直观 化 , 说 成 5 的 两 叶 在 该 点 沿 曲线 m 相 
切 地 联结 在 一 起 . 这 里 10.2.3.7 的 腰 线 经 常 称 为 背 线 . 


< 全 


VY 


图 10.2.3.9 


摘自 W. Klingenberg, Bine Vorlesung tiber Differential Geometrie, Berlin, Springer Verlag, 43 页 


10.2.3.10 ” 覃 形 曲 面 


直 纹 面 的 自然 推广 如 下 所 述 . 给 定 空间 中 一 条 固定 曲线 C, 然后 关注 由 这 条 曲 
线 在 带 一 个 单 参数 的 位 移 族 的 作用 下 生成 的 曲面 S. 最 简单 的 情形 是 假定 固定 曲线 
C 是 平面 曲线 . 如 果 由 平面 曲线 C 生成 曲面 5 满足 条 件 : 5 在 固定 在 曲线 C 上 的 
一 个 点 所 经 过 的 各 点 的 切 平面 都 正 交 于 C 当前 所 在 平面 , 则 称 5 为 档 形 曲面 利 
用 弗 雷 内 公式 (参见 8.6), 我 们 确信 这 个 条 件 等 价 于 下 列 条 件 : 在 描绘 有 初始 曲线 的 
平面 上 , 该 曲线 应 当 对 于 描绘 在 这 个 平面 上 的 曲线 D 是 固定 的 , D 跟 空 间 Rs 的 一 
条 曲线 EE 有 同样 的 以 弧 长 做 自 变 量 的 曲率 函数 , 这 里 的 已 是 所 考虑 的 平面 的 包 络 
f 面 的 腰 曲 线 (参见 基本 定理 8.5.7). 如 果 平面 包 络 一 个 圆锥 面 或 一 个 圆柱 面 , 就 容 
易 了 解 曲面 的 形状 ; 在 特殊 情形 下 , 平面 绕 其 上 的 一 个 直线 轴 旋 转 , 就 得 到 旋转 曲面 ， 
因此 旋转 曲面 是 槽 形 曲面 的 非常 特殊 的 情形 . 下 面 10.2.3.12 的 管道 曲面 也 是 槽 形 曲 
面 . 按照 运动 学 说 法 , 上 面 的 条 件 表示 平面 应 当 在 其 包 络 上 无 滑动 的 滚动 . 对 于 模 形 
曲面 , 可 以 查阅 [36], 143 页 和 其 他 部 分 , 以 及 [68], 244 页 . 
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图 10.2.3.10 


10.2.3.11 平行 曲面 
在 参数 表示 下 , 平行 于 曲面 (w,v) 五 (u,v) 的 曲面 10.2.2.12 由 以 下 公式 给 定 


^ 守 
10.2.3.12 单 参数 曲面 族 的 包 络 
求 单 参 数 曲 面 族 的 包 络 的 实用 规则 如 下 所 述 , 在 “一 般 ” 情形 下 , 它 给 出 正则 
的 结果 . 取 曲 面 族 的 形式 为 F(z,y,z, 和 ) = 0, 再 由 两 个 方程 F(z,y,z,^) = 0 和 
(ea = 0 消去 参数 A、 最 常 得 到 的 结果 有 形式 G(z,y,z) = 0 (如 果 能 够 


做 明晰 的 计算 的 话 )， 在 单个 平面 的 情形 下 , 得 到 10.2.3.9 的 可 展 曲 面 . 球面 族 的 情 
形 是 特别 引 人 注 目的 . 如 果 说 每 个 平面 与 其 包 络 是 沿 着 一 条 直线 (无 限 邻 近 的 平面 
的 交 ) 相 切 , 那么 每 个 球面 是 沿 着 一 个 (小 ) 圆周 相 切 . 这 些 曲 面 将 在 10.6.8.2.3 用 它 
们 的 曲率 线 刻画 特征 . 还 要 注意 当 球面 有 一 个 公共 点 时 , 它们 的 包 络 是 可 展 曲面 的 
在 反 演 下 的 像 (参见 8.7.4 和 [40], 10.8). 

这 里 指出 两 个 情形 . 第 一 个 情形 是 球面 的 半径 是 常数 ; 包 络 (至 少 对 于 充分 小 的 
半径 ) 正 是 我 们 在 2.7 研究 过 的 管 形 的 边界 . 那里 的 X 是 Rs 里 的 曲线 ; 见 图 2.7.6.2. 
在 古典 文献 里 , 它们 叫做 管道 曲面 . 

第 二 个 情形 是 曲面 8 以 两 种 不 同 的 方式 作为 球面 的 包 络 ， 三 个 不 同 的 球 确定 
与 三 个 球 都 相 切 的 一 个 单 参数 的 球面 族 , 并 且 我 们 确信 必然 会 出 现 这 里 所 说 的 情形 . 
公 切 球 中 心 的 轨迹 ( 它 有 两 段 , 每 段 对 应 一 个 生成 方式 ) 由 R3 的 两 个 焦点 圆锥 曲线 
构成 , 即 10.2.2.3 的 族 对 应 于 c = 和 ,z =0 和 4 = 和,y = 0 的 极限 形式 : 


(uv) 上 Fu, + 


10.2 例 子 :371 


还 必须 包括 以 下 两 个 特殊 情形 : 两 段 组 成 焦点 抛物 线 , 以 及 一 段 是 圆周 , 而 另 一 
段 是 它 的 轴 . 前 一 种 情形 得 到 的 曲面 正 是 10.2.2.6 中 的 迪 潘 四 次 圆 纹 曲面 类 . 后 一 
种 情形 给 出 的 是 圆 环 面 . 


10.2.3.12 
焦点 圆锥 曲线 : 它们 描绘 在 正 交 平面 上 , 并 且 一 个 的 项 点 是 另 一 个 的 焦点 


10.2.3.13 ” 带 双 参数 的 包 络 

仅 谈论 平面 情形 , 在 R? 里 一 个 单 参数 直线 族 , 至 少 对 于 某 些 计算 , 理想 的 表示 
是 欧 拉 方程 , 即 把 直线 到 原点 的 距离 表示 成 方向 的 函数 , 而 说 到 底 , 方向 是 描绘 出 一 
个 圆周 的 向 量 确定 : 参见 习题 9.9.3 和 [40], 11.8.12.3 和 12.12.1. 计算 是 容易 的 , 根本 
原因 在 于 一 个 圆周 的 参数 表示 跟 一 条 直线 一 样 如 果 直 线 到 原点 的 距离 p 是 角 9 的 
函数 , 则 其 包 络 曲 线 的 曲率 的 值 是 p+ 9 二 p+p". 参见 11.19 的 图 或 [40], 12.12.14. 

对 于 R3 的 平面 的 双 参 数 族 , 必须 用 单位 向 量 的 函数 给 定 平面 到 原点 的 距离 p， 
单位 向 量 相当 描绘 出 5? 的 一 个 点 . 而 前 面 已 经 看 到 S? 的 点 的 参数 表示 并 不 真 的 那 
么 简单 . 类 似 于 K = p+p" 的 公式 将 在 11.19.1 研究 . 

波 曲 面 (参见 10.2.2.7) 十 分 容易 地 定义 为 双 参 数 平面 族 的 包 络 , 取 函 数 p 为 


(th) + (b+k)v + (c+k)w? 


其 中 妇 + 只 +w2 = 1， 而 是 一 个 参数 . 

笛 卡 儿 坐 标 由 
z=(p-ou, y=(p-bv, z=(p- ow 
给 定 
物 线 的 两 条 抛物 线 (参见 前 面 的 图 形 ) 上 各 任意 取 一 个 点 , 作 这 对 点 的 中 垂 面 , 即 过 


连结 这 两 个 点 的 线段 的 中 点 并 且 垂直 于 该 线段 的 平面 , 那么 这 些 平面 的 包 络 是 恩 尼 
珀 曲面 . 
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10.2.3.14 用 棉线 生成 椭 球 面 

可 以 用 下 面 叙 述 的 力学 方式 生成 椭 球 面 : 把 一 段 棉线 绷 紧 , 并 且 像 图 10.2.3.14 
那样 依靠 在 两 条 焦点 圆锥 曲线 上 , 那么 这 段 依赖 两 个 参数 的 棉线 的 顶端 描绘 出 一 个 
椭 球 面 , 这 个 椭 球 面 属 于 椭 球 面 的 一 个 单 参数 族 . 此 族 属于 10.2.2.3 中 的 共 焦 二 次 上 
面 族 , 而 后 者 对 应 给 定 的 两 条 焦点 圆锥 曲线 . 对 于 这 里 的 二 次 曲面 的 力学 生成 方式 
的 证 明 , 参见 [92], 450 页 , 或 [106], 198 页 . 


图 10.2.3.14 
摘自 前 面 引用 的 D. Hilbert 和 S. Cohn-Vossen 的 著作 , 20 页 


10.2.4 浸入 (整体 ) 曲面 
我 们 仅 给 出 图 形 ; 明晰 的 方程 往往 是 特别 复杂 的 . 对 于 这 些 曲面 , 参见 [128]. 在 
[148] 里 将 会 找到 由 低 阶 的 具体 的 多 项 式 给 定 的 P?(R) 的 浸入 ( 博 依 (Boy) 曲面 ) 


图 10.2.4.1 图 10.2.4.2 
摘自 U. Pinkall, Regular homotopy classes of immersed surfaces Bonn, 5 页 


图 10.2.4.2 是 赔 环 面 的 一 个 通常 浸入 ; 而 图 10.2.4.1 表示 的 也 是 同一 个 圆 环 面 
7T? 的 一 个 淄 人 . 至 于 图 10.2.4.4, 它 是 古典 的 博 依 曲面 , 这 是 实 射影 平面 P?(R) 在 
R3 内 的 一 个 浸入, 但 它 绝对 不 能 媒 入 到 Rs 内 . 
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10.3 曲面 的 两 个 基本 形式 


10.3.1 第 一 基本 形式 

我 们 要 研究 Rs 的 一 个 (局 部 的 或 整体 的 ) 曲面 V. 打算 首先 研究 V 的 内 蕴 几 
何 , 也 就 是 这 样 的 几何 : V 上 的 居民 , 在 其 上 散步 , 而 禁止 离开 它 到 Ra 的 其 他 地 方 ， 
并 且 只 允许 他 测量 长 度 . 这 还 意味 着 : V 的 每 个 点 v 有 一 个 切 空间 TV (参见 2.5.3). 
由 于 TY c Ra, 它 继承 了 一 个 欧 几 里 得 结构 , 一 个 范 数 和 一 个 内 积 (对 于 它们 , 保留 
Ra 中 的 记号 ). 一 个 好 的 做 法 是 : 在 TuV 的 总 体 上 , 即 在 Y 的 切 从 TV (参见 2.5.24) 
上 考虑 这 些 欧 几 里 得 结构 g, 的 总 体 . 在 习题 3.6.3 的 意义 下 , 我 们 得 到 那里 所 说 的 
黎 曼 结构 , 即 在 每 个 T,V 上 给 定 一 个 欧 几 里 得 结构 g,, 使 得 v 一 g, 是 Ce 的 . 也 就 
是 说 在 推广 5.2 引进 的 微分 形式 的 语言 之 后 , 9 总 是 V 上 的 一 个 微分 形式 , 但 这 里 
是 对 称 双 线性 的 (并 且 是 正定 的 ). 这 个 微分 形式 称 为 V 的 第 一 基本 形式 , 记 作 g, 或 
ds2, 或 I. 不 论 是 对 于 现在 , 还 是 对 于 将 来 任意 维 数 的 情形 , 微分 对 象 的 这 些 概念 都 
需要 明确 表达 . 

10.3.2 ”微分 法 在 流 形 上 的 推广 

我 们 考虑 一 个 任意 的 抽象 微分 流 形 X. 对 于 每 个 切 空间 TuX, 可 以 关联 在 z 的 
(p,q) 型 张 量 的 张 量 积 (8&TsX) @ (8&T2X). 这 些 向 量 空间 关于 z 的 总 体 是 X 上 的 
一 个 从 , 记 作 TUP9X,X 上 的 一 个 (p,q) 型 张 量 是 它 的 一 个 Ce 截 口 ， 在 5.2 所 说 
的 微分 形式 是 (0,q) 型 的 反 称 张 量 . X 上 的 一 个 黎 受 结构 是 X 上 的 (0,2) 型 张 量 ， 
它 是 处 处 对 称 的 和 正定 的 . X 上 的 一 个 向 量 场 只 不 过 是 一 个 (1,0) 型 的 张 量 (参见 
3.5 节 )，X 上 的 一 个 自 同 态 场 将 是 一 个 (1 1) 型 张 量 , 因为 人 所 熟知 在 V@V* 和 
End(V) 之 间 的 等 同 关 系 . 由 于 对 于 5.2 的 外 微分 形式 , (0,9) 型 的 形式 是 反 变 的 , 所 
有 态 射 了 : X 一 Y 和 Y 上 的 所 有 (0,9) 型 的 g- 形式 w, 对 应 拉 回 像 f*w, 根据 与 
0.1.9 同样 的 定义 和 5.2.4, 它 是 X 上 的 一 个 9- 形式 . 反之 , 只 要 头 0, 对 于 (z,9) 
型 的 张 量 , 如 果 态 射 不 是 微分 同 胚 , 则 它 不 能 将 其 转 置 , 除非 它 是 向 量 场 . 

例如 , 浸入 到 R3 的 一 个 曲面 继承 了 一 个 自然 的 黎 曼 结构 , 这 将 是 它 的 第 一 基本 
形式 . 

我 们 说 两 个 抽象 黎 曼 流 形 (X,g) 和 (Y,h) 是 等 距 的 , 如果 存在 一 个 微分 同 胚 
j :和 X 一 用 使 得 f*h =g. 

10.3.3 第 二 基本 形式 

这 是 一 个 适用 于 局 部 , 整体 和 浸入 的 曲面 的 一 个 概念 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 处 理 
Vc R3 这 种 情形 . 将 假定 V 是 可 定向 的 , 这 局 部 地 总 是 可 能 的 , 并 且 像 在 6.4.3 中 
那样 , 把 V 的 典范 法 向 量 记 作 v. 这 是 一 个 称 为 高 斯 映射 的 态 射 


2 :一 32. 


注意 由 高 斯 映射 的 构造 得 到 Tv = Tw)5?， 因 而 切 映射 Tv 是 TV 的 自 同 态 , 称 
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为 魏 因 加 滕 自 同 态 . 它 对 于 (第 一 基本 形式 ) g 是 对 称 的 ( 自 伴 的 ), 因而 由 
H(z,9) = (Tov(z)ly) 


确定 T,V 上 的 一 个 对 称 双 线性 型 , 称 为 第 二 基本 形式 , 记 作 I1,， 不 要 跟 第 三 基本 形 
式 混淆 , 后 者 根据 定义 是 曲面 5? 上 的 第 一 基本 形式 经 过 > 的 拉 回 像 . 我 们 从 不 谈论 
到 它 , 因为 事实 上 它 是 了 和 二 的 一 个 线性 组 合 . 


\ 
timite={1(xx)=+ 1} 


图 10.3.3 


为 了 用 几何 方式 确定 给 出 从 V 到 R3 的 形状 的 11, 可 以 用 平行 于 TY 且 趋 近 
于 ToV 的 平面 切割 V, 取 相 交 曲 线 , 适当 地 规范 它们 . 那么 , 如 果 了 的 秩 是 2, 则 得 
到 极限 曲线 , 它 是 由 卫 (z,z) = 士 1 定义 的 圆锥 曲线 ( 称 为 迪 潘 标 线 ); 这 从 4.2.20 的 
研究 得 到 , 还 可 以 参见 10.6.4. 

还 有 用 几何 方式 确定 第 二 基本 形式 的 另外 一 种 十 分 重要 的 方式 ; 它 借助 在 
10.2.2.12 引进 的 平行 曲面 . 采用 那里 的 记号 , 设 V = F-!(0) 是 所 考虑 的 曲面 ， 
而 VW 是 平行 于 V 并 且 对 于 选取 的 定向 与 它 距离 为 上 的 曲面 ， 这 是 一 个 恰当 的 
时 机 注意 到 第 二 基本 形式 的 符号 依赖 于 所 研究 的 曲面 的 定向 ,这 件 事 交 待 明 白 之 后 ， 
图 10.2.2.12 至 少 对 于 充分 小 的 类 提供 一 个 从 Y 到 Vi 的 微分 同 胚 pk. 如 果 用 天 表 
示 Vi 的 第 一 基本 形式 , 那么 就 证 明了 V 的 第 二 基本 形式 由 下 列 导数 给 定 

d (pi(Ik 

10.3.3.1 I= ei oo). 


其 中 记号 px 是 在 10.3.2 末尾 所 采用 的 . 这 个 无 穷 小 结果 的 局 部 说 法 见 10.6.6.7. 


10.4 通过 第 一 基本 形式 计算 的 量 (2 维 黎 曼 几何 ) 


10.4.1 第 一 基本 形式 的 坐标 表示 
10.4.1.1 设 V 局 部 地 由 R? 的 开 集 U 上 的 浸入 (wu,v) 一 (wv) 的 像 表 示 , 拉 
回 像 F*g = F*(7) 是 一 个 明晰 的 黎 曼 结构 . 可 以 说 这 相当 用 坐标 (w,v) 计算 I. 典范 
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的 记号 是 
F*(ds’) = Edu? +2Fdu:dv+Gdv?, 
其 中 dw?,du. dv, dv? 表示 对 于 微分 形式 的 张 量 积 . 至 于 5, FG, 这 是 (u,v) 的 函 
数 , 它们 的 具体 表达 式 是 
BF| OF BF 
人 ( 叶 名)， S35 


村 | 多 
U 上 的 三 个 函数 完全 决定 了 黎 曼 结构 ; 而 根据 10.1.3 和 10.3.2, 可 以 通过 微分 同 
胚 (u,v) (wu") 得 到 一 个 等 距 结构 , 在 某 种 意义 下 是 “同样 " 的 结构 . 为 了 计算 新 
的 函数 E', Fr"',G", 只 需 用 du = 时 dw+ 器 av 和 du = dw + dv 分 别 代 
换 dw 和 dv, 并 且 把 dw?, du.dv, dv? 按照 普通 乘积 来 计算 . 在 二 次 型 的 语言 里 ( 参 


见 [40], 13.1.3.8), 矩阵 工 = : 2 变 为 了 = 人 5) = :J1J, 其 中 J 是 雅 可 


Ou ou 

比 和 矩阵 J = 下 | 不 容 置疑 的 是 寻找 坐标 , 使 得 瓦 尺 G 尽 可 能 的 简单 ,总 
Ov Ov 

是 有 所 神 益 的 . 曲面 V 的 几何 , 无 论 内 车 的 , 还 是 外 在 的 , 对 于 我 们 寻找 这 样 的 坐标 

都 是 有 帮助 的 . 


10.4.1.2 图像 

沿用 对 于 10.2.1 的 图 像 的 经 典 记号 于 ，9 = 3 ,我 们 有 
= (1+p2)dz2 二 2p.qdz.dy+(1 十 g2)dg2. 

10.4.1.3 球面 


这 里 沿用 10.2.3.3 的 记号 . 在 地 球 坐标 下 : 
ds2 = dg2 +cos2gdu2; 


在 梅 卡 托 坐 标 下 : 
ds2 = sech2u(du2 + duv2); 


而 在 球 极 投影 下 : 
ds2 = 4(z2 十 只 十 4)-2(dz2 +dy). 
还 请 参见 11.2.2 的 负 曲率 的 类 似 情形 . 
10.4.1.4 旋转 曲面 
对 于 z= J(V22 十 她 ), 我 们 得 到 


ds? =(1+f°)dr? +ridv?. 
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做 替换 du = V1 二 fdr, 则 有 
ds?=dw + yp(u)dv, 
再 做 新 的 蔡 换 p(w)d ul = dw 便 得 
ds? = F(u)(du? + dv?). 
对 于 悬 链 面 相应 地 有 : d s? = cosh*v(dv? + dw?), 如 果 令 w = sinhv, 又 有 
ds? = dw? + (1+w)dv. 
对 于 贝尔 特 拉 米 曲面 : 
ds?= du +edv?. 
10.4.1.5 ” 恩 尼 珀 曲面 
我 们 求 得 d s? = (1+w2+v?)(dwu?+dv?), 从 而 具有 一 般 形式 ds2 = C(w,v)(du?+ 
dw?). 
10.4.1.6 ” 椭 球 面 
沿用 10.2.2.3 的 参数 表示 , 我 们 有 
Uv udu? vdv? 
a (m5) 
通过 积分 
时 Vudu 
7 J 
定义 a 和 p, 就 得 到 


Vvdv 


WJ 


宙 


ds = ?2(doa? +dp?). 


10.4.1.7 直 纹 面 

首先 取 10.2.2.10 的 方 螺纹 螺旋 面 这 个 具体 的 例子 : tan > = y/z, 参数 表示 为 
(0,7) = (rcosb,rsinb,6): ds2 = (1 十 r2)d92+dr2. 令 人 惊讶 的 是 我 们 发 现 方 螺纹 螺 
旋 面 跟 悬 链 面 (参见 10.4.1.4) (至 少 局 部 地 ) 是 等 距 的 . 但 是 它们 在 R3 中 的 形状 是 
不 同 的 , R3 中 没有 任何 等 距 变换 把 一 个 变换 为 另 一 个 . 这 就 解释 了 为 什么 需要 区 分 

个 曲面 的 两 个 基本 形式 , 及 其 内 蕴 几 何 和 外 在 几何 , 正 是 高 斯 首先 明确 地 认识 到 这 

个 事实 . 后 面 还 将 磁 到 许多 内 蕴 等 距 的 例子 : 下 一 小 节 的 可 展 曲 面 , 尤其 是 10.2.3.6， 
10.5.3.10 和 11.14. 

再 看 任意 直 纹 面 . 在 10.2.3.7 的 第 一 种 类 型 , 即 (m/jé) = 0, 我 们 有 


ds? =dv? + (v2 +2v(m le) + lm )dw. 
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在 第 二 种 类 型 , 与 腰 线 ( 即 (m'|') = 0) 关联 , 则 有 


ds =du2 十 2(melE)du :dv 二 (o2 + lim?)du?. 


10.4.1.8 可 展 曲面 

我 们 考虑 Rs 的 一 条 曲线 C 的 可 展 曲 面 , 即 (参见 10.2.3.9) 由 C 的 切线 形成 的 
曲面 . 按照 那里 的 写法 , 可 以 使 得 mx|| = 1, 并 且 € = m', 然而 由 此 得 到 的 ds? 我 
们 并 不 中 意 . 必须 做 的 是 在 曲面 上 无 滑动 地 滚动 C 的 密切 平面 , 即 把 这 个 曲面 看 作 
10.2.3.10 中 的 完全 简单 地 关联 到 C 的 切线 的 模 形 曲面 , 而 C 是 固定 在 所 考虑 的 ( 密 
切 ) 平面 上 . 于 是 如 果 如 所 指出 的 那样 进行 无 滑动 地 滚动 , 就 会 发 现 对 于 使 得 C 的 
切线 为 这 个 平面 上 的 固定 直线 的 坐标 a 5: 


ds* =da? +dp?. 


作为 C 的 弧 长 和 vw 的 函数 的 a 和 有 的 明晰 的 计算 公式 , 通过 8.5.7 中 的 积 
分 而 得 到 . 这 就 是 说 构造 平面 曲线 , 它 在 该 平面 上 跟 在 空间 中 的 少 线 有 同样 的 作为 
弧 长 函数 的 曲率 p. 注意 到 这 时 就 有 ds2 = (dv+dwu)? +v2p?(w)d wu?, 这 就 直接 证 明 
了 关联 于 有 同一 个 函数 p 的 C 的 两 个 可 展 曲面 是 等 距 的 . 可 以 从 曲面 上 的 任何 曲 
线 出 发 并 且 使 用 p 作为 它 的 测 地 曲率 进行 这 种 构造 . 

表达 式 ds? = doa? + dp2 令 人 惊讶 的 地 方 在 于 我 们 的 曲面 等 距 于 欧 几 里 得 平面 
(不 言 而 喻 , 仅仅 是 局 部 的 ). 在 圆锥 面 和 圆柱 面 母线 的 情形 , 它们 分 别 对 应 于 C 是 过 
一 个 固定 点 或 过 一 个 固定 的 “无 穷 远 ” 点 的 母线 , 相应 的 计算 是 平凡 的 . 基本 的 问题 
是 : 局 部 等 距 的 这 个 性 质 刻画 了 上 面 定义 的 可 展 曲面 的 特征 吗 ?参见 在 10.6.6.2 和 
11.12 的 回答 . 

10.4.2 不 同类 型 的 坐标 

我 们 给 业已 碰 到 的 特殊 的 d s? 以 (经 典 的 ) 名 称 . 如 果 


F=0:ds?= E(u,v)dw +G(u,v)dv, 


则 坐标 称 为 正 交 的 . 进而 如 果 EE = G = C(w,v): ds? = Clwu)(du2 十 dv?), 坐标 称 
为 等 温 的 或 保 形 的 ;形容 词 “ 保 形 的 ”解释 如 下 : 曲面 上 在 一 个 给 定点 的 两 条 切线 之 
间 的 夹 角 等 于 (u,v) 的 欧 几 里 得 平面 上 的 对 应 的 夹 角 . 比如 在 地 图 (特别 是 航海 图 ) 
上 就 试图 实现 这 个 目标 , 以 便 领 航 员 能 够 掌握 固定 的 航向 (在 一 段 时 间 内 ). 有 关 这 
个 主题 , 参见 [40], 18.1.7 和 18.1.8. 

如 果 包 =1 且 下 =0:ds?= dw 二 Clw,v)dw?, 则 坐标 称 为 测 地 的 (或 高 斯 的 ); 
关于 这 个 称呼 的 解释 , 参见 10.5.1， 如果 有 形式 : ds? = (A(w) + B(v))(C(w)d wu? 十 
D(v)dwv?); 则 坐标 称 为 刘 维 尔 的 ; 上 面 10.4.1.6 中 的 椭 球 面 是 它 的 一 个 特殊 情形 . 最 
后 , 如 果 巨 = G = 1, 则 坐标 称 为 切 比 雪夫 的 . 它 对 应 这 样 的 情形 : 我 们 要 使 一 块 织 
物 变形 , 以 便 能 够 把 一 个 曲面 穿 在 身上 , 但 是 织物 的 纱 (这 里 是 坐标 线 ) 的 长 度 应 当 
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保持 不 变 . 正 交 坐标 总 是 存在 的 , 等 温 ( 保 形 ) 坐标 也 总 是 存在 的 , 不 过 难以 证 明 , 特 
别 是 在 非 实 解析 的 情形 : 比如 参见 [64j, 补遗 . 测 地 坐标 总 是 存在 的 , 参见 10.4.8. 反 
之 , 刘 维尔 坐标 仅 对 于 某 些 曲 面 存在 , 其 特征 刻画 参见 [38], 16 页 . 最 后 , 还 会 遇 到 这 
样 的 坐标 : EG = 1 且 = 0, 因为 它 保持 面积 , 在 制图 学 中 会 用 到 . 

10.4.3 ”局 部 曲面 的 度量 

在 10.4 节 的 末尾 所 发 展 的 概念 对 于 抽象 的 和 任意 维 数 的 黎 曼 流 形 照样 有 意义 ， 
并 且 定 义 也 是 间 样 的 . 但 是 在 2 维 情形 的 黎 曼 几 何 却 比 高 维 简单 得 多 ,自然 , 这 是 由 
于 涉及 的 事情 较 少 , 比如 像 在 平行 移动 中 那样 (10.4.8 的 注 3). 而 本 质 的 区 别 是 : 在 
2 维 , 基本 不 变量 是 一 个 数值 函数 , 即 高 斯 曲率 K: 参见 10.5. 而 在 更 高 的 维 数 , 基 
本 不 变量 是 曲率 张 量 , 这 是 一 个 十 分 复杂 的 4- 线性 形式 ( 既 便 如 此 , 它 仍 然 是 不 无 
遗漏 的 )， 从 曲面 的 黎 曼 几何 过 渡 到 高 维 的 黎 曼 几何 , 无 论 是 技术 的 难度 , 还 是 课题 
的 深度 , 都 是 一 个 巨大 飞跃. 

我 们 处 于 Rs 的 一 个 曲面 V 上 , 但 是 尽 可 能 把 它 看 作 是 仅仅 是 一 个 2 维 黎 曼 流 
形 . 设 (lo 中] 是 V 的 一 条 曲线 ; 它 的 长 度 是 


b 
ng(D= { Wat 


它 仅 依赖 第 一 基本 形式 . 连结 两 个 点 ww e V 的 V 上 的 曲线 的 长 度 的 下 确 界 称 为 
这 两 个 点 的 距离 : 


dl(v,w) = inf{long (f) : 了 是 V 的 曲线 , 使 得 f(a) = w f(b) = ww}. 


这 样 就 得 到 了 V 的 内 冀 度 量 ; 除非 V 是 平面 的 一 块 , 它 不 会 跟 R3 中 的 距离 ( 即 
在 拓扑 意义 下 的 诱导 距离 ) 一 致 . 仅 有 平凡 的 不 等 式 dRs(v,w) < d(v,w) = dv(v,w). 
这 个 距离 使 V 成 为 度量 空间 结构 , 其 前 两 个 公理 是 显然 的 ; d(v,w) = 0 蕴涵 v = 由 
这 里 也 是 显然 的 ; 但 是 对 于 2 维 抽象 黎 曼 流 形 , 将 在 10.4.8 证 明 这 个 事实 . 

10.4.4 ”自然 会 提出 的 问题 

跟 在 所 有 的 度量 空间 一 样 , 人 们 希望 

人 明晰 计算 d(w,w); 

(it) 了 解 是 否 存在 一 条 从 v 到 w 的 曲线 , 其 长 度 恰好 是 d(w,u); 

( 道 ) 确定 这 些 最 短路 径 (如 果 不 致 引起 混淆 , 称 之 为 V 的 线段 ) 或 至 少 定性 地 
研究 它们 ; 

(iv) 什么 时 候 v,w 由 唯一 线段 连结 ? 

在 大 部 分 情形 下 , 既 便 是 看 起 来 十 分 简单 的 情形 , 这 些 问题 必定 没有 明晰 的 解 
答 . 比如 参见 10.4.9.5 的 椭 球 面 的 情形 . 反之 , 存在 极其 令 人 满意 的 定性 结果 ; 特别 
地 有 : 充分 接近 的 两 个 点 总 是 被 恰好 一 条 线段 连结 ( 像 在 欧 几 里 得 空间 里 一 样 ). 这 
些 最 短路 径 是 将 在 10.4.5 定义 而 称 为 测 地 线 (通常 其 长 度 超过 最 短路 径 ) 的 曲线 . 我 
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们 将 通过 测 地 线 这 个 媒介 寻找 最 短路 径 , 而 测 地 线 本 身 将 通过 平行 移动 迁 回 地 来 发 
现 (参见 10.4.6). 测 地 线 概念 本 身 既 饶 具 兴味 , 又 富有 应 用 . 

我 们 的 研究 让 我 们 离开 了 V, 不 过 这 仅仅 是 表面 的 . 为 了 确认 这 个 事实 , 我 们 必 
须 随即 证 明 这 个 平行 移动 和 相应 的 得 到 的 测 地 线 只 依赖 V 的 第 一 基本 形式 ; 即 事实 
上 关联 于 V 所 提供 的 抽象 黎 曼 流 形 . 于 是 它们 就 自动 地 对 于 等 距 变 换 是 不 变 的 , 这 
里 我 们 可 以 注意 到 在 10.3.2 定义 的 等 距 概念 跟 度 量 空 间 的 等 距 概念 (保持 距离 的 映 
射 ) 是 一 致 的 , 不 过 这 件 事情 并 非 显而易见 . 参见 [107]. 

10.4.5” 测 地 线 

如 果 打 算 求 一 条 画 在 Y 上 的 曲线 C = {f,[a, 趾 }, 使 它 是 V 的 具有 相同 端点 的 
线 中 的 最 短路 径 , 变 分 法 指出 一 个 必要 条 件 (如 果 仅 要 求 一 阶 导数 为 零 , 也 是 充分 条 
件 ) 是 C 在 所 有 点 的 加 速度 是 Y 的 法 向 量 : 对 于 fa, 中 中 的 所 有 tj"(D € (TrtoV)+L， 
一 条 这 样 的 曲线 称 为 Y 的 测 地 线 . 由 于 这 已 经 蕴涵 ||f'(t)| 是 常数 , 我 们 就 取 它 为 1. 

这 个 结果 对 于 我 们 的 哲学 具 翡 剧 色 彩 , 因为 看 起 来 它 依 赖 V 的 形状 : 我 们 离开 
了 V, 而 这 原本 是 被 禁止 的 ! 为 了 证 明 测 地 线 概念 其 实 只 依赖 第 一 基本 形式 , 我 们 将 
推广 这 个 概念 . 请 注意 到 期 待 我 们 的 概念 只 依赖 于 7 , 是 在 情理 之 中 的 , 因为 我 们 是 
在 曲面 上 寻找 距离 的 最 小 值 , 而 距离 仅 由 了 提供 ! 

为 了 用 几何 方式 得 到 测 地 线 , 有 多 种 方式 . 一 种 方式 是 考虑 两 个 固定 在 一 个 轴 
上 的 两 个 相等 的 小 轮子 ; 如 果 让 这 个 系统 在 曲面 V 上 滚动 , 过 渡 到 极限 就 得 到 测 地 
线 . 这 个 操作 事实 上 是 内 蕴 的 ; 因为 我 们 所 做 的 正 是 , 在 V 上 夯 两 条 等 长 的 曲线 , 并 
且 有 定 值 的 距离 . 一 种 更 自然 的 方式 是 在 v 和 w 之 间 在 V 上 尽 可 能 地 绷 紧 一 条 丝 
线 (这 必然 是 内 萄 的 , 但 在 Rs 内 选择 合适 的 一 侧 , 以 便 丝线 停留 伸展 在 V 上 ). 

10.4.6 “平行 移动 

仍然 记 V 上 的 一 条 曲线 为 C = {f, [a,0]}. 设 Z 是 沿 C 的 切 于 区 的 向 量 场 , 如 
果 它 的 速度 向 量 保持 是 V 的 法 向 量 : 对 于 [a, 内 的 所 有 也 2 € (Ty4)V)+, 则 称 
2 (对 于 V) 是 平行 的 .基本 结果 是 

定理 ”给 定 曲 线 C 和 z E Tj(o)V, 则 存在 洛 C 的 向 量 场 F, 它 是 平行 的 , 并 且 
Z(a) = z. 它 不 仅 是 唯一 的 , 并且 只 依赖 于 第 一 基本 形式 . 还 有 , 平行 移动 保持 标量 
积 , 即 保持 第 一 基本 形式 . 

如 此 看 来 , 测 地 线 不 是 别 的 , 正 是 自 平行 的 曲线 , 即 对 于 测 地 线 , 它们 自己 的 速 
度 向 量 沿 着 它 自己 是 平行 的 . 

10.4.7” 共 变 导数 , 测 地 曲率 
事实 上 隐藏 在 平行 移动 背后 的 真正 基础 的 概念 是 共 变 导 数 . 设 Z 是 沿 着 曲线 C 
的 一 个 向 量 场 . 不 能 在 V 上 而 只 能 在 R3 里 对 它 求 导 . 这 引导 我 们 定义 在 V 上 的 
一 个 导数 : 2 沿 C 的 共 变 导数 , 记 作 Dr'2, 它 是 2Z 在 了 3 里 的 导数 2(t) 在 TO 
上 的 正 交 投影 . 比如 V (更 一 般 的 , 一 个 任意 黎 曼 流 形 ) 的 一 条 曲线 的 测 地 曲率 将 是 
1 PrA 将 用 这 个 曲率 取代 第 八 章 的 曲率 . 
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这 个 共 变 导数 仅 依 闲 于 7; 这 是 人 们 所 期 望 的 , 而 投影 到 V 的 切 空 间 , 为 了 停留 
在 V 上 , 在 我 们 的 能 力 范围 内 , 该 做 的 都 做 了 .解释 如 下 : 一 个 黎 曼 度量 以 唯一 方 
式 使 (X,g) 上 的 每 个 向 量 场 的 配对 &,7 对 应 一 个 7 对 于 《 的 共 变 导 数 Den, 由 两 
个 公理 刻画 其 特征 : (i) 运算 D 保持 标量 积 g; (ii) 对 于 每 个 向 量 场 的 配对 (6,) 有 
Den- Dr = 后 可, 这 里 [,-] 表示 向 量 场 的 括号 积 (参见 2.8.17 和 3.5.15). 这 后 一 个 
条 件 代 替 了 在 R" 内 的 关于 二 阶 导 数 的 交换 性 的 施 瓦 茨 定理 , 交换 性 在 流 形 上 不 成 
立 , 参见 4.2. 

共 变 导数 不 变性 的 一 个 直接 (但 是 掩盖 了 事情 本 质 ) 的 证 明 在 于 采用 开头 的 定 
义 并 且 指 出 它 仅仅 依赖 E, F, G. 共 变 导数 的 存在 性 和 唯一 性 归结 为 微分 方程 的 存 
在 性 和 唯一 性 : 1.4.5. 

重要 的 是 要 认识 到 有 相同 端点 的 两 条 曲线 一 般 提 供 不 同 的 平行 移动 . 这 跟 欧 几 
里 得 平面 的 情形 相反 , 在 这 里 , 平行 移动 得 到 的 是 向 量 的 等 价 类 (在 与 所 考虑 的 仿 射 
空间 对 应 的 向 量 空间 内 相等 的 向 量 ). 

根据 定义 , 共 变 导 数 的 通过 坐标 的 明晰 表达 式 涉及 克里斯托弗 尔 符号 . 而 后 者 仅 
用 五 ,已 G 的 一 阶 导数 即 可 完全 计算 出 来 . 

从 共 变 导数 的 计算 公式 得 到 一 条 曲线 t 一 (u(t),v(t)) 的 测 地 曲率 , 公式 不 算 
简单 ; 


10.4.7.1 [Bu? + Guo2]-1/2 人 区 


dy er 
dt 2 


其 中 的 p 由 tanp = $$ 全 定义 , 并 且 (读者 会 猜 到 ) 我 们 所 用 的 坐标 是 正 交 的 ， 
即 F=0. 

如 果 在 特殊 情形 ds? = du? + C2?dv? 下 , 并 且 曲 线 由 w= f(w) 定义 , 则 测 地 曲 
率 取 值 


10.4.7.2 [+ C2?o2]-3/2[2C4u' + C2CLu3 + Cv? + Co"]. 


一 天 (Go' - Eiw')|, 


对 于 这 些 公式 , 参见 [29], 194 至 195 页 或 [130], 131 页 . 

10.4.8 ” 回 到 测 地 线 , 局 部 最 短路 径 

前 面 的 定义 表明 Dy,f' = 0, 这 是 测 地 线 方程 , 它 是 一 个 二 阶 微分 方程 (不 是 线 
性 的 , 而 是 二 次 的 , 并 且 是 向 量 的 ) 由 此 得 到 

定理 对 于 VV 的 所 有 v, 存在 一 个 s > 0, 使 得 对 于 ToV 的 所 有 范 数 为 1 的 &， 
存在 V 的 一 条 测 地 线 , 其 初始 速度 向 量 为 6, 并且 至 少 定义 在 区 间 (-e,e) 上 . 当 上 遍 
历 TuV 的 单位 向 量 集 时 , 对 应 的 测 地 线 Ye 在 开 度量 球 B(v,e) 内 移动 ; 其 中 B(v,e) 
由 VV 的 跟 v 的 距离 小 于 < 的 点 构成 . 此 外 , 对 于 所 有 se’ < e, Ye 限制 在 [0,e] 上 的 
部 分 是 V 的 唯一 连结 其 两 个 端点 的 最 短路 径 . 

注 1 对 于 等 距 于 R2 的 2 维 黎 曼 流 形 , 测 地 线 对 应 于 直线 (例如 对 于 可 展 

I 面 ). 
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注 2 一 般 情 况 下 , 一 条 测 地 线 不 能 定义 在 (-o0, +oo) 上 , 例如 对 于 R2 的 开 圆 
盘 B(0,1). 此 外 , 一 条 测 地 线 , 如 果 延 拓 它 太 远 , 一 般 不 再 是 最 短路 径 , 参见 11.1. 

注 3 ”如 果 知 道 了 测 地 线 , 也 就 知道 了 平行 移动 (这 特别 是 针对 2 维 黎 曼 流 形 
的 ) 和 共 变 导数 . 事实 上 , 沿 着 一 条 测 地 线 , 一 个 向 量 将 由 其 长 度 和 它 跟 速度 向 量 的 
夹 角 以 及 根据 连续 性 保持 一 个 定向 来 确定 . 于 是 一 个 正 交 于 速度 向 量 的 单位 向 量 将 
是 一 个 平行 场 . 而 共 变 导 数 将 是 2 在 这 样 得 到 的 正 交 坐标 系 里 的 普通 导数 . 

注 4 上 面 的 定理 表明 在 所 有 情形 下 , V 的 曲面 拓扑 和 度量 空间 的 拓扑 一 致 . 


局 部 地 


图 10.4.8 


10.4.9 “一些 曲面 的 测 地 线 的 确定 

10.4.9.1 球面 

以 常 速 率 沿 52 的 大 圆 行进 , 加 速度 通过 中 心 , 即 是 5? 的 法 向 量 , 故 大 圆 是 52 
的 测 地 线 , 根据 10.4.8 的 唯一 性 , 没有 其 他 的 测 地 线 . 此 外 , 我 们 有 10.4.4 的 问题 的 
完整 答案 . ww e 52 之 间 的 距离 是 在 0 和 r 之 间 的 由 cos(d(v,w)) = (vjw) 定义 的 实 
数 d(v,w). 5? 的 两 个 点 用 唯一 的 最 短路 径 连 结 , 仅 有 的 例外 是 对 径 点 v, 一 v. 

10.4.9.2 柱 面 , 锥 面 和 可 展 曲面 

由 于 这 些 曲 面 等 距 于 欧 几 里 得 平面 , 它们 的 测 地 线 是 直线 (不 过 是 相对 于 V 上 
的 适当 坐标 , 理所当然 地 一 般 并 不 是 R3 中 的 直线 ). 但 是 为 了 求 得 最 短路 径 要 注意 
整体 状态 , 比方 想 一 想 旋转 柱 面 和 不 同 于 平面 的 旋转 锥 面 的 情况 . 再 看 看 一 个 去 掉 
顶点 由 在 此 点 形成 总 角 超 过 2r 的 直线 族 形成 的 锥 面 , 它 的 两 个 点 将 总 是 由 唯一 的 
一 个 线段 连结 . 
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sa 


在 顶点 的 角 >2r 
图 10.4.9.2 


10.4.9.3 ”旋转 曲面 
如 果 把 ds? 写成 形式 ds? = dw? + a?(u)da9?， 那 么 沿 着 一 ae 


(ul 有) 时 四 保持 常 值 (“ 首 次 积分 ”概念 ) 理由 是 简单 的 : 测 地 线 的 法 线 应 


而 的 法 而 对 于 旋转 曲面 , 法 线 与 z 轴 相 交 . 即 在 zx,y na 
加 速度 通过 原点 的 曲线 ; 上 面 的 常 值 在 力学 的 “向 心 加 速度 运动 ” 里 是 经 典 的 , 这 样 
仅 由 积分 法 就 可 以 得 到 测 地 线 的 方程 . 

定性 的 状态 是 容易 描述 的 : Y 的 测 地 线 在 V 的 两 条 纬 线 之 间 摆动 , 这 两 条 纬 线 
投影 在 z,y 平面 的 同一 个 圆周 上 . 在 测 地 线 当中 , 要 添加 经 线 和 “赤道 ", 即 这 样 的 
纬 线 , 在 其 上 各 点 , 经 线 的 切线 是 竖 直 的 . 

指出 一 个 出 人 意料 的 事实 : 存在 球面 以 外 的 其 他 曲面 , 尤其 是 旋转 曲面 , 对 于 它 
们 , 所 有 的 测 地 线 都 是 周期 的 ; 它们 的 d sz 靠 上 面 的 公式 进行 研究 . 参见 11.10 节 . 

10.4.9.4 在 使 得 ds? = dw? 十 .J2(wu,v)dv? 的 曲面 里 的 测 地 线 

根据 10.4.7.2 这 种 曲面 的 测 地 线 用 (wu(u)) 表示 的 方程 由 关系 

2 和 2 十 J2u'3) 十 Sr +Jv =0 

给 出 (参见 [29], 195 页 ). 
10.4.9.5” 椭 球面 的 测 地 线 


对 于 本 球面 B: 安 二 发 十 三 -1 0, 上 面 10.4.1.6 给 出 的 特殊 的 刘 维尔 类 型 的 
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图 10.4.9.3 


坐标 (参见 10.4.2) 使 得 可 以 仅 通过 积分 来 求 EE 的 所 有 测 地 线 (对 于 一 般 曲 面 这 是 
办 不 到 的 , 不 能 用 分 解 的 方法 积分 一 个 二 阶 二 次 方程 ). 我 们 发 现 沿 着 测 地 线 有 关系 
式 ( 它 代 替 了 10.4.9.3 的 克 莱 罗 的 关系 式 ) 


NC DUE TC VE We 可 ,0 (是 数 ) 

由 此 得 到 已 的 测 地 线 的 下 列 定性 形态 . 对 于 10.2.2.3 的 共 焦 二 次 曲面 族 的 每 个 
单 叶 双 曲面 厂 对 应 测 地 线 的 单 参数 族 ; 这 些 测 地 线 在 EB 和 五 的 相交 曲线 (将 会 知 
道 它们 是 E 的 曲率 线 : 10.6.8.3) 之 间 摆 动 . 几何 上 它们 由 下 列 条 件 定义 : 它们 的 切线 
( 除 自然 切 于 E 外 ) 切 于 的 . 这 就 形成 了 一 个 双 参 数 的 直线 族 . 一 般 情况 下 , 这 样 的 
直线 族 未 必 形 成 一 个 曲面 的 法 线 的 集合 , 参见 3.5.15.5. 但 是 在 当前 情况 下 , 存在 一 
个 这 样 的 平行 曲面 族 ; 在 [37], 310 页 会 发 现 怎样 明晰 地 计算 它们 . 


在 10.2.312 提 到 的 有 退化 为 双 曲 线 -一 - j 二 -1 -0 的 情形 , 此 双 曲 线 交 
五 于 四 个 脐 点 (参见 10.6.4). 那么 从 一 个 脐 点 引出 的 所 有 测 地 线 总 是 通过 “对 径 ” 脐 
点 . 对 于 椭 球面 的 测 地 线 , 除 前 面 介 绍 的 之 外 , 还 可 以 参考 [38], 14 页 , [41], 263 页 至 
264 页 , [43], 302 页 和 这 [44] 和 [92] 的 447 页 前 后 . 

10.4.9.6 测 地 映射 

我 们 注意 到 , 两 个 2 维 黎 曼 流 形 可 以 不 是 等 距 的 , 却 存在 从 一 个 到 另 一 个 的 微 
分 同 胚 , 保持 测 地 线 . 例如 , 根据 10.4.9.1, 一 个 球面 的 从 其 中 心 到 任意 平面 的 投影 就 
是 这 样 的 微分 同 胚 . 

注 “贝尔 特 拉 米 定理 表明 , 反之 , 所 有 可 以 测 地 的 映射 到 欧 几 里 得 平面 上 的 曲面 
是 常 曲 率 的 曲面 , 从 而 是 一 个 球面 或 一 个 双 曲 平面 : [4], 296 页 , 或 [64j, 26 页 . 更 一 
般 地 , 设 ds? 跟 一 个 与 之 不 等 距 的 ds? 有 同样 的 测 地 线 , 我 们 知道 如 何 刻画 这 样 的 
ds2 的 特征 : 这 恰好 是 刘 维 尔 坐标 下 的 d s?: 参见 [38], 51 页 . 特别 地 , d s? 通常 不 存 
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图 10.4.9.5 


根据 H. Kn6rre, Geodesics on the Ellipsoid, Inventiones mathematicae,Springer Verlag 


在 保持 测 地 线 却 不 等 距 的 映射 . 


最 后 还 要 提 及 的 是 , 这 类 所 考虑 的 问题 是 称 为 “射影 微分 几何 ”的 领域 的 特殊 
情形 ; 参见 [142], [143], [144] 和 [145], 131 页 . 


10.5 高 斯 曲率 


10.5.1 ”规范 坐标 , 测 地 极 坐标 

取 原 点 为 (0,0) 的 参数 表示 , 要 求 从 原点 出 发 的 测 地 线 的 参数 表示 是 直线 (" 规 
范 坐 标 ?). 那么 dsz 的 有 限 展开 必然 有 形式 

10.5.1.1 g=ds:=dz2+dy +K(zdy— ydz)? +olz2 + oy). 


其 中 K 是 由 我 们 的 ds? 和 点 v = (0,0) 确定 的 一 个 实数 ， 在 测 地 极 坐 标 下 : 
2z=rcosbg，2%=rsinb 则 有 ds? = dr2 十 J2(r,9)d 92. 特别 得 到 


10.5.1.2 K= 700 0)/J(0,0) ( 取 极 限 !) 
BE: = 550， 1). 


这 样 就 在 所 有 曲面 上 , 或 2 维 黎 曼 流 形 上 , 得 到 一 个 数值 函数 天 : Y 一 R, 称 为 
高 斯 曲率 (或 总 曲率 , 参见 10.6.2). 特别 的 结论 是 K 对 于 歼 曼 等 距 映射 是 不 变 的 . 
正如 我 们 所 知道 的 , 对 于 欧 几 里 得 平面 K = 0, 那么 K 头 0 的 曲面 决 不 会 等 距 
于 此 平面 . 不 变量 K 是 基本 的 , 公式 10.5.1.1 表明 它 测量 了 曲面 或 T=g = ds2 与 
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欧 几 里 得 平面 的 偏离 . V 上 的 居民 可 以 如 此 计算 K: 根据 经 验 知道 最 短路 径 , 他 能 够 
画 出 以 "为 中 心 以 e 为 半径 的 度量 圆周 Cuw,s), 然后 计算 它 的 长 度 


10.5.1.3 long (C(ue)) = 2re 人 一 < 十 on)】 ( 皮 瑟 公式 ). 


读者 将 会 找到 属于 狄 奎 的 对 于 圆 盘 B(w,e) 的 面积 的 类 似 公式 . 

10.5.2 “有 常 高 斯 曲率 的 曲面 

下 面 的 图 10.5.2 表明 球面 5? 的 高 斯 曲率 取 常 数值 1; 更 一 般 地 , 一 个 半径 为 民 
的 球面 的 高 斯 曲率 为 1/ R?: 


图 10.5.2 


高 斯 曲率 为 常数 K 的 2 维 黎 曼 流 形 将 在 后 面 起 重要 作用 . 我 们 已 经 了 解 了 常 

高 斯 曲率 为 零 和 为 正 数 的 情形 . 对 于 负 的 情形 , 下 面 的 公式 10.5.3.3 表明 只 需 取 
ds?=dr?+ a 02， 

这 跟 对 于 平面 ds? = dr? + r?db2 和 对 于 球面 ds? = dr? + sin2r db2 的 公式 形成 
对 照 . 

另外 , 公式 10.5.3.3 还 告诉 我 们 , K 恒 等 于 同一 个 常数 的 所 有 d s? 彼此 局 部 等 
距 . 对 于 整体 情形 , 参见 11.2.1. 对 于 在 Rs 中 的 实际 的 有 常 高 斯 曲率 的 曲面 , 参见 
下 面 的 10.5.3.10 和 11.15. 

10.5.3 ”不 同情 况 下 计算 K 的 公式 

10.5.3.1 一 般 浸 人 

保留 10.4.1.1 的 记号 , 并 且 引进 R3 中 的 混合 积 

2F OF OF OF OF OF 本 BD2F OF OF 
Da (CS 学 )， Da (过 Bu’ 区 4 ( 千 ， Ou’ FE)， 


Dp”"- D2 
I 三 一 一 一 一 一 
则 有 天 (ECG 二 到) 


10.5.3.2 ”高 斯 公式 (高 斯 奇妙 定理 ) 
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虽然 前 面 K 的 定义 (参见 10.5.1.1) 表明 K 仅 依赖 EE, 已 G, 高 斯 还 是 通过 繁重 
的 计算 确信 了 可 以 由 E, F,G 明晰 地 表示 . 具体 地 说 来 , 从 10.5.3.1 出 发 , 高 斯 得 到 
公式 
4(EG - F?)?K = E(E,G, — 2FuG, + G2) +G(E,.G, — 2E,F, + E?) 
+F(EuG, — Es,Gu — 2E,F, + 4FuF, — 2F,G,) 
—2(EG — F?)(Ev — 2F,y + Guu), 
其 中 的 下 标 表示 关于 这 个 指标 求 偏 导数 . 


10.5.3.3 测 地 坐标 
如 果 ds? = du2 + .12(uwu)duv2, 则 


K= -7/7 
还 请 参见 11.5.1. 
10.5.3.4 图 像 
如 果 > = f(z,y), 沿用 10.4.1.2 的 记号 pg 和 4.2.20 的 记号 7,s,t, 则 有 
rt—s? 


FP+E) 


10.5.3.5 恩 尼 珀 曲面 2 


下 一 一 在于 丈 十 克 7 
10.5.3.6 直 纹 面 
利用 10.2.3.7 的 分 布 参数 和 , 则 有 
入 2 
10.5.3.7 一 一 DE oa) 


这 就 证 明了 一 个 直 纹 面 的 高 斯 曲率 总 是 严格 负 的 , 除非 和 = 0, 这 时 沿 着 对 应 的 
母线 高 斯 曲率 是 零 . 特别 地 , 对 于 一 个 可 展 曲 面 , K 恒 等 于 零 ; 这 个 结果 结合 10.5.2， 
重新 证 明了 10.4.1.8. 

10.5.3. 8 Wa 


对 于 加 + 落 + 与 一 1= 0 我 们 有 十 分 漂亮 的 公式 -其 .5, 其 中 表示 
从 原点 到 所 关 下 的 点 的 切 平面 的 星 高 


10.5.3.9 ” 隐 式 方程 V = F-+(0) 定义 的 曲面 
我 们 引进 依赖 的 矩阵 (其 中 工 表示 单位 矩阵 ), 下 标 表示 对 于 坐标 求 偏 导数 : 


五 
1 一 AT 五 
uw=|(” 


Rh EE Fo0 
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对 于 M(A) 的 行列 式 , 我 们 有 


det(M(A)) =a+BDA+ch2. 


利用 这 些 记 号 则 有 
第 所 二 
FIP+F2+FS ec 
10.5.3.10 旋转 曲面 
它们 的 第 一 基本 形式 的 形式 是 ds2 = dw? + 了 2(wu)dv?. 于 是 根据 10.5.3.3, 7, 随 
之 K 不 依赖 w 即 仅 依赖 纬度 . 这 是 意料 之 中 的 , 因为 K 是 等 距 变 换 下 不 变 的 , 而 
旋转 正 是 Ra 的 一 个 等 距 变换 , 当然 是 V 的 ds2 的 一 个 等 距 变 换 . 
这 就 说 明 , 比如 通过 积分 一 个 (2 阶 ) 常 微分 方程 , 可 以 求 所 有 这 样 的 旋转 曲面 ， 
其 高 斯 曲率 是 给 定 的 纬度 的 函数 . 对 于 非 零 常 高 斯 曲率 的 情形 这 样 做 ; 而 对 于 零 常 
高 斯 曲率 , 由 于 J 应 该 是 线性 的 , 直接 得 到 旋转 锥 面 和 旋转 柱 面 . 
对 于 天 = !1 的 情形 , 我 们 求 得 由 参数 方程 : 


up (enw Vi ead) 
0 


给 定 的 经 线 的 一 个 单 参数 族 . 这 样 就 有 三 种 类 型 的 图 , 分 别 对 应 于 a 小 于 , 等 于 ( 球 
面 情形 ) 或 大 于 1. 


图 10.5.3.10.1 


对 于 K = -1, 也 有 三 种 类 型 (其 中 两 种 依赖 参数 a), 它 们 是 


ur (ef Vi1-= ea (10.2.3.5 的 贝尔 特 拉 米 曲面 )， 
0 
um (ee 人 Vi snat) r 
0 
Um (csinnw, [ VI weidt) 
0 
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图 10.5.3.10.2 


10.5.4 ”在 多 大 程度 上 高 斯 曲率 确定 度量 

在 10.4.1.7, 我 们 曾经 看 到 两 个 不 同 的 曲面 却 具 有 同一 个 内 蕴 度 量 . 那里 的 情形 
向 我 们 指出 了 曲面 的 带 一 个 非 平 凡 的 参数 的 等 距 的 形变 . 这 使 我 们 坚信 第 一 基本 形 
式 根本 确定 不 了 曲面 的 形状 (不 计 在 R3 的 位 移 ). 但 是 K 度量 一 个 曲面 与 欧 几 里 
得 平面 的 偏离 这 个 事实 , 以 及 所 有 K 为 常 值 的 曲面 都 等 距 的 事实 , 可 能 让 我 们 猜想 
KK 确定 2 维 黎 曼 流 形 . 

根本 不 是 这 样 . 只 需 用 一 个 微分 同 胚 修改 其 K 变动 的 ds?, 保持 K 为 常 值 的 
曲线 (K 的 水 平 线 ). 这 样 就 容易 得 到 种 种 d s?, 在 它们 之 间 存 在 保持 K 的 微分 同 胚 ， 
但 它 并 非 等 距 . 有 关 用 K 和 ds? 的 其 他 不 变量 刻画 ds2 的 特征 的 内 容 , 参见 [94]. 

10.5.5 ”高 斯 曲率 和 平行 移动 

10.5.5.1 我 们 将 要 揭示 的 精彩 链条 的 关键 环节 是 这 样 的 事实 : 对 于 测 地 极 坐标 
下 的 ds = dr2+ 2(n 9)d02 偏 导数 52 (r 0) 表示 度量 加 周 C(w,0) 的 测 地 曲率 (其 
中 vw 是 坐标 中 心 ). 参见 11.3.3. 

10.5.5.2 此外, 一 个 2 维 黎 曼 流 形 (事实 上 , 任意 的 ) 具有 一 个 典范 测度 dm. 在 
任意 坐标 卡 里 , 它 等 于 VEG 一 Fidudv. 在 上 面 的 坐标 里 , 它 等 于 dm = Jdrd9. 

10.5.5.3 设 DD 是 一 个 在 我 们 的 坐标 下 由 一 个 在 [0,2r] 上 的 正 值 函 数 r(6) 定义 
的 区 域 . 我 们 要 计算 高 斯 曲率 在 D 上 的 积分 : 


= 人 ran- 人 Koarae 
公式 10.5.3.3 表明 对 于 r 的 积分 可 以 完全 实现 : 
2 27 [OJ 0J 
~--/ ara- -/ 6) : Po]ae. 


仔细 地 继续 这 个 计算 (比如 利用 公式 10.4.7.2) 则 得 
10.5.5.4 高 斯 - 博 内 公式 


390 . 第 十 章 ”R3 的 曲面 的 局 部 理论 的 简短 导 引 


设 刀 是 如 上 所 述 的 区 域 , 此 外 假设 边界 C = 9D 仅 是 分 段 可 微 的 . 设 p 是 这 个 
边界 的 测 地 曲率 , 它 是 对 应 刀 的 外 法 向 量 的 一 个 实数 . 则 


4 =] Kam=2r -Dp fms, 
i=1 


其 中 ds 是 沿 着 C 的 弧 长 微分 ,而 Bi 是 C 的 在 其 n 个 角 点 中 的 第 衬 个 角 点 处 的 
外 角 . 

注 这 个 公式 的 更 具 活力 的 证 明 需 要 在 由 V 的 单位 切 向 量 的 集合 UV 构成 的 
3 维 流 形 (单位 从 ) 的 框架 内 , 并 且 证 明 2- 外 微分 形式 K .dm ( 它 给 流 形 定 向 ) 通过 
在 了 上 的 投影 的 道 拉 回 像 是 UV 上 的 1- 外 微分 形式 , 它 表示 测 地 曲率 . 那么 高 斯 - 
博 内 公式 就 是 斯 托 克 斯 定理 的 版 本 . 参见 [11], 284 页 或 [63] 的 末尾 . 


S 


图 10.5.5.4 


10.5.5.5 应 用 
最 引人入胜 的 一 个 情形 是 区 域 D 是 一 个 测 地 三 角形 (假定 它 总 是 含 于 一 个 测 地 
坐标 的 区 域内 ). 用 了 表示 这 个 三 角形 , 而 现在 4, B,C 是 它 的 内 角 , 则 


人 Kam=4+B+C- 
D 


比如 , 在 球面 5? 上 , 我 们 重新 发 现 阿尔 贝 特 吉 拉 尔 公 式 : Aire(T) = a+B+y 一 
(参见 [40], 18.3.8.4). 对 于 欧 几 里 得 平面 : 一 个 三 角形 的 内 角 和 等 于 x. 在 贝尔 特 拉 
米 曲 面 上 (在 其 上 K = -1), 将 有 / Kdm = 7 一 a 一 8 一 7: 这 个 特殊 情形 的 一 个 证 
明 在 6.10.6 给 出 , 还 可 以 参见 11.2.2 

10.5.5.6 ”大 地 测量 学 , 勒 让 德 , 高 斯 和 达 布 

公式 10.5.5.4 在 大 地 测量 学 是 基本 的 , 在 这 门 学 问 里 ， 人 们 和 希望 知道 土地 的 形 
状 , 并 且 据 此 绘制 地 图 . 设 T 是 一 个 曲面 上 的 测 地 三 角形 , 4, B,C 是 它 的 三 个 内 角 ， 
mm,p 是 它 的 顶点 , 而 a,b,c 是 它 在 曲面 上 的 边 . 欧 几 里 得 平面 上 以 wb%c 为 边 长 的 
三 角形 的 内 角 记 作 4*, B*,C*. 问题 是 (近似 地 ) 求 差 A - 4*, B - B*,C - C0* 的 值 : 
勒 让 德 得 到 结果 : 

Aire (T) 


10.5.5.7 A-A=B-B-=C-0 -3 K+to( +h +e). 
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这 里 K 是 看 作 球 面 的 地 球 的 高 斯 曲率 . 事实 上 , 这 个 公式 对 于 所 有 曲面 带 所 指出 的 
阶 都 是 有 效 的 , 其 中 K 表示 在 三 角形 的 任意 一 点 的 高 斯 曲率 . 

于 是 大 地 测量 的 校正 不 依赖 项 点， 从 而 在 所 考虑 的 阶 的 限度 内 ,对 于 我 们 所 关 
心 的 检测 地 球 高 斯 曲率 的 变化 是 无 能 为 力 .高 斯 经 过 非常 细致 的 计算 , 成 功 发 现 带 
下 列 阶 的 公式 : 


2K(m)+ K(n) + K(p) 


4-A=Aine(n)| 12 


| +o(a + b+). 

关于 曲面 的 几何 著作 鲜 有 给 出 这 个 公式 的 . 我 们 在 达 布 的 [38] 的 168 页 至 176 
页 会 找到 一 个 更 完备 甚至 更 高 阶 的 公式 . 数学 大 地 测量 学 的 一 个 非常 详尽 的 陈述 见 
于 [116], 它 是 关于 椭圆 函数 的 , 而 正 是 这 类 函数 用 于 旋转 椭 球 面 的 测 地 线 . 对 于 历史 
评论 , 参见 [46], 对 于 公式 10.5.5.7 在 近代 几何 中 的 应 用 和 推广 , 参见 [47]. 


图 10.5.5.7 


10.6 第 二 基本 形式 以 及 通过 它 计算 的 量 


第 二 基本 形式 用 以 定量 的 研究 曲面 Y 在 一 个 所 考虑 的 点 的 邻 域内 的 形状 , 而 在 
4.2.20 仅 是 定性 的 研究 . 它 测量 V 的 平面 性 的 偏离 ; 这 是 因为 如 果 II 便 等 于 零 , 则 
V 是 一 个 平面 , 反之 亦 真 . 它 还 用 来 计算 画 在 曲面 上 的 曲线 的 (第 八 章 意义 下 的 ) 曲 
率 . 每 次 在 实际 中 遇 到 一 个 曲面 , 它 总 会 以 本 质 的 方式 介入 : 光学 里 (曲面 的 焦 散 面 ， 
参见 [138], [139], [140], [141]), 流体 静 力 学 里 的 船 克 ( 定 倾 中 心 , 比如 参见 [131], 卷 2， 
第 XX 章 ), 力学 的 大 型 模 道 , 等 等 . 提醒 一 下 , 7 依赖 V 的 定向 , 自然 只 在 于 正 负 符 
号 的 差别 . 最 后 , 正 是 第 二 基本 形式 告诉 我 们 “V 的 形状 ”, 参见 [154]. 

10.6.1 画 在 V 上 的 曲线 的 曲率 

根据 二 的 定义 我 们 知道 , 如 果 画 在 VY 上 的 曲线 f 的 法 向 量 f” 与 Y 的 法 向 量 
的 夹 角 为 9, 则 


10.6.1.1 下 的 曲率 = 有 "|= cosg. (7 记 )， 
这 里 的 /以 弧 长 作 参 数 . 
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对 于 测 地 线 f 这 个 特殊 情形 , f 的 曲率 =T(/", 1"). 请 注意 , 转变 到 曲线 /的 
测 地 曲率 p, 应 该 是 sin9. IT(f, 了 ). 如 果 你 具有 几何 情结 , 就 宁肯 采用 第 八 章 的 曲 
率 中 心 的 概念 . 10.6.1.1 说 的 是 , 把 V 的 测 地 线 的 曲率 中 心 垂直 投影 到 f 的 密切 平 
面 上 , 就 得 到 f 的 曲率 中 心 , 而 该 测 地 线 在 v 跟 六 有 同一 条 切线 (类 似 地 引入 法 曲 
率 概念 ). 


10.6.2 ”高 斯 曲率 和 平均 曲率 , 主 方向 

由 于 了 是 正定 的 , 把 工 关 于 了 化 为 对 角形 (比如 参见 [40], 13.5) 将 一 无 所 失 ; 
所 得 到 的 元 素 也 是 10.3.3 的 魏 因 加 腾 自 同 态 的 元 素 . 

并 关于 了 的 特征 值 称 为 Y 在 所 考虑 的 点 的 主 曲率 , 一 般 记 作 上 和 kz, 而 特征 
方向 称 为 主 方向 .出 于 几何 的 考虑 , 还 引进 主 曲 率 半径 Ri = 1/k, Ra = 1/ko， 最后， 
ZI (对 于 7) 的 基本 不 变量 是 其 迹 和 行列 式 ; 我 们 使 用 称呼 : 


高 斯 曲率 二 kz， 平均 曲率 二 及 二 2 


我 们 注意 到 主 曲 率 不 依赖 定向 , 而 定向 改变 时 , 再 改变 符号 . 
10.6.2.1 奇妙 定理 
高 斯 的 令 人 人 惊 情 的 发 现 是 


KK = ja = 总 曲率 


它 的 一 个 特殊 推论 是 工 和 二 不 是 独立 的 . 有 关于 此 , 还 可 参见 10.7. 利用 10.3.3 的 
高 斯 映射 可 以 把 此 式 改写 为 


10.6.2.2 ww= Kdm |， 
其 中 w 表示 5? 的 典范 定向 测度 , 而 dm 表示 Y 的 定向 测度 , 即 这 里 我 们 把 w 和 
dm 看 作 2- (外 ) 微分 形式 . 于 是 如 果 K 是 正 ( 负 ) 的 , 则 高 斯 映射 保持 ( 反 转 ) V 和 
5? 之 间 的 定向 . 
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如 果 回忆 起 10.5.3.2 中 K 的 表达 式 , 就 会 发 现 当 V 变形 但 保持 内 区 地 等 距 于 
自己 时 , K = kkz 是 不 变 的 . 考虑 图 10.6.2.2 所 显示 的 多 边 形 情形 (对 于 细节 , 参见 
[48], 141 页 ), 并 且 考 虑 这 样 的 事实 , 根据 10.5.5.5 的 吉 拉 尔 公式 (还 可 以 参见 [40]， 
18.3.8.5) 8S? 上 的 多 边 形 的 面积 只 依赖 顶 角 的 和 而 与 边 长 无 关 , 就 启发 我 们 体会 到 上 
述 的 不 变性 . 


10.6.3 ”对 于 管 形体 积 的 应 用 

如 果 回 想起 6.9.7, 就 会 发 现 那里 记 为 Kz 的 正 是 R3 的 一 个 曲面 V = 5 的 高 斯 
曲率 K, 这 从 6.9.15 和 10.6.2.2 得 到 . 从 公式 6.9.16 还 得 到 : 如 果 V 是 一 个 相对 紧 
致 的 曲面 , 用 TUBsV 表示 夹 在 与 Y 平行 并 且 与 V 的 距离 为 < 的 两 个 曲面 之 间 的 
空间 的 区 域 (参见 10.2.2.12), 则 其 体积 正 是 


Vol (TUB’V) = 2eVol(V)+ 3 / K.dv. 
VvV 


还 可 参见 11.20.2. 

10.6.4 ”密切 抛物 面 

在 8.4.5 和 8.7.4 进行 的 关于 平面 曲线 的 密切 圆 的 研究 无 法 推广 到 Ra 的 曲面 情 
形 . 事实 上 , 只 要 RR 关 Ro, 围绕 Y 的 一 个 点 v 转动 的 测 地 线 的 密切 圆 的 半径 是 变 
动 的 . 从 而 没有 密切 球 的 概念 . 反之 , 有 自然 的 密切 抛物 面 的 概念 , 我 们 可 以 伴随 着 
4.2.20 的 定性 研究 来 介绍 它 . 在 空间 Ra 选择 正 交 坐标 系 z,y,z, 让 它 在 v 对 于 V 恰 
到 好 处 , 即 z 轴 是 V 在 v 的 法 线 , 而 z 和 y 轴 的 方向 是 V 在 wv 的 主 方向 , 那么 由 
并 的 定义 本 身 知 道 抛物 面 

z= az2 + kay? 


跟 Y 有 3 阶 接触 . 如 果 K(v) > 0, 这 是 椭圆 抛物 面 , 如 果 K(v) < 0, 这 是 双 曲 抛物 
面 (参见 10.2.12 和 4.2.20 小 节 的 图 形 ). 而 如 果 K(v) = 0, 但 是 & 中 有 一 个 不 是 零 ， 
则 是 抛物 柱 面 . 请 注意 , 在 平面 上 , 密切 抛物 线 的 概念 有 意义 , 不 过 还 是 圆周 在 度量 
上 更 自然 . 如 果 两 个 点 都 是 零 , 即 辽 (v) = 0, 则 切 平面 与 V 有 3 阶 接触 . 仅 此 而 已 ， 
我 们 再 无 什么 一 般 结论 , 参见 4.2.22. 我 们 指出 , 较 之 于 在 4.2.20 的 研究 , 当前 的 是 
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定量 的 , 不 过 关于 V 同 TuV 的 交 线 , 跟 4.2.20 相反 , 这 里 无 话 可 说 .前面 所 说 的 归 
结 为 

定义 . 设 v 是 VV 的 一 个 点 . 

如 果 局 = kz (万 许 是 零 ), 则 说 此 点 是 脐 点 ; 

如 果 KK(v) > 0, 则 说 此 点 是 椭圆 点 

如 果 KK(v) < 0, 则 说 此 点 是 双 曲 点 ; 

如 果 KK(v) = 0, 但 是 本 (v) 关 0, 则 说 此 点 是 抛物 点 ; 

如 果 TT(u) = 0, 则 说 此 点 是 平 点 . 

定义 和 注释 

除去 在 脐 点 , 主 方向 是 正 交 的 并 且 是 唯一 确定 的 . V 的 渐 近 方向 是 使 开 为 零 的 
方向 , 仅 当 K < 0 时 存在 渐 近 方向 , 对 于 抛物 点 , 仅 有 一 个 渐 近 方向 (看 作 二 重 的 )， 
对 于 双 曲 点 , 有 两 个 渐 近 方向 . 对 于 平 点 , 所 有 方向 都 是 渐 近 方向 . 

我 们 会 料想 到 主 方向 的 积分 曲线 ( 称 为 V 的 曲率 线 ) 和 渐 近 方向 的 积分 曲线 在 
V 的 外 在 几何 中 扮演 重要 角色 . 另外 参见 10.6.8. 非常 容易 确信 如 果 曲 面 的 所 有 点 都 
是 脐 点 , 则 它 是 球面 或 球面 的 一 部 分 . 

10.6.5 ”第 二 基本 形式 的 公式 

对 于 浸 人 (w,v) r* Fluu), 沿用 10.5.3.1 的 记号 , 立刻 得 到 


IH=Ldw +2Mdudv+ Ndv? = (Dau? +2D'dudv + D"dv?) 


1 
VEG-—F? 
(提请 注意 , 这 里 的 “'” 和 “”” 不 表示 求 导 数 ). 

我 们 引进 了 字母 L, M,N, 这 是 因为 在 大 多 数 古 典 著作 里 都 采用 它们 . 比如 用 些 
许 的 二 次 型 的 代数 知识 立刻 得 到 : 

DD”— D2 


ED” +gD -2FD’ 
“(BG — FY) 


1 

5 (BG Fo 

在 10.5.3.1 曾经 用 到 第 一 个 公式 . 有 了 天 和 厂 就 可 以 方便 地 计算 kh 和 心 . 
10.6.6 ”在 不 同 状况 下 各 种 量 的 明晰 计算 


和 H= 


10.6.6.1 图 像 
采用 10.5.3.4 中 的 记号 则 有 
rdr +2sdrdyttdy K= rt—s? 
Vi 1 十 22 十 92” 
万 = ltp)—2pgs+7(1+9) 
2 (1 十 到 十 92)3/2 


10.6.6.2 可 展 曲 面 
我 们 将 证 明 , 如 果 K = 0, 则 曲面 是 (局 部 ) 可 展 的 . 由 图 像 的 K 的 表达 式 , 这 时 
总 有 7t 一 s? = 0; 这 表明 R? 上 的 三 个 1- 微分 形式 : dp = rdz+sdy,dg= sdz+tdy 
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和 d(z 一 pz 一 qy) 成 比例 . 于 是 一 般 地 (根据 在 5.4.11 说 过 的 ) 存在 一 个 函数 a(z,y) 
和 三 个 一 元 函数 P,Q,H, 使 得 


D=Poa g=Qoa, z-pr—-qy=Hoa. 


这 就 恰好 说 明 曲面 V 是 其 切 平面 z = P.z+Q.y+ 昌 的 包 络 . 对 于 一 般 情形 , 参见 
11.12. 

10.6.6.3 恩 尼 珀 曲面 

我 们 求 得 


五 = 2(du2 — dv?), Ri = 一 Ra = 3 + 人 +1),H=0. 


于 是 我 们 的 曲面 的 平均 曲率 总 是 零 . 在 10.6.9.2 将 称 这 样 的 曲面 为 极 小 曲面 . 请 你 
验证 方 螺纹 的 螺旋 面 和 10.2.3.6 的 公式 给 出 极 小 曲面 . 
10.6.6.4 隐 式 曲面 F-!1(0) 
首先 知道 了 K 和 五 , 随后 就 会 得 到 避 和 kz. 沿用 10.5.3.9 的 记号 , 则 有 
1 b 
”2V 束 于 甩 了 部 
如 果 还 想 知道 主 方向 , 比如 可 以 取 渐 近 方向 的 分 角 线 , 而 渐 近 方向 由 方程 组 


yo 有 =0 和 yoioPi=0 
i bj 


He 


确定 (参见 [65], 204 页 至 205 页 ). 
10.6.6.5 直 纹 面 
沿用 10.4.1.7 的 记号 , 我 们 求 得 


和 Her 711 ee/ 
五 = TO |€) +u(m 66du2 十 2AXdudu)， 


通过 10.6.5 得 到 10.5.3.6. 由 此 得 到 直 纹 面 中 唯一 的 极 小 曲面 是 带 方 螺纹 的 螺旋 面 . 
10.6.6.6 ”旋转 曲面 
利用 经 线 的 参数 方程 uw 上 (hn(u) = z,k(u) = z), 前 面 的 公式 让 我 们 能 够 进行 
所 有 的 计算 . 不 过 这 里 我 们 用 几何 方式 进行 计算 . 首先 , 出 于 对 称 考虑 , 主 方向 由 经 
线 和 纬 线 的 切线 给 定 . 公式 10.6.1.1 表明 一 个 曲率 半径 等 于 
r 
sing’ 
其 中 7 是 我 们 所 考虑 的 点 的 半径 , 即 该 点 到 旋转 轴 的 距离 . 由 于 我 们 知道 经 线 是 测 地 
线 , 另 一 个 曲率 半径 Rs 是 所 考虑 的 点 的 经 线 作为 平面 曲线 的 曲率 半径 , 参见 8.4.15. 
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图 10.6.6.6 


探讨 四 个 例子 
10.6.6.6.1 由 半径 为 b 的 圆周 绕 距 离 中 心 为 a 的 轴 旋 转生 成 的 圆 环 面 : 


sing H= a+2bsing 
bla+bsing)’ 2b(a+bsing) 


见 图 10.6.6.6 右 侧 的 图 . 
10.6.6.6.2 旋转 椭 球 面 . 从 习题 8.7.19, 发 现 漂亮 的 关系 : 在 所 有 旋转 椭 球面 上 


局 /ka = 常 值 


10.6.6.6.3 ”是 链 面 

由 图 10.6.6.6.3 标 出 的 悬 链 线 的 曲率 中 心 的 性 质 人 们 发 现 这 是 一 个 极 小 曲面 ( 参 
见 8.7.20). 由 于 这 个 性 质 是 平面 曲线 中 悬 链 线 的 特征 , 故 仅 有 的 旋转 极 小 曲面 是 悬 
链 面 . 


图 10.6.6.6.3 
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10.6.6.6.4 贝尔 特 拉 米 曲面 

它 的 高 斯 曲率 恒 等 于 -1; 这 是 彼 物 线 的 几何 性 质 , 见 图 10.2.3.5. 

10.6.6.7 平行 曲面 

平行 于 Y 且 与 它 距离 为 上 的 曲面 的 曲率 半径 , 非常 简单 地 依赖 于 V 的 曲率 半 
径 , 是 RR 一 k 和 Ro 一 k. 在 10.6.9.5 会 见 到 一 个 应 用 , 还 可 参见 10.3.3.1. 

10.6.6.8 一 般 椭 球面 

沿用 10.2.2.3 末尾 的 参数 表示 , 人 们 证 明了 (有 关 这 里 的 以 及 更 多 的 内 容 , 参见 
[37], 392 页 ) 


3. 3 
= = 
Ru 和 i 


特别 地 , 有 沿 着 每 条 曲率 线 , 比值 及/ Rs 保持 定 值 . 这 明显 推广 了 10.6.6.6.2. 对 于 
这 个 性 质 的 逆 命题 , 参见 [37], 415 页 . 对 于 一 个 一 般 的 魏 因 加 滕 曲面 的 概念 , 参见 
11.18. 

10.6.7” 测 地 搁 率 

按照 8.6, 考虑 双 正 则 曲线 C, 不 过 C 画 在 曲面 V 上 . 那么 C 具有 两 个 自然 的 
标 架 : 第 一 个 是 弗 雷 内 标 架 , 另 一 个 如 此 得 到 , 用 V 的 法 向 量 补充 单位 切 向 量 ; 我 们 
有 C 的 两 个 法 向 量 , 它们 是 vc 和 ww. 两 个 标 架 的 差别 用 vc 和 ww 之 间 的 夹 角 0 
给 定 . 我 们 确信 这 个 角 是 值得 关注 的 , 沿 着 C 的 导数 : 尝 亦 如 是 , 这 里 表示 C 的 


弧 长 . 好 的 不 变量 是 


C 的 测 地 挠 率 一 妃 一 T 一 全， 


不 言 而 喻 , 其 中 的 7 表示 C 作为 R3 的 曲线 的 挠 率 . 这 里 提 及 两 件 事情 : V 上 的 曲 
线 的 测 地 挠 率 仅 依赖 C 的 切 向 量 而 不 ( 像 一 般 曲率 那样 ) 依赖 其 法 向 量 . 更 明确 地 
说 就 是 有 公式 

Tg = (k1 — ka)sinp cosy, 
其 中 o 表示 C 的 切 方向 同 对 应 ko 的 主 方向 的 夹 角 . 作为 推论 , 如 果 V 上 的 曲线 的 
测 地 拨 率 是 零 , 则 它 必 定 是 曲率 线 . 


vy Ye 


图 10.6.7 
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注 在 曲面 理论 里 , 哪怕 我 们 想 稍微 前 进一步 , 事情 陡然 变 得 十 分 复杂 . 举 一 个 
这 样 的 例子 . 根据 10.6.4 和 10.6.1.1, 一 个 曲面 Y 的 渐 近 曲线 是 这 样 的 曲线 , 其 密切 
平面 保持 切 于 V; 这 类 曲线 备 受 关注 是 在 情理 之 中 的 . 能 够 计算 这 些 渐 近 曲线 的 ( 普 
通 ) 曲率 和 挠 率 吗 ? 对 于 挠 率 , 公式 是 简单 的 : 

T= V-kikz = vV-—K. 


反之 , 曲率 却 由 颇 为 复杂 的 下 式 给 出 : 
4CRRars [8 / EN 8 / RN\'s 
(CE 由 (总 ) = 六 (号 ) | 

其 中 仿 导 数 妈 - 和 如- 理解 为 灌 着 曲率 线 对 于 弧 长 求 的 导数 参见 [37], 415 页 ,请 


与 10.6.6.8 进行 比较 . 
10.6.8 ”曲率 线 , 平行 曲面 和 焦 散 面 
图 10.6.8 无 论 是 对 于 理论 还 是 对 于 实践 都 是 重要 的 . 它 解释 以 下 基本 结果 : 


[ 


2 
所 


10.6.8 


10.6.8.1 

如 果 曲 面 V 沿 着 其 上 的 一 条 曲线 的 法 线形 成 一 个 可 展 直 纹 面 ( 即 这 些 法 线 有 一 
个 包 络 , 或 着 说 是 一 条 空间 曲线 的 切线 族 ),， 则 这 条 曲线 是 曲率 线 , 即 其 切线 处 处 沿 主 
方向 . 
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在 本 节 的 整个 后 续 部 分 假定 不 在 一 个 及 点 (参见 10.6.4) 的 邻 域内 . 请 注意 , 在 
一 个 脐 点 的 邻 域内 , 情形 跟 图 10.6.8 所 绘 的 便 不 一 样 , 通常 不 可 能 画 出 相应 的 图 来 . 
对 于 “通常 的 ”情形 的 图 形 , 参见 {108]. 

于 是 曲率 线 分 为 带 一 个 参数 的 两 个 互相 正 交 的 族 .2 和 .多 . 其 包 络 ( 腰 线 , 参 
见 10.6.8.1) 一 般 描绘 出 两 个 曲面 镶 , 哆 , 称 为 V 的 焦 散 面 (或 焦 曲 面 ), 在 实际 情形 
里 , 如 果 V 是 一 个 波 曲 面 , 它 的 法 线 是 光线 , 而 光线 将 会 灼伤 不 小 心 站 在 一 个 焦 散 面 
附近 的 人 . 对 于 人 类 的 眼睛 , 我 们 说 它 是 散光 的 , 如 果 久 和 哆 二 者 不 退缩 为 一 个 
点 ! 而 在 船 壳 理论 里 , 焦 散 面 是 定 倾 中 心 所 在 之 处 . 

以 下 各 点 是 平凡 的 : 

一 一 平行 曲面 有 相同 的 焦 散 面 ; 

一 一 曲面 的 一 点 到 曲面 在 此 点 的 法 线 与 鲍 和 金 的 交点 的 距离 分 别 是 忆 和 
R; 

一 一 由 上 得 到 10.6.6.7; 其 无 穷 小 的 对 应 公式 正 是 10.3.3.1. 请 注意 这 里 部 分 地 
体现 了 (一 般 在 黎 曼 流 形 里 , 乃至 在 相当 普遍 的 度量 空间 里 ) 以 下 重要 的 原理 : 一 个 
对 象 的 曲率 概念 从 考虑 与 它 平行 (与 它 的 距离 是 常 值 ) 的 诸 对 象 而 得 到 . 

10.6.8.2 ”曲率 线 的 例子 

10.6.8.2.1 梯形 曲面 . 由 变动 曲线 得 到 的 曲线 (参见 10.2.3.10) 是 测 地 线 . 反之 ， 
如 果 曲 面 的 一 族 曲 率 线 由 测 地 线 组 成 , 则 这 个 曲面 是 槽 形 曲 面 . 

10.6.8.2.2 平移 曲面 . 人 们 不 会 惊奇 这 样 的 结果 : 其 焦 散 面 是 两 个 柱 面 . 

10.6.8.2.3 单 参数 球面 族 的 纪 络 (参见 10.2.3.12) 

从 图 上 看 出 , 由 于 每 个 球面 沿 一 个 圆周 和 V 相 切 , 一 个 这 样 的 圆周 是 一 条 曲率 
线 , 并 且 相关 联 的 可 展 曲面 是 一 个 锥 , 最 终 相 关联 的 焦 散 面 饭 退化 成 一 条 曲线 . 反 
之 , 如 果 后 是 一 条 曲线 , 则 V 是 单 参数 球面 族 的 一 个 包 络 . 另外 一 个 等 价 的 条 件 是 ， 
沿 着 曲率 线 , 对 应 的 曲率 半径 是 常 值 . 提醒 注意 两 个 重要 的 特殊 情形 ; 旋转 曲面 和 管 
道 曲面 . 


图 10.6.8.2.3 
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10.6.8.2.4 老 朋友 迪 潘 四 次 圆 纹 曲面 .如 果 希 望 两 条 焦 散 面 都 退化 为 一 条 曲线 ， 
就 会 发 现 了 必然 是 迪 潘 四 次 圆 纹 曲面 . 逆 命题 也 成 立 . 参见 10.2.3.12. 

10.6.8.3 ”补充 性 质 

一 一 腰 线 ( 尖 点 的 峭 线 , 参见 10.2.3.9) 在 它们 的 焦 散 面 上 , 是 后 者 的 测 地 线 (这 
简单 地 是 由 于 这 样 的 事实 , 焦 散 面 的 法 线 平行 于 对 应 的 曲率 线 的 切线 ); 

一 一 设 曲 面 V 和 W 沿 曲 线 C 相交 . 假定 C 是 V 的 一 条 曲率 线 . 那么 当 且 仅 
当 V 和 W 沿 曲线 C 的 交角 是 常 值 , C 也 是 W 的 一 条 曲率 线 ; 

一 一 在 单 参数 的 三 族 曲面 的 特殊 情形 下 , 如 果 它 们 形成 正 交 三 重 族 , 则 它们 的 
交 线 在 每 个 曲面 上 都 是 曲率 线 . 我 们 已 经 遇 到 这 样 的 两 个 例子 , 共 焦 二 次 曲面 和 一 
个 四 次 圆 纹 曲面 族 : 10.2.2.6. 

一 一 比如 椭 球 面 的 曲率 线 , 在 10.4.9.5 为 了 求 测 地 线 曾 经 间接 用 到 过 , 具有 一 
个 美妙 的 关于 椭 球 面 度量 的 度量 性 质 : 这 是 忆 的 相对 于 脐 点 的 定义 双 焦 点 圆锥 曲线 
的 性 质 ， 


图 10.6.8.3 
ww' :及 点 d(w,v) + d(w'u) = 常数 ; Klingenberg, 54 页 
一 个 椭 球 而 的 曲率 线 和 它 的 脐 点 


即 每 条 曲率 线 是 与 两 个 非 对 径 脐 点 内 冀 距 离 之 和 为 常数 的 点 的 轨迹 ,请 注意 , 还 可 
以 用 距离 之 差 代替 和 , 因为 前 面 已 经 知道 : 所 有 从 一 个 脐 点 出 发 的 测 地 线 到 达 对 径 
脐 点 , 从 而 根据 11.3.2, 这 是 一 条 定 长 的 测 地 线 . 至 于 证 明 , 参见 [92], 431 等 页 . 

一 一 曲率 线 在 反 演 下 变 为 曲率 线 : 事实 上 , 反 演 保持 角度 (参见 [40], 10.8.5), 从 
而 保持 正 交 三 重 族 , 根据 前 面 所 述 的 性 质 , 只 需 能 够 把 整个 曲面 包含 在 一 个 正 交 三 
重 族 内 . 而 对 于 我 们 来 说 , 这 恰好 是 平行 曲面 和 图 10.6.8 所 做 的 . 转 而 注意 到 渐 近 曲 
线 在 射影 变换 下 (参见 [40], 第 4 章 ) 保持 不 变 : 事实 上 渐 近 方向 是 由 3 阶 接触 的 性 
质 定义 的 . 

10.6.8.4 精细 的 公式 

在 [38] 的 340 页 至 341 页 有 一 个 公式 表 , 几乎 回答 了 人 们 可 能 提出 的 涉及 焦 散 
面 的 不 同 元 素 的 计算 的 所 有 问题 . 比如 那里 有 计算 焦 散 面 多 的 全 曲率 K 的 下 列 漂 


亮 公式 : 


20R1/Ou 
DE 


其 中 和 w 是 对 应 曲率 线 的 V 的 坐标 . 这 里 是 它 的 一 个 应 用 : 为 了 使 一 个 曲面 存在 


Ki = -(R1— Ro) 


10.6 ”第 二 基本 形式 以 及 通过 它 计算 的 量 -401 


在 Ra 和 Ra 之 间 的 一 个 普 适 关系 ( 魏 因 加 滕 曲面 , 参见 10.6.6.8 和 11.18) 必须 且 只 
需 有 等 式 
天 Ka = (Ri 一 已 2) 
其 中 Ki 是 焦 散 面 把 的 高 斯 曲率 . 
此 外 , 精细 理论 的 爱好 者 还 可 以 阅读 [39], 207 页 . 在 那里 比如 会 了 解 到 : 如 果 一 
族 曲 率 线 都 是 平面 曲线 , 并 且 其 中 一 条 是 一 个 圆周 , 则 所 有 的 都 是 圆周 , 等 等 . 
10.6.9 ”平均 曲率 的 含义 


图 10.6.9 


将 定向 曲面 Y 的 各 点 没 法 方向 移动 一 个 长 度 f:V 一 R. 这 样 就 得 到 一 个 新 的 
曲面 , 记 作 Vj (如 果 f 是 常数 , Vi 是 Y 的 平行 曲面 ) 假定 V 是 准 紧 致 的 , 以 便 存 
在 有 限 的 积分 . 那么 就 有 


10.6.9.1 dire Vn) (0) =2/ WH)av 


其 中 瑟 是 V 的 平均 曲率 . 事实 上 :(i) 一 个 曲面 的 测度 是 其 第 一 基本 形式 1y， 的 行 
列 式 的 平方 根 ; (ii) 行列 式 的 导数 涉及 迹 ; (ii) 我 们 有 通过 1 计算 了 的 导数 的 公式 
10.3.3.1; (iv)H 定义 为 I 的 迹 . 

对 于 平行 曲面 ,上 式 右 端 就 简单 地 变 为 上 H(u)dv; 这 再 次 印证 了 10.6.8.1 中 提 
到 的 一 般 原理 . 现在 求 一 个 边界 为 给 定 曲线 C = 9V 并 且 有 极 小 面积 的 曲面 V. 变 
分 法 的 一 个 经 典 推理 和 10.6.9.1 表明 仅 在 一 阶 导数 的 层次 上 (“ 临 界 点 ") 就 应 该 有 


10.6.9.2 V 是 五 =0 的 曲面 


并 且 称 之 为 极 小 曲面 . 我 们 已 经 多 次 碰 到 这 样 的 曲面 . 根据 10.6.6.1, 在 曲面 是 函数 
图 像 的 情形 , 极 小 曲面 方程 是 


(1+q)r—2pqs+(1+p)t=0. 
利用 高 斯 映射 可 以 得 到 一 个 几何 解释 , 如 果 用 参数 (u,v) 表示 了 的 曲率 线 , 那 


么 (u,v) 就 是 V 的 保 形 (等 温 ) 坐标 . 更 简单 的 表述 是 : 高 斯 映射 是 保 形 的 . 这 一 事 
实在 11.16.6 将 起 根本 性 的 作用 . 
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10.6.9.3 如 果 V 的 平均 曲率 是 常数 ,上面 的 叙述 保持 有 效 . 物理 上 , 有 常平 均 
曲率 的 曲面 这 样 解释 . 取 一 条 固定 的 曲线 C 和 它 确定 的 极 小 曲面 . 然后 在 下 面 有 规 
律 的 吹 气 , 即 在 V 的 一 侧 维持 一 个 常 值 压强 . 物理 事实 表明 平衡 形状 使 得 平均 曲率 
是 常 值 (大 小 跟 压 强 相当 ). 

10.6.9.4 在 11.19.3 和 11.19.4 将 更 大 范围 地 发 展 在 10.2.3.13 开始 的 研究 , 这 就 
是 当 平 均 曲率 (或 高 斯 曲率 ) 按照 在 83? 上 扫描 的 法 向 量 限定 时 , 确定 一 个 曲面 . 

10.6.9.5 注释 

从 10.6.6.7 立刻 推导 出 以 下 结果 . 给 定 一 个 高 斯 曲率 是 常数 的 曲面 , 则 至 少 存在 
两 个 有 常平 均 曲率 的 平行 曲面 . 反之 , 给 定 一 个 平均 曲率 是 常数 的 曲面 , 则 至 少 存在 
一 个 有 常数 高 斯 曲率 的 平行 曲面 . 关于 应 用 , 参见 [93]. 

10.6.9.6 有 常平 均 曲率 的 旋转 曲面 

根据 10.6.6.6, 我 们 了 解 到 问题 归结 为 找到 平面 曲线 , 其 曲率 半径 满足 某 个 条 件 
(更 一 般 地 , 可 以 求 旋转 曲面 , 使 得 其 平均 曲率 按照 纬度 限定 ). 答案 可 以 由 计算 得 到 ， 
但 是 一 个 令 人 惊 情 的 几何 回答 归功 于 德 洛 内 ,他 的 回答 如 下 所 述 (比如 参见 [77] 和 
[133]). 

所 有 平均 曲率 为 常数 的 旋转 曲面 可 以 这 样 获得 : 无 滑动 地 在 一 条 直线 上 滚动 一 
个 圆锥 曲线 , 注视 其 焦点 的 轨迹 曲线 , 那么 这 条 曲线 围绕 滚动 所 在 的 直线 旋转 产生 
的 曲面 是 平均 曲率 为 常数 的 旋转 曲面 , 在 椭圆 退化 成 的 线段 的 情形 给 出 球面 , 在 一 
个 圆周 的 情形 给 出 旋转 柱 面 , 在 抛物 线 的 情形 , 焦点 轨迹 是 旋 轮 线 , 从 而 给 出 悬 链 面 ， 
在 一 般 情形 下 给 出 所 有 其 他 的 . 参见 [49]. 


圆柱 面 悬 链 面 


图 10.6.9.6 


双 曲 线 的 情形 也 会 出 现 . 

10.6.9.7 等 周 和 常 平均 曲率 

平均 曲率 的 恒定 性 的 一 个 几何 解释 如 下 所 述 . 考虑 R3 的 一 个 紧 致 区 域 2, 其 边 
界 是 曲面 82 = S. 如 果 我 们 致力 于 证 明 R3 中 的 推广 了 9.3 的 等 周 不 等 式 , 一 个 自 
然 的 途径 是 假定 在 具有 同样 体积 的 区 域 中 , 2 是 边界 面积 最 小 的 . 基于 公式 10.6.9.1 
的 经 典 变 分 计算 表明 边界 8 的 平均 曲率 应 当 是 常数 . 关于 这 个 主题 的 更 多 内 容 请 参 
见 11.20. 
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10.7 曲面 的 两 个 基本 形式 之 间 的 关系 
在 10.6.2.1 我 们 已 经 发 现 一 个 这 样 的 关系 : 


rR]. 
另 一 个 关系 由 科 达 齐 - 马 依 纳 尔 迪 方程 (如 果 不 写成 向 量 形式 而 写成 坐标 形 
式 则 说 是 方程 ) 组 成 ， 这 个 方程 仅 在 引入 关于 向 量 场 的 协 变 导 数 D 的 概念 (参见 
10.4.7) 之 后 才 可 以 写成 “无 坐标 ” 形式. 如 果 W 表示 在 10.3.3 引进 的 魏 因 加 肤 自 同 
构 , 则 要 寻找 的 方程 是 : 
10.7.1 
对 于 V 上 的 所 有 向 量 场 E 和 m De(W(m))-Dy(W(8)-W([é,])=0|. 


方 括号 表示 向 量 场 的 括号 积 . 为 了 把 这 个 方程 写成 坐标 形式 , 必须 先 把 D 写成 坐标 
形式 , 而 这 就 是 克 里 斯 特 费 尔 符号 , 参见 10.4.7. 在 所 有 情形 下 , D 都 是 由 第 一 基本 
形式 7 确定. 

10.7.2 ”曲率 线 坐标 的 情形 

这 时 科 达 齐 - 马 依 纳 尔 迪 方程 可 以 十 分 简单 地 写 出 . 采用 10.6.5 中 的 记号 , 我 
们 发 现 两 个 数量 关系 


Br _1 aE 已 
tk) 一 全 本 ， 
aN 1 aG 8G | 
Bu 3th HG 


具有 给 定 的 作为 弧 长 的 函数 的 曲率 和 挠 率 的 Ra 的 曲线 的 存在 性 和 唯一 性 的 基 
本 定理 (参见 8.6.13), 现在 就 变 为 

10.7.3 ”定理 

如 果 在 R? 的 一 个 开 集 上 给 定 一 个 歼 受 度量 g = ds2 = T 和 一 个 二 阶 微分 形式 
I1, 并 且 了 和 I 满足 两 个 关系 10.6.2.1 和 10.7.1, 则 存在 R3 的 一 个 浸入 曲面 , 其 基 
本 形式 是 了 和 I1; 并 且 如 果 忽 略 一 个 位 移 , 这 样 的 曲面 唯一 . 

证 明 的 思路 跟 8.6.13 类 似 , 精心 寻找 一 个 像 弗 雷 内 标 架 那样 的 R3 的 一 个 标 架 ， 
让 它 依 赖 R? 的 我 们 的 开 集 内 的 坐标 u,v. 唯一 的 差别 , 也 是 更 加 困难 之 根源 , 在 于 
代替 常 微分 方程 , 这 里 是 (关于 uv 的 ) 偏 微分 方程 . 问题 看 起 来 增加 了 难度 . 不 过 
现在 涉及 的 是 超 定 方程 组 , 一 旦 3.5.15.4 中 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 相 容 条 件 满足 , 其 积分 没 
有 困难 . 在 我 们 的 情形 下 , 这 些 条 件 恰好 是 10.6.2.1 和 10.7.1! 证 明 的 细节 , 比如 可 以 
参见 [41]. 311 页 , [64], 61 页 , [18], 47 页 , [48], 146 页 . 

以 前 我 们 没有 谈论 这 些 方程 , 这 是 因为 无 论 在 前 面 各 节 结 果 的 陈述 中 , 还 是 通 
常 在 其 证 明 中 , 它们 实际 不 起 任何 作用 . 反之 , 在 下 一 章 , 在 许多 整体 性 结果 中 , 它们 
将 扮演 举足轻重 的 角色 . 
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10.8 关于 Rnr+l 中 的 超 曲面 


读者 不 免 感到 惊奇 , 在 论述 R? 的 曲线 之 后 , 随 之 就 是 Rs 的 曲面 , 然后 下 然而 
止 . 其 实 理由 是 简单 的 : R3 的 曲面 的 理论 , 比 之 Rn+l (n > 2) 的 超 曲面 的 理论 , 要 
精细 和 丰富 得 多 , 其 基本 的 理由 如 下 所 述 . 

定义 两 个 基本 形式 7 和 I 总 不 会 遇 到 障碍 , 第 一 个 是 ds? = g. 通过 关于 了 对 
角 化 二 得 到 主 曲 率 ki(i = 1,… ,n). 必然 存在 前 一 节 公式 的 推广 , 特别 是 10.6.2.1 
的 高 斯 公式 ; 它 的 对 应 公式 告诉 我 们 , 对 于 所 有 i 和 j, 乘积 kk; 等 于 由 对 应 i 和 j 
主 方向 生成 的 平面 的 截断 曲率 o;; (参见 [64], 61 页 或 [18], 23 页 ). 这 些 截断 曲率 仅 
依赖 工 

这 里 有 一 个 如 此 强 有 力 的 关系 , 它 将 表明 , 事实 上 , 在 一 般 情形 下 , 形式 万 由 工 
确定 . 因为 假设 果然 对 于 所 有 配对 有 Kk; = kikj,i < j, 并 且 至 少 有 三 个 指标 使 得 心 
不 是 零 , 则 对 于 所 有 i,k! = &, 或 对 于 所 有 i, 用 = 一 ki. 这 正 负 号 的 可 能 的 改变 , 恰 
好 对 应 于 超 曲面 的 定向 的 选取 . 

如 此 看 来 , 我 们 曾 多 次 过 到 的 现象 : 内 萄 地 等 距 的 曲面 却 不 能 通过 位 移 相 重合 ， 
仅 在 下 列 情 况 下 发 生 : 流 形 在 外 部 状况 上 退化 得 厉害 , 以 至 I 的 秩 保持 小 于 3. 对 
于 那些 感 兴趣 的 读者 , 可 以 查阅 [63], 第 12 章 . 

不 过 对 于 曲面 的 工 和 艾 之 间 的 “混合 ”问题 是 19 世纪 几何 的 热点 . 建议 读者 首 
先 参 考 达 布 的 四 卷 著作 ; 还 有 我 们 的 第 11 章 , 以 及 [63] 的 第 12 章 . 另外 参见 [112]. 

上 面 的 基本 评注 涉及 的 是 局 部 理论 . 与 之 相反 , 任意 维 数 的 R™+! 的 超 曲面 的 整 
体 几何 更 是 丰富 多 彩 的 . 限于 本 书 的 宗旨 , 我 们 毫 无 触及 . 对 于 那些 淘 望 学 习 这 些 知 
识 的 读者 , 除 [63], 第 12 章 外 , 还 可 以 参考 [86], [103], [105]. 
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对 于 紧 致 (必要 时 , 还 需 完备 的 ) 曲面 , 我 们 打算 研究 与 第 九 章 的 对 于 平面 曲线 
的 类 似 问题 , 并 且 得 到 类 似 的 结果 . 

而 在 第 十 章 已 经 明确 指出 , 这 类 问题 自然 分 成 两 类 : 一 类 是 关于 抽象 黎 曼 曲面 
(X,g), 而 另 一 类 则 是 关于 嵌入 或 仅仅 是 浸入 到 Rs 的 曲面 . 

在 本 章 的 第 一 部 分 , 我 们 将 研究 (X,g) 的 度量 几何 (内 区 的 , 即使 它 来 自 柑 入 !). 
在 研究 最 短路 径 的 整体 问题 之 后 , 我 们 研究 下 列 问题 : 当 用 其 自然 的 不 变量 高 斯 曲 
率 K 控制 (X,g) 时 , 关于 它 的 度量 几何 我 们 能 够 说 些 什么 ?回答 是 在 不 等 式 的 两 
个 方向 上 的 比较 都 是 完美 的 : 如 果 K > 此 (K < 到), 则 (X,g) 的 几何 小 于 (大 于 ) 唯 

-的 单 连通 并 具有 常 曲率 K = 的 流 形 的 几何 . 这 表明 存在 单 实 参数 的 一 族 普 适 对 

象 , 用 以 解释 所 得 结果 的 完美 性 . 
率 和 拓扑 之 间 的 关系 由 高 斯 - 博 内 公式 解决 . 然后 , 我 们 研究 第 九 章 的 平面 
区 域 的 等 周 不 等 式 对 于 位 于 (X,g) 上 的 区 域 的 推广 . 这 里 出 现 等 周 断面 的 概念 . 我 
们 同样 对 于 抽象 曲面 还 研究 等 收缩 不 等 式 , 它 在 一 定 程度 上 相当 对 于 无 边界 的 紧 致 
的 X 的 等 周 不 等 式 ; 边界 由 所 考虑 的 紧 致 曲面 的 最 小 周期 测 地 线 所 代替 , 而 最 小 周 
期 测 地 线 是 不 依赖 X 的 所 有 区 域 的 . 

作为 过 渡 , 我 们 研究 实际 上 还 是 没有 完全 解决 的 问题 , 一 个 曲面 (X, 9) 通过 一 
个 浸入 (或 戏 入 ) 在 Rs 实现 的 问题 . 

在 第 二 部 分 . 我 们 首先 研究 涉及 高 斯 曲率 K 的 问题 . 接着 是 涉及 平均 曲率 万 
( 它 与 K 一 起 完全 决定 了 曲面 的 第 二 基本 形式 , 因而 是 两 个 最 自然 的 不 变量 ) 的 问 
题 . 了 H =0 的 曲面 是 著名 的 极 小 曲面 , 而 已 是 常数 的 曲面 也 是 有 深刻 结果 且 十 分 有 
趣 的 曲面 . 我 们 以 对 于 R3 的 区 域 的 等 周 不 等 式 以 及 闵可夫 斯 基 对 于 它 所 做 的 精细 
化 结束 这 部 分 . 
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在 我 们 的 导 引 中 至 少 有 两 个 遗漏 : 首先 是 分 析 , 即 拉 普 拉 斯 - 贝尔 特 拉 米 算 子 ， 


热传导 方程 , 波动 方程 以 及 抽象 黎 曼 曲面 (X, 9) 上 的 振动 和 频率 的 研究 . 关于 


内 容 广泛 并 且 始 终 充满 时 尚 的 主题 有 两 个 优秀 的 参考 文献 [72] 和 [73 


这 个 


- 其 次 是 这 样 


的 事实 , 一 个 黎 曼 曲面 也 是 下 述 意义 下 的 黎 曼 曲面 , 即 一 条 (全 纯 ) 复 


线 . 对 于 


广泛 而 且 总 是 充满 时 尚 的 主题 , 可 以 参考 [70], [71]. 
对 于 我 们 探讨 的 所 有 专题 , 在 下 列 意义 下 我 们 力求 完备 : 
一 一 讲 出 问题 之 原委 和 相关 的 重要 结果 ; 


FF 这， 


一 一 一 旦 有 关内 容 在 大 部 分 有 关 曲 面 论 的 经 典 著 作 中 都 未 曾 提 及 , 我 们 就 会 给 


出 对 应 的 参考 文献 . 
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11.1 最 短路 径 的 整体 问题 


11.1.1 

在 10.4.8 曾经 提 到 (X,g) 的 充分 靠近 的 两 个 点 之 间 用 唯一 的 一 条 线段 (最 短路 
径 ) 连结 . 那么 整体 情形 如 何 ? 显然 无 论 是 存在 性 还 是 唯一 性 , 一 般 都 是 不 对 的 . 简 
单 地 取 普通 球面 (比如 3?) 但 是 挖 去 一 个 点 (如 果 更 贪 禁 的 话 , 不 妨 挖 去 一 个 更 大 
的 洞 ). 那么 一 方面 在 关于 被 挖 去 的 点 对 称 的 两 个 邻近 的 点 之 间 没 有 任何 线段 连结 它 
们 . 而 另 一 方面 对 于 对 径 的 两 个 点 , 却 有 无 穷 多 条 线段 连结 它们 . 


从 z 到 + 没有 任何 线段 i 
在 x 和 -x 之 间 有 无 穷 多 条 最 短路 径 
图 11.1.1.1 


我 们 注意 到 缺少 了 一 个 点 的 球面 不 再 是 完备 度量 空间 ; 另 一 方面 某 些 测 地 线 不 
再 定义 在 整个 (-co, +co) 上 . 这 两 个 注释 是 霍 普 夫 - 里 诺 基 本 定理 的 关键 . 首先 对 
于 zeX 定义 在 z 的 指数 映射 , 记 作 exp,, 在 下 述 意义 下 它 表 达 了 从 X 在 z 的 切 
空间 TX 上 到 X 内 扫描 到 的 最 大 可 能 的 部 分 : 沿用 10.4.8 的 记号 , 在 可 能 的 情形 
下 , 令 TeX 的 一 个 向 量 5 对 应 点 7/lmi(lll), 在 测 地 线 ye 上 从 zx 延伸 长 度 lmll 得 
到 的 点 . 这 个 最 大 部 分 是 T.X 的 在 原点 的 星 形 部 分 , 其 边界 对 应 于 这 样 的 点 , 在 那 
里 , 测 地 线 不 能 再 延伸 了 . 


11.1.1.2 
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11.1.2 ” 霍 普 夫 -- 里 诺 定理 
对 于 一 个 (X,9), 以 下 三 个 条 件 是 等 价 的 : 
(i) 对 于 一 个 r, 指数 exp X 定义 在 整个 切 空间 , 即 从 z 出 发 的 所 有 测 地 线 定义 
在 整个 实 直线 上 ; 
(ii) 对 于 所 有 zx, 指数 映射 定义 在 整个 T,X 上 ; 
( 道 ) 度量 空间 (X,g) 是 完备 的 . 
此 外 ,这些 条 件 的 每 一 个 蕴含 X 的 所 有 点 对 至 少 有 一 个 线段 连结 . 
11.1.3 注 
最 后 的 条 件 不 蕴涵 其 他 的 , 欧 几 里 得 平面 上 的 开 圆 盘 表 明了 这 一 点 . Ra 的 一 个 
面 5S 可 能 是 完备 的 但 不 是 Ra 的 一 个 闭 子 集 , 虽然 其 逆 为 真 : 取 Rs 的 一 个 柱 面 ， 
它 卷 在 一 个 极限 对 象 上 而 不 能 达到 ( 柱 面 与 跟 母 线 垂直 的 平面 的 交 是 螺旋 线 , 该 螺 
旋 线 带 极限 点 或 极限 圆周 )， 隐 藏 在 11.1.2 中 的 富有 启发 性 的 思想 是 当 一 条 测 地 线 
在 z 的 周围 环绕 时 , 是 那些 洞 妨碍 它 处 处 定义 . 


自 此 以 后 所 考虑 的 (X,9) 将 是 完备 的 (除非 明确 指出 相反 的 情形 ). 
R3 的 曲面 也 都 是 完备 曲面 . 


Ye 3 


11.1.4 直径 

一 个 度量 空间 的 直径 是 它 的 点 之 间 的 距离 的 上 确 界 . 11.1.2 表明 ， 对 于 一 个 
(X,g)， 当 且 仅 当 X 紧 致 时 这 个 直径 是 有 限 的 ， 趁 此 机 会 回顾 10.4.8 的 注 4: 给 
定 了 9 的 流 形 X 的 拓扑 , 跟 在 X 上 由 9 构造 的 度量 空间 结构 的 拓扑 一 致 . 直径 将 
随 情 况 记 作 Diam (9) 或 D(g). 
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11.2 常 曲 率 的 曲面 


在 10.5.2 曾经 看 到 , 半径 为 R 的 球面 的 高 斯 曲率 是 常数 并 且 等 于 1/R2, 欧 儿 里 
得 平面 有 和 常 高 斯 昌 率 零 ， 而 在 平面 R2 上 ， 配 备 以 在 极 坐标 下 等 于 dr? + 
Sm 人 ao 的 ds(k 是 任意 负 实 数 ), 那么 这 个 平面 的 高 斯 曲率 等 于 上 对 于 
每 个 实 烧 训 用 如 表示 上 面 定义 的 诸 对 象 上 面 的 定理 充分 表明 了 记号 的 合理 性 . 

11.2.1 ”定理 

所 有 高 斯 曲率 为 常数 且 单 连通 的 (X,9g) 等 距 于 S2. 

局 部 等 距 来 自 10.5.2, 至 于 整体 的 等 距 是 单 连通 的 推论 (在 球面 的 情形 必须 两 个 
坐标 卡 著 盖 , 对 此 须 稍 加 注意 ) 

11.2.2 

对 于 负 高 斯 曲率 的 情形 , 另外 两 个 模型 是 有 用 的 : 庞 加 莱 的 半 平面 , 即 在 上 半 平 


面 上 ds? 等 于 扩 -2?(dz2 + dy2). 还 有 , 在 圆 盘 z2 十 y? < -上 ， ds2 由 


(e+ (dz? +dy?) 


给 定 . 第 一 个 是 与 52, 等 距 , 而 第 二 个 是 与 52 等 距 (k < 0). 

11.2.3 

现在 设 (X,g) 是 任意 黎 曼 曲 面 , X 是 X 的 一 个 拓扑 覆 私 , 它 由 投影 p: 庆 一 久 
给 定 . 那么 , 沿用 10.3.2 的 语言 , 在 XX 上 将 有 一 个 诱导 黎 曼 度量 p*g, 记 之 为 5. 而 
(和 ,9 称 为 (X,g) 的 一 个 黎 曼 履 登 ; 显然 , 对 于 任意 维 数 这 都 有 效 . 

11.2.4 

从 前 面 的 叙述 推出 :所 有 带 常 高 斯 曲率 的 (X,9g) 是 一 个 SR 对 于 一 个 离散 并 且 
无 不 动 点 的 等 距 映 射 群 的 商 。 在 有 是 正 数 情形 ， 曲 面 的 分 类 (参见 4.2.25) 表明 
仅 有 两 个 这 样 的 流 形 : 5S? 本 身 和 它 对 于 对 径 映 射 的 商 ， 也 就 是 实 投影 平面 (参见 
2.4.12.2)P2(R),， 它 从 而 继承 一 个 典范 度量 , 称 为 椭圆 度量 .其 实 这 里 面临 的 是 椭圆 
几何 , 它 的 测 地 线 都 是 周期 的 (参见 11.10), 并 且 形 成 一 个 满足 关联 公理 的 “直线 ”的 
集合 , 关于 所 有 这 些 内 容 参见 [40], 第 19 章 , 以 及 [149] 和 [150]. 

在 大 = 0 的 情形 , 欧 几 里 得 平面 等 距 的 无 不 动 点 的 离散 子 群 将 提供 非 紧 致 的 柱 
面 和 默 比 乌 斯 带 , 以 及 紧 致 的 环 面 和 克 莱 因 瓶 (参见 2.4.12). 然而 这 里 如 此 得 到 的 
两 个 环 面 , 仅 当 对 应 的 平面 网 格 的 一 个 是 由 另 一 个 由 平面 的 等 距 变 换 得 到 的 , 才 是 
等 距 的 . 在 规范 化 之 后 , 就 得 到 由 图 11.2.4.1 影 线 部 分 的 区 域 表示 的 “平坦 的 ” 环 面 
的 带 两 个 参数 的 一 个 族 ; 底部 左 端点 对 应 “正方 形 ”Z2 网 格 , 而 右 端的 点 对 应 “六 
形 * 网 格 . 关于 细节 , 请 参见 [79] 和 [73]. 

对 于 克 莱 因 瓶 , 生成 它们 的 平坦 环 面 的 对 合 运算 要 求 该 环 面 是 长 方形 类 型 的 ; 因 
而 在 规范 化 之 后 , 仅 存在 一 个 单 参数 族 , 比如 该 参数 是 宽度 . 
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图 11.2.4.1 


宽度 
1 


图 11.2.4.2 


11.2.5 

k < 0 的 情形 就 要 复杂 得 多 . 首先 必须 指出 , 在 所 有 紧 致 曲面 上 , 存在 一 个 带 负 
常 高 斯 曲率 的 度量 , 只 要 它 的 亏 格 > 2. 为 了 认识 到 这 一 点 , 最 简单 的 办 法 是 在 双 曲 
平面 上 找到 正 多 边 形 , 它 的 顶 角 等 于 2r/m,m 是 4 的 任意 整 倍数 , 而 这 是 容易 的 , 参 
见 [40], 19.8.20. 反之 , 在 这 类 紧 致 曲面 上 的 黎 曼 结构 的 集合 的 研究 是 极端 复杂 的 , 并 
且 仍然 处 在 蓬勃 发 展 之 中 . 本 质 是 这 个 “ 模 空 间 ” 的 维 数 等 于 67 - 6, 如 果 曲 面 是 定 
向 的 并 且 有 7 个 洞 ; 而 在 关联 的 非 定向 的 情形 下 , 维 数 是 37 - 3. 对 于 这 一 广泛 的 主 
题 , 关于 定向 的 情形 , 请 参见 [70], 关于 非 定向 情形 , 请 参见 [78] 和 [109]. 

常 曲率 为 大 的 紧 致 曲面 X 的 面积 非常 容易 地 通过 高 斯 - 博 内 公式 (参见 11.7.1) 
计算 出 来 : Aire(X) = 2rk-2X(X). 


11.3 ”度量 性 质 : 一 阶 和 二 阶 变 分 公式 


把 一 条 测 地 线 y( 除 非 明确 做 相反 声明 , 总 是 速度 为 1 的 情形 ) 嵌入 到 曲线 Ce。 = 
Clealxtey 的 一 个 单 参数 族 中 , 这 里 


11.3.1 C:[a,b] x (-7,7) 一 X， 


并 且 使 得 Co = xy， 我们 希望 计算 它们 的 长 度 Long (Ca) = l(a)， 前 两 阶 导数 容易 
计算 : 
11.3.2 ”一 阶 变 分 公式 


C0) 0) = (OO)- (人 (oa)， 
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其 中 se 表示 横 截 曲线 a C(t,a). 比如 , 对 于 固定 的 极 值 曲线 , 这 个 变 分 一 定 是 零 ， 
参见 10.4.5. 这 还 蕴涵 : 如 果 Y 是 从 mm 到 n 的 测 地 线 , 5 是 从 n 到 p 的 测 地 线 , 则 


d(m,p) < d(m,n) 十 d(n,p) (严格 三 角 不 等 式 ) 
只 要 在 n 真 的 有 一 个 角 , 即 只 要 Y(n) #6'(n). 


图 11.3.2 


为 了 计算 2 二 阶 导数 , 我 们 假定 所 有 横 截 曲线 st 在 0 正 交 于 7, 以 便 使 计算 简 
化 . 沿 7 给 定向 .那么 横 截 向 量 st(0) 被 写成 s4(0) = y(t)(Y( 引 +7/2) (这 个 记 
号 表示 向 量 y(t) 按照 一 个 固定 的 定向 旋转 r/2), 其 中 y(t) 是 一 个 数值 函数 (参见 
10.4.8 注 3). 那么 

11.3.3 ”二 阶 变 分 公式 


b 
TE) = p00) -pow + { -KO dt 


这 里 天 显然 是 高 斯 曲率 , 而 p 表示 测 地 曲率 . 这 个 公式 , 尤其 是 它 的 和 集成” 
版 本 , 定理 11.5.5, 是 现时 黎 曼 几何 的 最 重要 工具 .后面 我 们 将 充分 地 使 用 它 , 参见 
11.6.2. 


11.4 ”最短 路径 的 唯一 性 和 单 射 半径 


11.4.1 ” 割 迹 理论 
设 上 是 一 个 单位 切 向 量 , 而 ye 是 它 的 测 地 线 ; 在 10.4.8 曾经 知道 对 于 充分 小 的 
二 有 dm = 7(0),Y(t)) =t. 如 果 t 特别 大 , 一 般 这 是 错误 的 . 在 一 个 紧 致 流 形 上 , 你 
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就 想 想 它 的 直径 吧 ! 于 是 存在 一 个 to, 使 得 


对 于 所 有 上 和 to， dr(0),7() = 十 
对 于 所 有 t>to，d(y(0),Y(t)) <t 


记 这 个 实数 为 Cutval (5), 有 可 能 它 是 +co. 称 它 为 单位 向 量 5 的 割 值 

定理 如 果 上 = Cutval(&), 必须 至 少 以 下 两 个 断言 之 一 成 立 (有 可 能 同时 成 立 ): 

一 一 至 少 存在 从 Y(0) 到 9(t) 的 异 于 lo, 的 第 二 个 线段 ; 

一 一 映射 expm : Tm 外 一 匀 在 t.& 的 秩 < 2. 

此 外 , 如 果 在 一 个 向 量 映射 expw 的 秩 < 2, 则 总 有 Cutval (n/m) < I 川 . 当 
秩 小 到 如 此 时 , 则 称 两 个 点 m = y(0) 和 n= Y(t) 在 测 地 线 ye 上 是 共 二 的 . (X,g) 的 
点 m 的 割 迹 根据 定义 是 X 的 点 expm(Cutval(5) .6) 的 集合 . 记 之 为 Cutloc (m). 

11.4.2” 割 迹 的 例子 

在 10.4.9 已 经 体会 到 明晰 地 寻找 一 个 曲面 的 测 地 线 的 难度 , 那么 寻找 割 迹 就 更 
加 困难 . 求 共 入 点 这 一 部 分 多 少 容易 些 , 并 且 有 时 会 有 助 于 求 割 迹 . 

对 于 球 S?, 所 有 点 的 割 迹 缩减 到 它 的 对 径 点 .对 于 椭圆 空间 ，Cutloc (m) 是 点 
m 的 对 偶 投影 圆周 - 直线 m*. 对 于 平坦 环 面 , 原点 的 割 迹 是 给 出 环 面 的 网 格 的 沃 
罗 诺 伊 区 域 (参见 [40],1.9.12) 的 边界 在 指数 映射 下 的 像 . 对 于 一 个 旋转 环 面 , 外 赤道 
的 点 的 割 迹 由 以 下 几 部 分 组 成 : 内 赤道 , 对 面 的 经 线 , 以 及 外 赤道 的 一 段 弧 , 其 端点 
是 m 的 共 斩 点 . 

对 于 椭 球 面 , 在 10.4.9.5 所 做 的 研究 告诉 我 们 , 对 于 脐 点 , 其 割 迹 是 对 面 的 脐 点 ， 
而 对 于 其 他 的 点 , 其 割 迹 总 是 一 个 区 间 : 参见 [51]. 


日 
n=ys(Cutval(€)) futloc(m) 
m 


， 沃 罗 诺 伊 区 域 


在 R 中 的 制 迹 
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旋转 环 面 


在 T? 中 的 割 迹 
数字 表示 连结 m 到 其 寡 迹 的 点 的 线段 的 数目 3 


图 11.4.2 


11.4.3 ”关于 制 迹 的 理论 结果 
割 迹 的 研究 开始 于 庞 加 莱 , 而 后 有 迈 尔 斯 , 瓦 纳 (Warner), 格 鲁 克 - 辛 格 (Gluck- 
Singer), 布 赫 纳 和 C.T.C. 沃 尔 . 目前 我 们 知道 : 
-一 割 迹 是 至 少 由 两 条 不 同 线段 连结 的 点 的 集合 的 闭 包 ; 
一 一 如 果 (X,g) 是 实 解 析 的 , 则 所 有 点 的 割 迹 是 一 个 下 -解析 集 . 故 在 2 维 情 
形 这 是 一 个 图 像 . 毗连 此 图 像 的 一 个 点 的 线段 的 数目 是 它 在 图 像 里 的 阶 . 1 阶 情形 表 
明 该 点 是 共 斩 点 ; 
一 与 上 相反 的 是 , 总 地 说 来 , 割 迹 可 以 是 纷繁 复杂 的 : 在 9 上 存在 这 样 的 黎 
曼 度 量 , 它 的 几乎 所 有 的 点 的 割 迹 都 是 非 可 三 角 剖 分 的 . 
一 不 过 , 对 于 通常 的 度量 (我 们 不 打算 详细 界定 通常 的 度量 这 一 概念 ; 仅仅 指 
出 其 出 发 点 是 几乎 所 有 的 度量 都 是 通常 ) 所 有 点 的 割 迹 是 可 三 角 剖 分 的 , 并 且 仅 有 
至 多 3 阶 的 点 . 


Cutloc (m) 
Cutloc (m) 四 
1 阶 2 阶 4 阶 
图 11.4.3 
有 关内 容 的 参考 文献 是 [80] 和 [81]. 
11.4.4 ” 单 射 半径 


(X,g) 在 m 的 单 射 半 径 是 inf{Cutval (8) : & € UmXX}, 记 作 Inj (m) 或 Inj(g, m). 
这 里 UmX 表示 TmX 中 单位 向 量 的 集合 . 因为 函数 Cutval 在 切 从 UM 上 是 连续 
的 , Inj (m) 的 值 总 是 正 的 . (X,g) 的 单 射 半 径 是 


Inj (X,9) = Inj (9) = inf{Inj (m) : m € X}. 


如 果 X 是 紧 致 的 , 则 它 总 是 正 的 . 一 般 情况 下 则 否 , 如 图 11.4.4 所 示意 的 . 
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= 


Inj(m) 一 一 一 0 


图 11.4.4 


单 射 半径 的 用 途 之 一 是 所 有 度量 圆 盘 B(m,r) 将 微分 同 胚 于 R2， 只 要 r < 
Inj (m). 同样 , 对 于 X 的 所 有 m, 补 集 X\Cutloc (m) 总 是 微分 同 胚 于 R2. 
利用 单 射 半径 , 还 可 以 控制 (X, 9) 的 面积 . 等 栓 不 等 式 (参见 [53], 6 页 ) 是 说 : 


Aire (X,9) = Aire (9) > Snj*(g). 
并 且 等 式 仅 对 于 一 个 球面 和 常 高 斯 曲率 曲面 成 立 . 通过 (X,g) 的 切 平面 上 用 制 
值 定义 的 星 形 区 域 , 还 可 以 更 精细 地 控制 面积 (参见 [82]): 设 B(z) 是 TX 的 对 应 


割 值 的 星 形 区 域 , 而 Vol (B(z)) 是 其 对 于 T,X 的 勒 贝 格 测度 的 体积 . 那么 存在 一 个 
普 适 常数 c(n) (这 里 n = dim (X)) 使 得 


Vol?(X,g) > co 人 Vol(E(z))dz. 
x 


11.5 K > 上 的 流 形 


这 一 写法 表示 我 们 研究 (X,g), 其 (高 斯 ) 曲率 K 处 处 > k, 其 中 人 是 一 个 给 定 
实数 , 为 了 研究 它们 , 引进 一 个 新 概念 是 适宜 的 , 尽管 只 不 过 表明 测 地 坐标 的 一 点 应 
用 , 参见 10.5.3.2. 

11.5.1 ” 雅 可 比 场 

曲面 上 的 测 地 线 y 的 雅 可 比 场 是 沿 着 7 的 一 个 数值 函数 f, 使 得 


大 +Kf=0， 
即 17(t)++KK(y(t)):f(t) = 0. 对 于 所 有 雅 可 比 场 , 可 以 关联 一 个 单 参数 的 曲线 族 C, 使 
得 Cu 是 一 条 测 地 线 , 而 f 是 关联 于 Co = ?7 的 函数 , 也 就 是 说 f 是 偏 导 数 区 (0 
的 大 小 , 更 准确 地 是 co) = f(t) (YC) + 了 ) 此 外 , 可 以 预先 固定 f(0) 和 "(0). 
在 这 种 情形 下 , 对 于 横 截 线 so (上 面 11.3 的 记号 ) 这 些 量 表现 为 : so 在 0 的 速度 是 
so(0) = (0) (Y(D + 三) ， 


并 且 so 在 0 的 测 地 曲率 取 值 p 二 六 
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11.5.2 记号 
在 S8 上, 雅 可 比 场 的 方程 是 f"+kf = 0. 用 hi 表示 这 个 方程 满足 条 件 he(0) = 
0 和 及 (0) = 1 的 解 , 即 


如 果 > 0, 则 h(t) = 实 企 ， 如 果 大 = 0 则 有 的 = 二 如 果 有 大 < 0 则 
halt) = ER 

记 第 一 个 零点 为 ho, 如 果 大 > 0, 这 是 rz/VF 否则 , 是 +oo， 

11.5.3 ”基本 引 理 


由 施 图 姆 - 刘 维尔 的 经 典 理论 和 上 面 所 说 的 , 得 到 这 个 基本 引 理 . 在 一 个 K >k 
的 (X,g) 里 , 所 有 满足 f(0) = 0 和 f'(0) = 1 的 雅 可 比 场 使 得 f(t) 变 为 零 之 前 有 
f(t) < hx(t). 特别 地 , 如 果 > 0, 则 存在 +:0 <t< /VE, 使 得 f(t) = 0. 注意 我 们 
走 不 到 ko 之 外 . 


sinfK/VE 
pc a 
0 0 t 
图 11.5.3 


从 这 个 引 理 可 以 得 到 许多 推论 . 

11.5.4 大 > 0 的 情形 

定理 11.4.1 表明 对 于 所 有 上 有 Cutval (5) < r/VK. 由 此 特别 有 , 对 于 满足 K > 大 
的 (X,9) 成 立 Diam (9) < r/VK. 注意 甚至 对 于 一 个 曲面 9 < R3 的 内 蕴 直 径 也 是 
这 样 ， 一 个 特殊 的 结论 是 (参见 11.1.4) 流 形 X 必 是 紧 致 的 . 根据 下 面 11.7 的 高 
斯 - 博 内 公式 人 们 发 现 X 只 可 能 是 52 或 P2(R). 最 后 注意 到 x/VE 正 是 52 本身 
的 直径 . 其 K > 0 但 非 紧 致 的 (X,g) 的 情形 必定 是 细腻 的 . 科恩 - 福 森 证 明了 这 只 
能 是 R2, 参见 [83]. 
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11.5.5 KK > 大 的 流 形 上 的 三 角 学 
号 上 的 三 角形 用 F* 表示 , 其 两 个 边 的 长 度 是 b 和 c, 长 度 为 a 的 边 对 应 的 顶 
角 是 a. 设 a* = Fi(b,c,a) 是 第 三 个 边 的 长 度 . 我 们 知道 它们 满足 
(a*)? = b+ ce — 2bccosa, 当 大 = 0， 欧 几 里 得 平面 ， 
cosa* = cosb: cosc+ sinb.sinc.:cosa, 对 于 52， 
cosha* = coshb .coshc 一 sinhb.sinhc.cosa， 对 于 S21. 
(比如 参见 [40], 18 和 19 章 ). 
假定 9 是 (X,9) 上 的 一 个 三 角形 , 元 素 b,c,a 和 a 意义 如 上 . 如果 第 三 条 边 ， 


即 长 度 为 a 的 边 可 以 由 一 个 与 角 a 的 顶点 的 割 迹 不 相交 的 线段 得 到 , 那么 11.5.3 的 
积分 给 出 不 等 式 a < Fi.(b,c,a), 如 果 天 >. 而 A.D. 亚 历 山 德 罗 夫 则 证 明了 : 


对 于 (X,g) 的 所 有 三 角形 : a < Fi(b,c,a). 


11.5.6 天 > 的 流 形 上 的 测度 
上 面 11.5.3 的 积分 提供 下 列 不 等 式 : 
Aire (B(m,7)) < Aire(Sz 内 半径 为 > 的 球 ). 


还 可 以 比 这 做 得 更 好 , 参见 [84],65 页 . 


11.6 K < 的 流 形 


施 图 姆 - 刘 维 尔 的 技术 在 反 向 保持 有 效 , 于 是 有 
11.6.1 引 理 
在 一 个 K < 上 的 (X,g) 里 , 所 有 满足 /(0) = 0 和 f'(0) = 1 的 雅 可 比 场 使 得 对 
于 所 有 t < ko 有 f(t) > hxtt). 特别 地 , 在 t < ko 时 , f 不 变 为 零 , 从 而 如 果 < 0, 了 
从 不 取 零 . 
10 


sin/KeN/k 
图 11.6.1 


11.6.2 ”推论 
对 于 所 有 半径 7 < ko 并 且 ~ < Inj (m) 的 圆 盘 有 


Aire (B(m,7)) > Aire (52 内 半径 为 > 的 圆 盘 ). 
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图 11.6.2 


同样 的 , 所 有 充分 小 的 三 角形 满足 a > Fi(b,c,a). 但 是 这 里 亚 历 山 德 罗 夫 的 结果 一 
般 不 再 成 立 : 注意 典范 球面 的 一 个 赤道 上 的 三 个 点 即 可 明白 . 
不 过 如 果 X 是 单 连通 的 并 且 上 < 0, 则 亚 历 山 德 罗 夫 定理 成 立 : 


对 于 所 有 三 角形 有 不 等 式 :a > Fi(b,c, a). 


特别 地 , 有 著名 的 阿达 马 定理 : 在 一 个 高 斯 曲率 为 负 或 零 的 流 形 上 , 如 果 它 是 单 连 通 
的 , 则 任意 两 个 点 用 唯一 一 个 线段 连结 (如 果 不 是 单 连通 的 , 存在 唯一 的 测 地 线 连结 
两 个 点 并 且 属 于 一 个 给 定 的 同 伦 类 ). 注意 由 此 推出 : K < 0 和 单 连通 芍 涵 X 微分 同 
胚 于 R2. 

11.6.3 ”极点 

黎 曼 流 形 的 一 个 点 称 为 一 个 极点 , 如 果 在 这 个 点 的 单 射 半径 是 无 穷 . 于 是 这 样 
的 流 形 微分 同 胚 于 R2( 对 应 的 , 一 般 是 R"). 前 面 所 分 述 的 可 以 改 述 为 ; 对 于 K < 0 
的 单 连通 的 (X, 9), 其 所 有 点 都 是 极点 . 但 是 , 比如 一 个 椭圆 抛物 面 的 顶点 也 是 一 个 
极点 (虽然 K > 0). Ra 的 二 次 曲面 的 极点 在 [51] 中 加 以 研究 , 其 结果 是 非常 细腻 的 . 


11.7 高 斯 - 博 内 公式 和 霍 普 夫 公式 


对 于 紧 致 的 黎 曼 曲 面 (X, 9) 进行 三 角形 神 分 , 并 且 在 我 们 的 三 角形 剖 分 的 每 个 
三 角形 上 应 用 公式 10.5.5.4. 用 X 的 欧 拉 示 性 数 x(X) 的 下 列 定义 


X (三 角形 剖 分 后 的 鲜 ) = 顶点 个 数 一 边 数 + 三 角形 个 数 ， 
随即 得 到 


11.7.1 / K(mjdm = 2rx(X) |. 
Xx 


这 个 公式 在 曲面 论 中 是 基本 的 . 在 适当 定义 的 意义 下 , 它 被 科恩 - 沃 森 推 广 到 
非 紧 致 情形 , 对 于 一 般 情形 , 参见 [85]. 对 于 其 精细 化 , 比如 适用 于 K 为 正 的 部 分 和 
KK 为 负 的 部 分 , 可 以 参见 [86]. 
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11.7.2 

现在 考虑 紧 致 情形 , 那么 注意 到 11.7.1, 对 于 2 维 黎 曼 流 形 ,“ 曲 率 和 拓扑 ”的 问 
题 便 迎刃而解 .首先 我 们 重新 发 现 11.5.4: 如 果 K > 0, 流 形 只 能 是 5? 或 P2(R). 
其 次 现在 我 们 知道 如 果 K < 0, 则 X 在 4.2.25 的 关于 其 洞 的 数目 大 于 或 等 于 1 
的 曲面 列表 中 ， 此 外 , 如 果 我 们 处 处 有 天 > 0 或 处 处 有 K < 0, 仍然 会 有 前 述 情 
形 , 仅 有 的 例外 是 曲率 恒 等 于 零 的 情形 ,而 在 11.2.4 已 经 对 它们 进行 了 分 类 : 这 是 
环 面 或 平坦 克 莱 因 瓶 . 最 后 注意 到 如 果 K 恒 等 于 -1, 按照 11.2.5 的 注释 , 我 们 有 
Aire(X) = 2x(Y 一 1); 如 此 看 来 在 曲率 给 定 后 面积 随 着 拓扑 复杂 的 程度 而 增加 , 这 相 
当 直 观 . 不 过 , 还 是 请 参见 11.9. 

11.7.3 ”应 用 : 一 个 曲面 的 极 小 面积 

研究 给 定 X 上 的 g, 其 曲率 满足 -1 < K < 1, 是 很 自然 的 . 因为 这 表明 X 的 
几何 是 有 界 的 (或 者 说 是 用 其 加 速度 控制 9). 一 个 X ( 紧 致 的 或 非 紧 致 的 ) 曲面 的 极 
小 面积 是 


Minvol (X) = inf{Aire (X,g) : -1< Ko < 1,9 是 X 上 的 黎 曼 度量 }. 


在 所 有 紧 致 曲面 的 情形 下 ,11.7.1 彻底 解决 了 问题 : 这 个 关联 于 X 的 不 变量 等 
于 2r|x(X)|. 由 此 推出 它 不 是 零 , 并 且 分 别 对 于 曲率 为 士 1 的 度量 达到 这 个 值 ; 仅 有 
的 例外 是 环 面 和 克 莱 因 瓶 , 在 这 时 这 个 值 是 零 , 并 且 对 于 所 有 平坦 度量 达到 . 用 形象 
化 的 方式 我 们 说 环 面 和 克 莱 因 瓶 可 以 “被 捣 碎 ” 成 更 低 维 的 流 形 , 这 里 指 的 是 圆周 
和 点 ， 

非 紧 致 的 情形 需要 细致 得 多 的 分 析 . 在 [87] 中 可 以 找到 回答 : 对 于 平面 R?, 这 
个 不 变量 等 于 2r(1 + V2); 除去 平面 R2?, 这 个 不 变量 的 值 等 于 0, 在 下 列 唯一 的 情 
形 下 达到 , 5? 的 一 个 半径 为 Arc sin(1/(2V2)) 闭 度量 球面 , 沿 着 它 的 边界 圆周 衔接 
一 块 贝尔 特 拉 米 曲面 , 其 边界 圆周 跟 球面 上 的 圆周 有 同样 的 测 地 曲率 和 同样 的 长 度 . 
这 样 就 得 到 一 个 黎 曼 流 形 , 不 过 它 是 C! 类 的 ; 曲率 在 穿 过 接口 处 的 圆周 时 有 跳跃 ， 
从 +1 到 一 1. 需要 指出 的 是 , 在 任意 维 的 情形 , 最 小 体积 问题 还 远 未 解决 , 参见 [88]. 


图 11.7.3 


11.7.4 霍 普 夫 公式 
在 7.7.6.1 曾经 提 到 对 于 紧 致 的 X 上 的 有 


X(X) = 》 indice =,6， 
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其 中 《是 紧 致 的 X 上 的 任意 向 量 场 . 当时 我 们 承认 这 个 公式 . 这 里 它 容易 从 10.5.5.4 
的 证 明和 随 之 的 注 得 到 . 于 是 有 双重 公式 


人 om dm=2rx(X) = Dindices, 
i 


一 个 直接 推论 是 : 如 果 5S 是 浸入 到 R3 的 曲面 ; 那么 如 同 8 是 球面 或 实 投影 平 
面 那样 , 它 总 是 至 少 有 一 个 脐 点 (参见 10.6.4). 事实 上 , 如 果 不 是 这 样 , 在 每 个 点 将 
有 明确 定义 的 主 方向 , 并 且 由 于 正 交 性 , 是 不 同 的 主 方向 . 在 定向 的 情形 , 就 得 到 一 
个 在 9 上 处 处 非 零 的 向 量 场 , 从 而 没有 求 指标 的 点 , 于 是 x(S) = 0, 得 到 矛盾 , 在 不 
定向 的 情形 , 取 可 定向 的 获准 映射 . 

R3 的 一 个 旋转 环 面 不 存在 任何 脐 点 .反之 一 个 年 代 久 远 的 仍然 没有 得 到 回答 
的 猜想 是 : 在 同 胚 于 5? 的 嵌入 到 R3 内 的 一 个 曲面 5 上, 总 是 至 少 有 两 个 脐 点 . 参 
见 [89]. 


11.8 曲面 上 的 等 周 不 等 式 


在 一 个 (X,g) 上 是 否 存在 9.3 节 的 对 于 平面 区 域 的 经 典 等 周 不 等 式 的 推广 ? 即 
我 们 考虑 X 的 一 个 区 域 2, 其 边界 是 C = 92, 我 们 要 寻找 长 度 Long(C) 和 面积 
Aire (1) 之 间 的 一 个 不 等 式 . 

11.8.1 ”典范 球 的 情形 

以 下 结果 归功 于 施 密 特 : 在 5? 的 所 有 具有 给 定 面积 的 区 域 8 中 , 球 冠 ( 即 度量 
圆 盘 ) 的 边界 的 周 长 最 小 , 并 且 这 是 仅 有 的 形状 . 


Ce) 
图 11.8.1 


这 里 证 明 的 方法 不 同 于 9.3; 而 在 于 推广 施 泰 纳 在 平面 上 使 用 的 对 称 化 到 球面 
上 , 参见 [40], 这 是 因为 S? 具有 对 于 每 个 大 圆 的 对 称 性 ， 而 相应 的 对 称 变换 是 等 
距 的 . 

11.8.2 ”一般 情形 

希望 和 一 个 在 非常 一 般 情形 下 的 不 等 式 是 不 切实 际 的 . 诚然 11.8.1 直接 推广 到 
SR(k > 0), 但 其 中 的 常数 自然 依赖 于 . 此 外 , 图 11.8.2 中 的 哑铃 表明 , 不 仅 曲 率 , 连 
直径 也 应 该 出 现在 等 周 不 等 式 中 . 
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图 11.8.2 


不 过 , 我 们 有 最 优 的 答案 :存在 一 个 三 变量 的 数值 函数 Univ(.…, -), 使 得 下 面 的 不 
等 式 成 立 . 设 (X,g) 是 紧 致 的 任意 歼 曼 曲面 , 0 是 X 的 任意 区 域 , 而 C 二 8 是 其 
边界 曲线 . 则 如 果 (X,g) 满足 K > k, 就 有 


Long (C) > Univ (Aire (1), Diam (9g), k). 


此 外 , 这 个 不 等 式 是 最 佳 的 . 在 上 > 0 的 情形 , 达到 最 佳 的 极限 流 形 是 球面 ,而 
区 域 是 球 冠 . 在 < 0 的 情形 , 极限 流 形 是 奇异 的 , 它 由 粘 接 两 个 平面 或 双 曲 圆 盘 得 
到 . 想法 是 取 面积 给 定 的 一 个 区 域 , 而 其 边界 尽 可 能 短 . 这 就 蕴涵 此 边界 是 “广义 网 
周 ”, 即 (X,g) 的 一 条 曲线 , 其 测 地 曲率 是 常数 . 接着 计算 支撑 在 这 个 边界 上 的 8 的 
面积 , 它 以 平凡 的 方式 由 推广 11.5.3 的 不 等 式 控制 . 参见 [72] 和 [86]. 

11.8.3 ”等 周 轮廓 

我 们 用 这 个 概念 来 阐明 当 k < 0 时 问题 的 困难 . 一 个 紧 致 的 (X,g) 的 等 周 轮廓 
是 这 样 的 函数 , 它 令 在 0 和 (X,g) 的 全 面积 4 之 间 的 每 个 实数 a 对 应 (X,g) 的 面 
积 等 于 a 的 区 域 的 边界 的 长 度 的 下 确 界 . 在 图 11.8.3 中 我 们 画 了 S?, P?(R) 和 一 个 
平坦 环 面 的 等 周边 界 函 数 . 对 于 平坦 环 面 情形 是 这 样 的 : 当 a 小 时 , 最 优 的 区 域 是 
圆 盘 , 当 a 达到 某 个 值 时 , 最 优 区 域 变 成 带 形 (其 边界 是 测 地 线 , 有 常 高 斯 曲率 零 ). 


PR) 方 环 面 
图 11.8.3 


关于 曲面 上 的 等 周 不 等 式 的 更 多 内 容 , 参见 [60]. 


11.9 周期 测 地 线 和 等 收缩 不 等 式 


考虑 Ra 中 的 一 个 有 洞 的 曲面 , 用 最 大 的 力 挤 紧 的 鞋 带 勒 住 该 曲面 , 而 不 致使 之 
摆脱 . 在 极限 状态 下 , 鞋 带 就 成 了 曲面 S$ 上 的 周期 测 地 线 . 一 般 的 结果 是 : 在 (X,g) 
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的 每 个 自由 同 伦 类 中 , 如 果 此 类 不 是 平凡 的 , 存在 最 小 长 度 的 一 条 周期 测 地 线 , 它 
不 退缩 为 一 个 点 . 我 们 仅 考虑 紧 致 情形 , 否则 下 面 的 示意 图 表明 这 时 无 望 得 到 什么 
结果 . 


一 一 ~ 
在 无 穷 远 处 长 度 趋 于 0 


真 勒 紧 
11.9 


我 们 定义 非 单 连通 的 一 个 (X,9) 的 收缩 是 X 的 不 同 伦 于 0 的 最 短 周期 测 地 线 
的 长 度 , (X,g) 的 收缩 记 为 Sys(g). 

图 形 暗示 收缩 给 定 后 , 面积 Aire(g) 不 可 能 太 小 . 此 外 , 洞 越 多 , 面积 也 越 大 . 换 
句 话说 , 面积 随 拓 扑 复杂 性 而 增加 . 以 下 是 我 们 目前 所 知道 的 等 收缩 不 等 式 . 

11.9.1 洛 纳 不 等 式 

对 于 X = T?,， 对 于 所 有 g, 我 们 有 Aire(9) > (V3/2) Sys*(g); 此 外 , 当 且 仅 当 
(X,g) 等 距 于 等 边 环 面 时 等 号 成 立 , 所 谓 等 边 环 面 就 是 对 应 于 在 11.2.4 定义 的 六 边 
形 网 格 的 环 面 . 

11.9.2 ” 普 不 等 式 

对 于 P2(R) 上 的 所 有 9, 我 们 有 Aire (g) > (2/r) Sys2(9); 当 且 仅 当 g 是 11.2.4 
的 椭圆 度量 时 等 式 成 立 . 

11.9.3” 格 罗 莫 夫 不 等 式 

对 于 所 有 有 7 个 洞 的 曲面 X 和 X 上 的 所 有 g, 总 有 Aire (9) > c(7)Sys 2(9), 其 
中 c(?) 是 仅 依赖 7 的 正 实数 , 并 且 随 7 趋 于 无 穷 . 

11.9.4 巴 瓦 德 不 等 式 

对 于 克 莱 因 瓶 ， 巴 瓦 德 (参见 [151]) 前 不 久 用 最 佳 不 等 式 Aire(g) > 
(2V2/7) Sys”(g) 解决 了 相应 问题 . 但 等 式 仅 对 于 一 个 有 奇异 性 的 曲面 成 立 ， 它 由 粘 
接 两 个 默 比 乌 斯 带 得 到 , 二 者 都 等 于 5? 的 由 距离 赤道 < r/4 的 点 形成 的 子 集 对 于 
对 径 的 商 . 

对 于 前 述 所 有 内 容 ,基础 参考 文献 是 [53]; 维 数 > 3 的 流 形 的 情形 就 困难 得 
多 了 . 

11.9.5” 克 罗 克 不 等 式 

即使 X 是 单 连通 的 , 即 如 果 X 是 球面 52, 还 是 可 以 有 “内 蕴 等 周 不 等 式 ”， 即 
对 于 流 形 本 身 , 而 无 需 考虑 它 的 区 域 . 该 不 等 式 说 : 对 于 S? 上 的 所 有 的 g: 


1 ya3 
Aire (9) > 86 
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其 中 工 表示 最 短 (不 退缩 为 一 个 点 的 !) 周期 测 地 线 的 长 度 . 事实 上 , 在 所 有 曲面 上 ， 
即使 它 是 单 连通 的 , 总 存在 周期 测 地 线 , 参见 [43]. 给 出 的 常数 不 是 最 优 的 ; 人 们 猜 
测 最 优 常 数 是 1/(2V3), 并 且 被 由 两 个 等 腰 三 角形 以 平凡 的 方式 粘 接 成 的 奇异 曲面 
达到 . 参见 [95]. 还 可 参见 [155]. 


图 11.9.5 


11.10 只 有 周期 测 地 线 的 曲面 


我 们 注意 到 在 典范 球面 5* 上 所 有 测 地 线 是 周期 的 ， 并且 有 最 小 周期 等 于 27. 
此 外 , 5? 是 对 径 的 , 也 就 是 说 , 所 有 点 m 的 割 迹 退化 成 一 个 点 , 即 它 的 对 径 点 .一 
个 具有 第 一 个 性 质 的 流 形 (X,9), 说 它 是 _P1 的 ,如 果 具 有 第 二 个 性 质 , 则 说 它 是 
SP1 的 ， 

所 有 的 测 地 线 都 是 周期 的 , 并 不 先天 就 注定 它们 都 有 同一 个 最 小 周期 , 在 任意 
维 数 情形 一 般 这 是 不 成 立 的 , 参见 [45], 185 页 . 但 是 , 格 罗 莫 尔 和 格 罗 夫 (Grove) 新 
近 证 明 ([54]) 对 于 曲面 这 总 是 正确 的 . 

11.10.1 具有 性 质 P1 的 可 能 的 曲面 

除 5? 之 外 , 我 们 还 知道 对 于 P2z(R) 上 的 椭圆 几何 , 也 有 性 质 P1. 球面 和 实 投 
影 平面 是 仅 有 的 可 能 的 流 形 ， 因 为 通过 连续 转动 测 地 线 的 切 向 量 到 它 的 反 向 向 量 ， 
就 会 发 现 所 考虑 的 流 形 的 基本 群 只 能 是 平凡 的 或 仅 有 两 个 元 素 . 由 于 曲面 显然 是 紧 
致 的 , 在 4.2.25 的 分 类 中 仅 留 下 了 S? 和 P2(R) 这 两 种 选择 . 

11.10.2 ”两 个 惊异 

第 一 个 是 在 S2 上 存在 许多 非 一 般 性 的 黎 曼 度量 , 它们 是 P1 的 . 迈克 尔 指 出 这 
类 的 旋转 度量 正 是 


ds2 = (1+h(cosr))dr? +sin2rdb2， 


其 中 的 h 是 从 (-1,1) 到 本 身 的 奇 函 数 . 

事实 上 , 正如 吉 勒 敏 所 指出 的 , 还 存在 许多 这 类 度量 , 它 确定 了 5? 上 的 对 于 所 
有 P1 度量 的 集合 在 典范 度量 下 的 切 空间 . 这 个 切 空间 同 构 于 5? 上 所 有 奇 函 数 / 
的 集合 , 其 中 f : 5? 一 R, 使 得 f(-z) = 一 f(z). 

仅 此 而 已 , 关于 这 个 集合 人 们 再 也 不 知道 更 多 东西 . 它 是 连通 的 吗 ? 等 等 . 
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第 二 个 惊异 在 于 对 于 P2(R), 情形 则 截然 不 同 : 格林 证 明了 P?(R) 上 的 P1 黎 
曼 结 构 必 然 是 典范 的 ( 带 常 高 斯 曲率 ). 注意 在 前 面 的 叙述 中 , 总 是 做 好 了 规范 化 . 最 
后 注意 一 个 明显 的 事实 : 通过 一 个 有 两 叶 的 铸 琶 , S? 上 的 SP1 结构 和 P2(R) 上 的 
P1 结构 之 间 有 等 价 性 . 对 于 本 节 的 所 有 内 容 , 参考 文献 是 [45]. 


11.11 两 部 分 间 的 过 渡 : 嵌入 和 浸入 问题 


11.11.1 ”拓扑 问题 

为 了 完整 起 见 , 我 们 指出 两 个 非 度量 问题 . 第 一 个 是 实 投影 平面 P2(R), 因为 它 
是 不 可 定向 的 , 决 不 能 嵌入 到 R3 内 (参见 [55])， 但 是 它 可 以 浸入 到 Rs 内 , 这 在 
10.2.4 已 经 提 到 . 

第 二 个 是 令 人 惊奇 的 现象 : 通过 浸入 的 一 个 连续 序列 , 可 以 把 5? 的 标准 嵌入 翻 
转 成 其 对 置 , 对 于 “球面 的 翻转 ”, 特别 参见 [96]. 

11.11.2 ”度量 问题 

设 (X,g) 是 给 定 的 黎 曼 曲面 , 为 了 简单 化 , 假定 它 是 紧 致 的 ， 它 总 能 等 距 地 被 
散人 或 浸 人 到 R3 中 吗 ? 未 必 : 事实 上 , 所 有 这 样 的 曲面 至 少 有 一 个 点 m, 使 得 
K(m) > 0. 为 了 确信 这 个 结果 : 把 它 的 图 像 放 在 一 个 球面 内 , 并 且 让 图 像 内 切 于 球 
面 . 在 切 点 , 应 当 有 天 > 1/R2, R 是 球面 的 半径 . 


St 


11.11.2 


除 此 之 外 , 我 们 能 说 的 只 是 关于 这 个 极其 自然 的 问题 我 们 还 一 无 所 知 . 理由 是 
关于 最 初等 的 问题 的 现实 的 不 确定 性 : 设 (X,g) 是 一 个 黎 曼 曲面 , m € X. 是 否 存在 
售 mm 的 一 个 如 此 小 的 开 集 U, 使 得 (UV, glu) 是 等 距 的 嵌 和 人 到 R3 内 的 . 

今天 我 们 知道 的 是 : 如 果 K(m) > 0, 这 总 是 可 能 的 , 如 果 K(m) < 0 也 如 此 (这 
就 直接 蕴涵 在 实 解析 的 情形 , 不 加 任何 限制 这 总 是 可 能 的 ); 最 近 , C. S. 林 刚 刚 证 明 : 
如 果 K 的 微分 在 m 不 等 于 零 : dK(m) 关 0 或 如 果 K > 0, 并 且 可 微 性 至 少 是 C10 
的 , 则 是 可 能 的 .而 波 戈 列 洛 夫 构造 了 一 个 C? 类 的 反例 . 关于 这 些 内 容 , 参见 [97]， 
[156], [157]. 对 于 散人 和 等 距 浸 和 的 问题 , 参见 [98] 和 [99]. 
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11.11.3 ”正高 斯 曲率 的 情形 


反之 , 外 尔 、 亚 历 山 德 洛 夫 、 尼 伦 伯 格 和 波 戈 列 洛 夫 等 人 的 相继 地 外 而 不 舍 地 努 
力 , 终于 证 明了 : 


定理 设 9 是 83? 上 的 黎 曼 度 量 , 它 使 得 处 处 有 正 的 高 斯 曲率 . 则 它 存在 一 个 到 
R3 内 的 等 距 庶 入 . 


在 11.14.1, 我 们 将 会 发 现 这 个 说 入 不 计 整 个 Ra 的 等 距 , 是 唯一 的 . 
至 于 高 斯 曲率 处 处 为 负 的 情形 , 参见 11.15 节 . 


第 二 部 分 
苦 和 人 或 浸入 到 R3 内 的 曲面 


11.12 零 曲率 的 曲面 


这 里 有 一 个 典型 的 例子 , 局 部 推 不 出 整体 .我们 曾经 在 10.6.6.2 看 到 , 所 有 天 = 0 
的 曲面 局 部 地 是 可 展 的 ; 即 它 是 沿 每 条 直 母 线 有 同一 切 平面 的 直 纹 面 . 但 是 , 构造 局 
部 怪异 的 即 性 质变 化 的 曲面 是 容易 的 : 可 以 用 Ce 方式 把 锥 面 块 或 柱 面 块 衔接 到 一 
块 平 面 上 : 


所 发 生 的 事情 是 : 这 个 曲面 S c Rs? 的 第 二 基本 形式 开 的 秩 从 0 跳跃 到 1: 当 
K 是 零 时 , 它 绝对 不 会 等 于 2. 此 外 , 上 面 的 图 在 R? 中 不 是 闭 的 , 所 得 到 的 曲面 不 
是 完备 的 . 可 以 料想 : 如 果 一 个 可 展 曲 面 不 是 柱 面 并 且 是 完备 的 , 根据 在 10.2.3.9 所 
说 的 , 它 应 当 部 分 地 展开 一 条 腰 曲 线 . 近来 , 已 经 有 了 明确 的 结论 : 

11.12.1 ” 哈 特 曼 - 尼 伦 伯 格 定理 

RS 的 一 个 完备 的 并 且 高 斯 曲率 为 零 的 曲面 必定 是 一 个 柱 面 . 

证 明 是 精细 的 ; 1959 年 的 这 个 结果 仅仅 是 显示 19 世纪 的 几何 和 当代 几何 的 不 
同 风貌 的 一 个 例子 . 注意 这 个 结果 是 在 利 布 曼 的 结果 (参见 11.14 开头 ) 六 十 年 之 后 
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问世 的 , 尽管 后 者 似乎 更 加 困难 . 


11.13 高 斯 曲率 为 正 或 零 的 曲面 


我 们 考虑 浸入 到 Rs 内 的 一 个 紧 致 抽象 曲面 X, 并 且 假 定 它 的 高 斯 曲率 K > 0. 
我 们 能 谈论 什么 呢 ? 根据 11.7.1, 我 们 知道 , X 只 能 是 球面 , 投影 平面 或 克 莱 因 瓶 . 但 
是 11.11.2 排除 了 后 两 种 可 能 性 , 对 于 它们 , 11.7.1 表明 应 该 是 处 处 有 零 高 斯 曲率 . 天 
处 处 为 正 的 情形 由 阿达 马 在 1898 年 解决 : 

11.13.1 ”定理 

设 紧 致 的 夺 浸入 到 R3, 并 且 高 斯 曲率 处 处 为 正 , 则 事实 上 X 谈 入 到 R3 内 , 并 
且 在 那里 是 一 个 严格 凸 体 的 边界 (如 果 需 要 , 参见 [40], 第 11 章 )， 

证 明 既 十 分 美丽 , 又 非常 简单 , 以 致 我 们 难以 割舍 如果 X 是 可 定向 的 ( 随 之 
5? 作为 流 形 也 是 定向 的 ), 考虑 在 10.3.3 定义 的 高 斯 映射 v : X 一 5?. 高 斯 曲率 为 
正 的 条 件 恰好 说 明 v 的 秩 是 最 大 值 2. 根据 4.1.5, 因此 这 是 一 个 覆 闪 映射 . 但 是 52 
是 单 连通 的 , 映射 v 是 双 射 的 . 我 们 看 到 这 蕴涵 X 在 Rs 内 的 像 整个 在 其 切 平面 的 
一 侧 , 由 此 根据 [40], 11.5.5 得 到 结论 . 非 定向 的 情形 更 容易 证 明 , 留 给 读者 . 

11.13.2 ”推广 

我 们 可 以 致力 于 降低 条 件 推广 阿达 马 定理 , 或 者 是 紧 致 性 , 或 者 是 把 KK > 0 换 
为 K > 0. 两 个 降低 都 是 不 允许 的 , 请 看 直立 在 带 重 点 的 浸入 的 平面 曲线 上 的 柱 面 . 


uy 


图 11.13.2 


这 是 恰当 时 机 , 注意 到 类 似 于 11.13.1 的 定理 在 平面 情形 是 不 成 立 的 , 而 在 任意 
维 数 n > 2 为 真 . 理由 在 于 圆周 与 球面 S"(n > 2) 相反 不 是 单 连通 的 . 关于 这 一 主 
题 , 参见 我 们 在 9.6 对 于 曲线 整体 凸 性 所 做 的 研究 . 

多 亏 陈 - 拉 肖 夫 , 斯 托 克 , 和 Do 卡 莫 - 里 马 的 共同 努力 , 得 以 有 了 11.13.1 的 
最 佳 推广 : 或 者 假设 X 是 紧 致 的 , 并 且 K > 0, 或 者 X 是 任意 的 , 而 K > 0, 并 且 至 
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少 在 一 个 点 m Ee 天 有 天 (mm) > 0, 则 11.13.1 的 结论 保持 有 效 (参见 [41], 387 页 ). 


11.14 唯一 性 和 刚性 


在 10.2.3 和 10.5.3.10 我 们 曾经 遇 到 局 部 等 距 的 曲面 , 但 是 不 能 通过 整个 Ra 的 
等 距 从 一 个 变 到 另 一 个 . 更 一 般 地 , 众多 的 曲面 是 局 部 地 可 等 距 变 形 的 , 参见 [63] 的 
第 12 章 , 对 应 的 偏 微分 方程 组 是 欠 定 的 . 不 过 , 一 般 情 形 仍然 尚未 解决 . [63] 是 对 于 
本 节 内 容 的 基本 参考 文献 , 还 可 参见 11.14.2. 

反之 , 可 以 问 一 问 这 类 例子 是 否 整体 地 存在 , 尤其 是 在 考虑 紧 致 曲面 时 . 历史 上 ， 
第 一 件 要 做 的 事情 是 关注 球面 5?. 里 布 曼 在 1899 年 首先 指出 R3 的 所 有 等 距 于 52 
的 曲面 是 半径 为 1 的 球面 . 这 是 以 下 十 分 美丽 的 定理 的 一 个 非常 特殊 的 情形 : 

11.14.1 ”定理 (科恩 - 沃 森 , 赫 格 洛 茨 ) 

设 5S 和 4S' 是 R3 的 两 个 等 距 的 曲面 , 并 且 它 们 的 高 斯 曲率 有 KK 是 严格 正 的 . 则 
存在 R3 的 一 个 等 距 映 射 f, 使 得 (5) = 3/. 

这 个 结果 容易 从 在 11.19.1.6 给 出 的 赫 格 洛 芯 公式 得 到 . 注意 这 个 公式 本 质 上 利 
用 了 科 达 齐 - 马 伊 纳 尔 迪 方 程 , 参见 10.7. 还 要 提起 , 根据 10.8, 一 个 这 样 的 结果 当 
维 数 n > 3 时 是 平凡 的 . 


1 
时 


图 11.14.1 


由 图 11.14.1 中 的 两 条 经 线 生 成 的 两 个 旋转 曲面 表明 , 在 11.14.1 中 限制 K > 0 
是 本 质 的 . 反之 , 我 们 还 不 知道 任何 这 样 的 实 解析 的 两 个 等 距 的 紧 致 曲面 的 例子 . 仍 
然 要 参见 [63] 的 第 12 章 . 

11.14-2 ”形变 和 刚性 

反之 , 可 以 发 问 5 和 8' 是 否 可 以 像 在 10.2.3.6 中 那样 , 经 由 彼此 等 距 的 曲面 的 
一 个 连续 族 从 一 个 形变 为 另 一 个 . 甚至 可 以 发 问 , 要 求 更 低 些 , 是 否 5S (或 5') 是 柔 
性 的 , 也 就 是 说 , 是 否 存在 包含 5 的 一 个 带 一 个 参数 的 曲面 族 , 使 得 它们 的 d s? 的 
一 阶 导数 在 5 是 零 . 甚至 对 于 5? 拓扑 类 型 的 (自然 是 非 凸 的 ) 曲面 , 问题 也 没有 解 
决 . 对 于 所 有 这 些 问题 , 以 及 部 分 结果 , 参考 十 分 完备 的 文献 [57], 还 有 [63]. 然而 这 
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还 是 令 人 惊讶 , 一 些 曲面 不 是 可 等 距 形变 的 , 虽然 局 部 地 是 可 等 距 形变 的 . 下 面 这 个 
著名 的 例子 是 叶 非 莫 夫 提出 的 , 这 就 是 曲面 


(2,Y, 7° + ArTy? + 9), 


只 要 和 是 超越 数 . 参见 [146], 389 页 . 还 可 查阅 [147]. 

把 关于 曲面 的 这 个 问题 同 Ra 的 多 面体 的 刚性 形变 问题 作 比较 是 贷 有 兴味 的 . 
一 个 多 面体 是 柔性 的 , 如 果 可 以 用 一 个 操作 形变 它 , 在 该 操作 中 , 只 有 沿 着 楼 的 二 面 
角 可 以 像 在 10.6.2 中 那样 变化 . 从 1813 年 起 , 柯 西 证 明了 对 于 多 面体 的 11.14.1 的 
类 似 定理 : 两 个 凸 并 且 等 距 的 多 面体 可 以 通过 整个 空间 的 等 距 从 一 个 变化 为 另 一 个 . 
对 于 未 必 凸 的 多 面体 , 问题 直到 1978 年 才 有 了 转机 , 是 年 柯 奈 利 发 现 一 个 柔性 的 多 
面体 : 参见 [40], 12.8.4.2. 但 是 还 不 知道 柔性 多 面体 是 否 保持 一 个 常 值 体积 . 对 于 所 
有 这 些 内 容 , 参见 [40| 及 其 所 附 文献. 

考虑 多 面体 的 另 一 个 益处 在 于 亚 历 山 德 洛 夫 和 波 戈 列 洛 夫 有 许多 结果 , 在 对 于 
凸 曲面 的 研究 中 , 使 用 了 多 面体 中 近 , 参见 [40], 12.9 和 [57]. 

11.14.3 ”有 洞 曲 面 

在 3? 上 挖 去 北极 和 南极 , 这 样 就 得 到 一 个 非 完备 的 曲面 X. 从 10.5.3.10.1 的 
图 的 中 间 的 纺锤 形 出 发 , 波 戈 列 洛 夫 成 功 地 构造 了 无 穷 多 个 从 X 到 Rs 内 的 等 距 浸 
人 (这 里 曲面 带 常 曲率 等 于 1). 甚至 可 以 用 去 掉 > 2 的 有 限 个 点 的 球面 作 同 样 的 事 
情 . 作为 补偿 , 格林 纳 和 吴 最 近 证 明了 这 些 浸入 决 不 会 是 嵌 人 . 直观 地 看 , 应 当 对 于 
覆盖 多 次 的 类 似 于 10.5.3.10 的 纺锤 形 寻 找 浸 人 . 参见 [58]. 


11.15 kK <0 的 曲面 


好 奇 的 读者 不 免 会 问 , 为 什么 在 11.2, 我 们 引进 了 带 坐 标的 双 曲 平面 , 而 非 把 它 
定义 为 一 个 嵌入 R3 里 的 (美丽 ) 曲面 ,贝尔 特 拉 米 曲面 , 10.5.3.10 末尾 的 更 一 般 
的 曲面 , 仅 表示 了 其 片断 , 在 其 上 看 到 出 现 曲 线 , 涉及 的 不 再 是 子 流 形 , 而 是 带 奇 异 
性 的 对 象 . 这 委 实 可 惜 , 但 这 首先 解释 了 为 什么 双 曲 几何 要 等 待 黎 曼 到 1854 年 利 
11.2.2 的 公式 来 创建 . 其 次 , 由 于 下 列 定理 , 这 也 是 不 可 避免 的 : 

11.15.1 ”定理 ( 希 尔 伯 特 , 1901) 

R3 内 的 任何 曲面 , 即使 是 嵌入 到 R3 内 的 , 都 不 可 能 具有 负 的 常 高 斯 曲率 ， 

这 个 结果 曾经 被 叶 非 莫 夫 推广 到 变 高 斯 曲率 的 情形 : 

11.15.2 ”定理 

在 R3 内 没有 浸入 曲面 使 得 开 入 大 其 中 大 是 一 个 负 实数 . 

证 明 的 要 点 在 于 利用 曲面 的 完备 性 指出 , 从 一 个 点 出 发 并 前 进 充 分 远 ， 必 然 会 
出 现 奇 异性 , 而 且 在 任意 方向 都 如 此 , 这 样 就 得 到 一 条 带 奇 异性 的 曲线 , 像 在 贝尔 特 
拉 米 曲面 上 所 具有 的 那 种 曲线 . 对 于 证 明 , 参见 [59]. 
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11.16 平均 曲率 为 零 的 曲面 , 又 名 极 小 曲面 


我 们 要 求解 整体 极 小 曲面 : 10.6.9.2. 局 部 极 小 曲面 用 途 之 一 是 解决 普 拉 托 问题 : 
求 边界 是 空间 一 条 给 定 的 曲线 的 有 绝对 极 小 面积 的 曲面 . 在 这 一 节 , 我 们 要 完全 忘 
却 这 个 问题 ; 对 它 感 兴趣 的 读者 可 以 参阅 卓越 的 文献 [61], 它 包含 了 当时 的 最 新 结果 . 

我 们 现在 所 关心 的 仅仅 是 Rs 的 平均 曲率 处 处 为 零 的 曲面 : 万 = 0. 它们 为 数 众 
多 吗 ? 它们 的 几何 是 什么 样 的 ? 除去 平面 这 一 明显 的 解 之 外 , 我 们 还 提 到 : 10.2.1.3 
的 谢 尔 克 曲 面 ; 10.6.6.6.3 的 悬 链 面 , 它 是 仅 有 的 旋转 极 小 曲面 ; 10.6.6.5 的 方 螺纹 螺 
旋 面 , 它 是 仅 有 的 直 纹 极 小 曲面 ; 10.6.6.3 的 恩 尼 珀 曲面 ( 它 仅 是 浸 人 的 ); 10.2.3.6 的 
“属于 魏 尔 斯 特 拉 斯 ”的 曲面 . 后 者 是 充分 一 般 的 . 

我 们 要 指出 上 述 问题 的 一 些 激动 人 心 的 结论 ， 而 另外 一 些 结论 则 推荐 读者 参 
阅 [61]. 

11.16.1 几何 

内 萄 几何 就 隐藏 在 11.6 节 里 : 事实 上 , 关系 有 = (十 ko)/2 = 0 蕴涵 K = 
kik2 < 0. 

11.16.2 ” 紧 致 性 

不 存在 任何 紧 致 极 小 曲面 : 事实 上 , 11.11.2 的 图 形 指出 在 点 m 的 两 个 主 曲 率 
jia>1l/ 及 和 和 忧 >1/R 及 ,于 是 妃 >1/ 及 > 0. 

11.16.3” 伯 恩 斯 坦 定理 

这 个 定理 说 如 果 极 小 曲面 定义 在 整个 平面 R? 上 , 则 它 是 Rs 中 的 平面 . 这 其 实 
是 关于 10.6.9 的 偏 微分 方程 (1 +g?)r 一 2pgqs 十 (1+p?)t = 0 的 解 的 一 个 结果 . 请 与 谢 
尔 克 曲面 比较 . 

11.16.4 

作为 交换 , 存在 三 重 周期 的 极 小 曲面 , 即 它 对 于 R3 的 平移 群 Z3 是 不 变 的 . 其 
至 从 中 可 以 找到 带 六 个 参数 的 曲面 族 . 参见 [61] 的 17 节 , 那里 , 为 了 解决 此 问题 而 
动用 了 复 变 中 的 黎 总 曲面 , 超 椭圆 曲线 和 阿 贝 尔 积分 的 理论 . 

11.16.5 ”具有 给 定 对 称 性 的 曲面 

存在 这 样 的 极 小 曲面 , 其 拓扑 类 型 可 以 随心 所 欲 的 复杂 . 为 了 得 到 一 个 十 分 简 
单 的 例子 , 在 11.16.6 推广 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 公式 里 , 取 函 数 /2), 它 定义 在 除去 单位 
的 ”次 根 的 整个 平面 上 : 


f(2)= (2 -1)?, v2)= 2"1. 


当 n=2 时 , 就 得 到 10.2.3.6 的 悬 链 面 , 而 当 n= 3 时 , 就 得 到 图 11.16.5 所 示 的 
曲面 . 

11.16.6 “一般 公式 

可 以 推广 公式 10.2.3.6, 一 般 得 到 所 有 极 小 曲面 . 仅仅 指出 作为 出 发 点 的 思路 
(详情 请 参见 [61]). 根据 10.4.2, 在 曲面 上 总 存在 保 形 坐标 ; 进一步 假设 X 是 可 定向 
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图 11.16.5 


的 , 并 且 浸入 到 R? 内 . 在 X 上 定义 一 个 复 (全 纯 ) 结构 , 使 得 旋转 r/2 相当 于 乘 以 
i = V-1 (在 X 上 已 经 定义 了 与 定向 关联 的 度量 ). 这 就 是 说 X 现在 是 一 个 黎 曼 曲 
面 . 此 外 , 我 们 还 有 它 的 高 斯 映射 v : X 一 52. 在 10.6.9 我 们 已 经 知道 : 如 果 X 是 
极 小 曲面 , 则 这 个 映射 是 保 形 的 ; 这 就 是 说 , 如 果 把 5? 看 作 带 复 结构 的 黎 曼 曲面 , 那 
么 “是 一 个 全 纯 ( 复 解析 ) 映射 . 采用 这 套 语 言 , 所 有 浸入 极 小 曲面 X 有 明晰 地 由 


z= Re 


2 了 
Fran -wad . wm |/ iF(2)(1+v2(2))d2|, 
Zo Zo 


z = 2Re A nwad| ， 
Zo 


定义 的 坐标 . 这 里 变量 2 自然 是 在 歼 曼 曲面 上 , 而 Zo 是 在 其 上 取 定 的 一 个 点 . 一 般 
写法 让 我 们 得 到 许多 结果 . 下 面 略 举 一 二 . 

11.16.7 全 曲率 

我 们 将 在 浸入 (不 排除 嵌 人 ) 极 小 曲面 X 上 , 考虑 积分 


Courbtot (X) = 人 K(v)dv. 
x 


由 于 K < 0, 值 -oo 是 允许 的 . 根据 10.6.2.2 这 个 值 是 高 斯 映射 的 像 (X) 的 面积 
的 负 值 , 不 过 像 在 7.5.4 那样 要 计算 面积 的 重复 度 . 

这 里 有 几 个 基本 的 结果 应 该 归功 于 奥 瑟 曼 . 这 个 Courbtot (X) 或 者 是 负 无 穷 大 ， 
或 者 是 有 限 数 , 这 时 它 必 须 是 -4 的 正 整 数 倍数 . 此 外 , -4 仅 在 两 个 有 明确 表达 
式 的 极 小 曲面 达到 : 悬 链 面 和 恩 尼 珀 曲面 . 还 有 : 一 般 情形 下 , v 在 5? 中 的 像 v(X) 
覆盖 92, 至 多 除去 6 个 点 (这 属于 哈 维尔 ). 而 如 果 Courbtot (X) 是 有 限 的 , 则 至 多 
遗漏 3 个 点 . 要 知道 更 多 结果 , 请 参见 [61]. 
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11.17 平均 曲率 是 常数 的 曲面 或 肥皂 泡 曲面 


我 们 在 10.6.9 已 经 知道 研究 平均 曲率 万 为 常数 的 曲面 的 两 个 动机 . 一 个 是 物 
理学 的 , 另 一 个 在 于 证 明 等 周 不 等 式 . 我 们 现在 在 整体 曲面 的 情形 下 考虑 它们 , 并 致 
力 于 回答 存在 性 和 唯一 性 问题 . 这 需要 在 紧 致 的 情形 下 进行 , 因为 否则 的 话 , 我 们 在 
10.6.9.6 已 经 有 了 德 洛 内 曲面 . 

11.17.1 “球面 情形 

首先 要 问 的 是 , 在 球面 以 外 , 是 否 还 存在 H 是 常数 的 紧 致 曲面 ? 1899 年 以 来 , 针 
对 高 斯 曲率 K 处 处 为 正 的 情形 , 里 布 曼 就 以 否定 方式 回答 了 这 个 问题 (参见 11.14). 
所 用 方法 是 下 节 所 用 方法 的 一 个 特殊 情形 , 并 且 经 过 希 尔 伯 特 的 推广 ,在 广泛 运用 
科 达 齐 - 马 伊 纳 尔 迪 方程 (参见 10.7) 之 后 人 们 指出 曲面 的 所 有 点 都 是 脐 点 . 再 应 
用 10.6.4 末尾 的 结论 : 即使 在 局 部 情形 下 , 球面 是 仅 有 的 其 所 有 点 都 是 脐 点 的 曲面 . 

11.17.2” 亚 历 山 德 洛 夫 定理 和 霍 普 夫 定理 

现在 如 果 取 消 条 件 K > 0, 并 且 同 时 允许 所 有 类 型 的 拓扑 , 情形 将 会 怎样 ? 在 
1955 年 , 亚 历 山 德 洛 夫 证 明了 所 有 嵌入 到 R3 的 曲面 S, 如 果 它 是 紧 致 的 , 并 且 其 平 
均 曲 率 厅 是 常数 , 则 它 必 是 球面 . 证 明 非 常 困难 ; 它 把 分 析 和 几何 交织 在 一 起 , 在 
那里 得 出 结论 : 所 有 方向 都 是 8 的 一 个 对 称 平面 的 法 向 量 的 方向 , 参阅 卓越 的 文献 
[62], 以 及 [64] 的 第 9 章 (补遗 ). 

不 久 以 后 , 在 1956 年 , 霍 普 夫 在 文献 [62] 里 证 明了 , 5S? 的 所 有 带 常数 平均 曲率 
的 浸 人 都 是 一 个 球面 . 证 明 同样 是 艰难 的 ; 它 用 到 以 下 事实 : 5? 作为 黎 曼 曲 面 , 不 允 
许 有 非 平凡 的 二 次 微分 . 

11.17.3” 温 特 混入 

直到 1984 年 才 解决 的 一 个 问题 是 , 是 否 存在 非 正 亏 格 的 并 且 平 均 曲 率 为 常数 的 
紧 致 曲面 ? 温 特 构造 了 环 面 72 的 浸 人 , 它 具 有 常平 均 曲率 . 一 般 的 样子 酷似 10.2.4 
中 的 图 形 . 可 以 参阅 文献 [90] 和 [128]. 

11.17.4” 威 尔 莫 猜 想 

为 了 简单 ， 我们 如 此 表述 它 : 在 一 个 紧 致 曲面 5 上 ,考虑 平均 曲率 平方 的 积 
分 人 oav 什么 时 候 这 个 泛 函 达到 它 的 极 小 值 ? 了 解 这 样 的 事实 是 有 好 处 的 : 
这 个 凌 分 不 仅 在 位 似 变换 下 不 变 ， 对 于 R3 的 保 形 群 (由 反 演 生 成 的 群 , 参见 [40]， 
第 10 章 和 第 18 章 ) 也 是 不 变 的 . 如 果 5 是 球面 52, 根据 11.7.4, 并 且 由 于 H? > K， 
答案 是 简单 的 . 当 且 仅 当 5 是 球面 时 , 该 积分 达到 最 小 值 . 

反之 , 如 果 5 是 环 面 72, 我 们 就 显得 茫然 . 威 尔 莫 在 1965 年 猜想 这 个 积分 总 
超过 2r2 (被 “ 方 ” 环 面 达到 ). 这 个 猜想 仍然 悬而未决 ; 在 [100], 有 一 个 部 分 的 回答 . 
还 必须 知道 L. 西蒙 不 久 前 证 明了 实际 上 最 小 值 被 Ra 的 C~ 紧 致 曲面 达到 . 

11.17.5 ”对 于 给 定常 平均 曲率 的 曲面 的 边界 问题 : 雷 利 希 猜想 

我 们 几乎 没有 涉及 这 类 问题 , 见 11.16 的 引言 . 不 过 这 里 指出 一 个 新 的 现象 : 决 
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不 会 有 唯一 性 . 事实 上 , 考虑 R3 内 的 一 个 圆周 ; 那么 总 有 一 个 有 给 定 平均 曲率 的 球 
面 , 使 得 此 圆周 环绕 其 上 ， 于 是 有 两 个 解 以 此 圆周 作 边 界 . 通常 有 “大 汽 泡 ” 和 “小 
汽 泡 ". 对 于 至 少 一 个 解 的 存在 性 , 存在 众多 结果 , 但 是 雷 利 希 的 猜想 , 在 于 存在 另 一 
个 解 . 这 个 猜想 不 久 前 被 布 来 吉 斯 和 科 龙 解决 , 参见 [101]. 


图 11.17.5 


11.18 ” 魏 因 加 滕 曲 面 


设 h 和 ko 是 一 个 曲面 的 两 个 主 曲率 . 对 于 曲面 我 们 曾经 遇 到 : 所 有 点 都 是 脐 
点 ; 所 = ko 极 小 曲面 : At = 一 ko. 平均 曲率 为 常数 的 曲面 : ki + ko = 常数 .还 在 
10.6.6.6.2 见 到 过 对 于 一 个 旋转 椭 球 面 局 /kz 是 常数 . 最 后 对 于 管道 曲面 我 们 有 k= 
常数 , 参见 10.2.3.12, 10.6.8.2.3 和 2.7.6. 换 句 话说 , 在 所 有 这 些 情形 下 , 在 kh 和 kz 
之 间 存 在 一 个 普 适 关系 . 

11.18.1 定义 

给 定 一 个 曲面 , 如 果 存 在 两 个 变量 的 一 个 Cee 函数 U(.,-), 使 得 对 于 我 们 的 曲面 
的 所 有 v,U(ki(v),k2(v)) = 0, 则 称 之 为 魏 因 加 滕 曲 面 . 

从 10.6.6.6 推出 所 有 旋转 曲面 是 魏 因 加 滕 曲面 .但 还 有 许多 魏 因 加 滕 曲面 ,并 
非 旋转 曲面 . 比如 , 管道 曲面 . 以 前 面 的 例子 作 基础 , 通过 粘 接 , 就 可 以 随心 所 欲 地 
(在 Ce 范围 内 ) 构造 拓扑 类 型 复杂 的 魏 因 加 滕 曲面 . 首先 可 以 取 一 个 任意 的 结 和 关 
联 的 管道 曲面 . 其 次 还 可 以 构造 带 任意 数目 的 洞 的 紧 致 曲面 : 只 需 知 道 如 何在 球面 
上 安 上 一 个 柄 以 组 合成 “ 魏 因 加 滕 曲面 ", 进而 可 以 安 上 任意 有 限 个 柄 . 为 此 , 下 面 的 
11.18.1 表明 , 在 球面 52 上 沿 一 个 圆周 出 去 一 块 , 沿 此 圆周 衔接 一 块 德 洛 内 曲面 
(参见 10.6.9.6), 再 在 后 者 上 衔接 一 个 管 形 (管道 曲面 ), 最 后 以 同样 方式 返回 到 S52. 

11.18.2 K >0 的 情形 

对 于 魏 因 加 滕 曲面 的 仅 有 的 整体 结果 是 下 面 这 个 : 如 果 5 是 一 个 KK > 0 的 曲 
面 , 并 且 它 不 是 球面 ; 则 在 5 上 不 存在 这 样 的 点 v, 同时 使 得 ki(v) 是 S 上 的 最 大 值 ， 
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图 11.18.1 


而 kz(v) 是 9 上 的 最 小 值 . 

证 明 可 系统 地 利用 10.7.2 中 写 出 的 科 达 齐 - 马 伊 纳 尔 迪 公式 . 

推论 设 5 是 KK>0 的 魏 因 加 腾 类 型 的 曲面 , 使 得 处 处 有 fa = f(kz), 站 是 递 
减 函数 . 则 5 是 一 个 球面 . 

11.14 和 11.17.1 的 结果 是 这 里 的 特殊 情形 . 

11.18.3 ”一 般 情形 

对 于 整体 情形 ， 比 如 实 解析 魏 因 加 滕 曲 面 , 我 们 一 无 所 知 ， 而 在 局 部 情形 , 在 
10.6.8.4, 我 们 已 经 见识 了 一 个 美丽 的 公式 . 在 [38], 322 页 , 甚至 会 发 现 讨论 满足 关系 


2 2 = 2 
kh ko AR ko 


的 曲面 族 . 


11.19 作为 平面 族 的 包 络 的 曲面 : 公式 和 应 用 


在 10.2.3.13 我 们 已 经 知道 如 何 定义 R3 的 一 个 曲面 8 作为 两 个 参数 的 平面 族 
的 一 个 包 络 . 实际 上 , 我 们 这 里 仅仅 跟 严 格 西 曲面 打交道 . 在 把 空间 的 原点 固定 在 5 
的 内 部 . 支撑 唱 数 bp 是 从 原点 到 5 的 切 平面 的 距离 ; 可 以 把 它 看 作 S$ 上 的 一 个 函数 ， 
或 通过 高 斯 映射 把 它 看 作 单 位 球面 5? 上 的 函数 , 在 我 们 当前 的 情形 下 , 由 于 严格 凸 
性 , 这 是 一 个 双 射 . 在 10.2.3.13 曾经 有 过 公式 , 由 它 通 过 函数 p : 5? 一 R+ 给 出 8 
的 切 平面 P(5) 上 的 切 点 v(é). 同样 , 高 斯 曲率 函数 K 和 平均 曲率 函数 五 以 同样 方 
式 在 3 上 或 S2 上 表示 . 

欧 拉 问 题 是 在 知道 作为 曲线 的 切 向 量 的 函数 的 曲率 函数 之 后 ， 求 该 曲线 : 
10.2.3.13， 这 里 有 两 个 自然 的 问题 , 一 个 是 对 于 高 斯 曲率 K (闵可夫 斯 基 问 题 ), 另 
一 个 是 对 于 平均 曲率 ( 克 里 斯 托 费 尔 问题 ). 首先 需要 几 个 公式 . 
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图 11.19 


11.19.1 公式 
平均 曲率 是 容易 计算 的 . 延 拓 定义 在 5? 上 的 函数 p 到 Rs 上 , 使 得 它 是 1 次 齐 
次 的 : p(t &) = tp(€). 那么 就 有 


Bd 2， 2， 
11.19.1.1 2H(x(6)) = (器 + 品 + 吕 ) (8) 


( 即 五 = -4p/2, 4 是 R3 的 拉 普 拉 斯 算 子 ). 对 于 K(v(€)) 有 (下 标 表示 求 导 ): 
[K(v(€))] TY = (pzzpw — p2y) + (pyypss — Pp?) + (pzzpaz — p2s). 
借助 斯 托 克 斯 公式 , 偶尔 还 有 科 达 齐 - 马 伊 纳 尔 迪 公式 , 我 们 得 到 


11.19.1.2 A= Aire(5) = /poaoav (闵可夫 斯 基 )， 
号 
11.19.1.3 m= /Hav= {ora (闵可夫 斯 基 )， 
s s 
11.19.1.4 


属 K(v(#)) -56d5 = 0 (对 于 & 的 向 量 积 分 ,而 dé 是 32 的 典范 测度 )， 


11.19.1.5 A 古 (u(5))5d5=0 (对 于 & 的 向 量 积分 )- 


最 后 是 涉及 Rs 的 两 个 曲面 5 和 5' 的 十 分 细腻 的 替 格 洛 茨 公式 , 如 果 它 们 通 
过 抽象 映射 p : 5 一 3' 是 等 距 的 , 则 


11.19.1.6 2 Hwav -2 f Holo)av = 人 sis)odw 
s s s 
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其 中 是 用 5 和 5' 的 第 二 基本 形式 计算 的 一 个 混合 量 , 准确 地 说 : 


k(S; 8") = detrODGD-aIe*(7D - CD, 


其 中 “'” 表 示 在 5S' 上 的 量 , 而 关于 7 的 量 是 第 一 基本 形式 的 矩阵 (在 任意 坐标 系 
里 , 结果 是 不 变 的 ). 

11.19.2 ”第 一 批 应 用 

读者 容易 从 闵可夫 斯 基 的 两 个 公式 的 联合 应 用 得 到 结论 : 球面 是 仅 有 的 KK 或 瑟 
是 常数 的 曲面 (参见 11.14 和 11.17.1). 

赫 格 洛 茨 公式 证 明 11.14.1 的 刚性 ; 事实 上 , 了 和 I7’ 在 两 个 曲面 的 对 应 点 有 相 
等 的 行列 式 , 因为 这 是 它们 的 高 斯 曲率 , 并 且 它们 之 间 存 在 等 距 映射 . 由 于 考虑 的 是 
2 维 情形 , 这 就 蕴涵 在 通过 p 对 应 的 点 的 迹 的 不 等 式 , 由 此 得 到 k(5; 5') 总 是 正 的 或 
零 , 于 是 就 容易 地 推出 结论 . 

11.19.3 ”闵可夫 斯 基 问 题 

这 个 问题 是 求 一 个 曲面 5, 其 在 S? 上 的 函数 & :， K(v(&)) 是 给 定 的 (比较 
11.11.3)， 唯 一 性 已 经 由 闵可夫 斯 基 证 明 , 他 利用 和 推广 了 上 面 的 公式 的 混合 积分 . 
存在 性 的 证 明 异 常 困难 . 注意 11.19.1.4 提供 了 三 个 数值 的 必要 条 件 . 

多 亏 鲁 伊 和 尼 伦 伯 格 , 他 们 证 明了 这 个 问题 的 解 在 这 些 仅 有 的 条 件 下 总 是 存在 
的 ; 这 里 涉及 的 是 分 析 . 关于 文献 和 上 面 公式 的 证 明 , 参见 [63] 的 第 11 章 . 至 于 最 近 
的 文献 , 参见 [105. 

11.19.4” 克 里 斯 托 费 尔 问题 

这 个 问题 是 在 5S? 上 给 定 了 函数 5 一 H(v(&)) 时 求 5. 公式 11.19.1.1 的 简单 性 ， 
让 人 猜想 这 个 问题 是 简单 的 , 至 少 比 闵可夫 斯 基 问 题 会 更 简单 . 事实 上 , 让 我 们 想 一 
想 平面 曲线 问题 . 诚然 首先 有 9.5.2 的 积分 条 件 : 曲率 的 积分 取 值 2r. 这 里 我 们 有 向 
量 积 分 11.19.1.5 给 出 的 三 个 数值 的 必要 条 件 . 但 是 在 第 九 章 有 四 顶点 定理 : 9.7.4, 它 
表明 曲率 不 可 能 是 圆周 5: 上 的 任意 函数 . 当 维 数 > 2 时 , 它 是 什么 样 的 函数 ? 

对 于 这 样 的 更 高 的 维 数 , 答案 随 之 更 加 复杂 . 在 形形色色 的 部 分 的 解答 出 现 之 
后 , 费 雷 伊 在 1968 年 成 功 地 给 出 了 必要 并 且 充 分 的 条 件 (不 只 是 上 面 的 向 量 积分 的 
条 件 ), 使 得 给 定 的 函数 五 是 一 个 曲面 的 平均 曲率 . 这 些 条 件 过 分 复杂 , 以 致 我 们 连 
陈述 结果 都 不 大 可 能 ; 建议 读者 参见 [102]. 

我 们 最 后 指出 曲面 的 曲率 的 严格 正 值 的 条 件 (或 严格 凸 性 ) 在 两 个 问题 里 是 本 
质 的 , 正如 图 11.19.4 所 提供 的 反例 : 


11.20 ”对 于 曲面 的 等 周 不 等 式 -435 - 


Ne 


SE 


柱 面部 分 (Ke0) 
可 以 随意 扩大 


图 11.19.4 


11.20 对 于 曲面 的 等 周 不 等 式 


考虑 一 个 紧 致 曲面 5, 它 是 一 个 区 域 2 的 边界 5 = 82. 可 以 推广 等 周 不 等 式 
9.3 到 这 种 状况 下 吗 ? 回答 是 肯定 的 , 并 且 是 对 于 任意 维 数 ， 这 是 一 个 经 典 的 结果 ， 
比如 参见 [40], 12.11 或 本 书 6.6.9 或 [86]. 

11.20.1 ”闵可夫 斯 基 不 等 式 

记 2 的 体积 为 V, 5 的 面积 为 4. 我 们 知道 有 


43 > 36rV2， 


等 式 仅 对 于 球面 才 成 立 , 
闵可夫 斯 基 精 细 化 了 这 个 不 等 式 , 引进 了 第 三 个 要 素 , 这 就 是 11.19.1.3 中 的 平 
均 曲 率 的 积分 M. 他 证 明了 双重 不 等 式 : 


多 2 > 4r4. 
8572 > 人 过 4Tr4. 


并 且 正 如 人 们 所 期 望 的 那样 , 如 果 其 中 的 一 个 不 等 式 成 立 , 则 这 个 曲面 必定 是 球面 ， 
对 于 证 明和 到 任意 维 数 的 推广 , 参见 [86], [67], [103]. 

11.20.2” 半 - 管 形 的 体积 

设 5 是 Rs 的 一 个 准 紧 致 曲面 ; 在 10.6.3 我 们 曾经 指出 包含 在 距离 5 为 < 的 两 
个 平行 曲面 之 间 的 体积 等 于 


Vol (TU BS) = 2eAire (S) + 2 人 Klw)dv. 
Ss 
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而 包含 在 5 和 与 之 距离 为 < 的 一 个 平行 曲面 之 间 的 体积 等 于 多 少 呢 ? 回答 是 
1 
Air ze3 v)dv. 
eAire(S) + erM + de /x )d 


通过 求 差 就 重新 给 出 前 面 的 公式 . 请 注意 M 的 符号 显然 依赖 5 的 侧 , 在 该 侧 , 沿 单 
位 法 向 量 截取 距离 < (参见 10.3.3). 

上 面 的 公式 不 难 由 10.6.6.7 和 10.6.9.1 证 明 . 它 有 种 种 推广 , 而 推广 了 媚 和 天 
的 积分 的 不 变量 是 基本 的 , 称 它 们 为 里 赤 茨 - 基 灵 曲率 . 我 们 在 6.9 节 已 经 遇 到 了 偶 
指标 的 这 种 曲率 . 关于 这 一 主题 , 参见 [47]. 
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我 们 现在 汇总 前 面 得 到 的 主要 是 关于 球面 的 结果 和 与 之 关联 的 一 些 其 他 结果 . 

11.21.1 ”球面 的 局 部 表征 

所 有 局 部 曲面 , 如 果 

A) 其 所 有 点 都 是 脐 点 ， 

B) 或 其 至 少 一 个 焦 散 面 退化 为 一 个 点 ， 

C) 或 它 对 于 R3 的 等 距 的 带 三 个 参数 的 局 部 群 是 不 变 的 
则 它 必定 是 球面 的 一 块 . 

在 10.6.4 已 经 见 到 了 A). 对 于 B) 我 们 仅 指出 其 第 二 个 焦 散 面 也 同样 退化 为 一 
个 点 , 此 点 就 是 球面 的 中 心 . 

11.21.1 外 在 和 内 蕴 等 距 

到 目前 为 止 , 事实 上 我 们 尚未 谈论 过 等 距 . 领会 C) 是 容易 的 . 顺便 指出 , 旋转 
柱 面 的 片 是 仅 有 的 对 于 Rs 的 等 距 的 带 两 个 参数 的 局 部 群 不 变 的 曲面 . 在 带 一 个 参 
数 的 局 部 群 的 情形 , 就 会 发 现 所 有 的 螺旋 形 曲面 , 作为 特例 , 包含 旋转 曲面 是 不 变 的 
曲面 . 

前 面谈 的 都 是 外 在 等 距 . 现在 谈论 内 一 等 距 , 情形 将 会 怎样 呢 ? 所 谓 内 萄 等 距 ， 
就 是 从 曲面 V 到 它 自 身 的 映射 , 它 保持 第 一 基本 形式 g = ds? = IT. 如 果 存 在 一 个 
这 样 的 局 部 群 并 且 至 少 带 两 个 参数 , 则 V 是 局 部 齐 性 的 , 从 而 高 斯 曲率 是 常数 . 随 
之 它 有 一 个 带 三 个 参数 的 等 距 的 局 部 群 . 这 样 一 来 , 仅 有 的 情形 是 : 出 现 三 个 , 一 个 
或 零 个 参数 . 零 个 参数 的 情形 , 曲面 是 一 般 曲 面 . 最 后 看 一 个 参数 的 情形 . 不 变 曲线 
的 考虑 表明 (11.3.2 的 第 一 变 分 公式 ) 曲面 的 正 交 轨 线 必定 是 测 地 线 , 它们 之 间 的 变 
换 由 所 考虑 的 群 实现 . 于 是 如 果 取 关联 的 测 地 线 坐 标 , d s? 的 形式 是 


ds2 = dr2 十 .PP2(r)dg2. 


即 7 不 依赖 于 0. 由 10.5.3.10 的 技术 立刻 表明 一 个 这 样 的 ds? 总 可 以 由 一 个 旋转 
曲面 的 第 一 基本 形式 (局 部 地 ) 等 距 地 实现 . 
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11.21.2 ”球面 的 整体 表征 
这 里 仅 考虑 R3 的 紧 致 曲面 V. 
A) 如 果 V 的 所 有 截面 是 圆周 , 则 V 是 一 个 球面 ; 
B) 如 果 对 于 所 有 直线 的 方向 , 与 之 关联 的 外 切 于 V 的 柱 面 沿 一 个 圆周 与 之 相 
切 , 则 V 是 一 个 球面 ; 
C) 如 果 Y 的 所 有 点 都 有 一 个 对 径 点 , 则 Y 是 一 个 球面 (结合 11.10 和 11.14); 
D) 在 包围 的 区 域 具有 给 定 体积 的 曲面 中 , 如 果 V 达到 面积 的 最 小 值 , 则 v 是 
一 个 球面 ; 
B) 在 面积 给 定 的 曲面 中 , 如 果 V 实现 平均 曲率 的 积分 的 最 小 值 , 则 V 是 一 个 
球面 ; 
FE) 在 具有 给 定 面积 的 曲面 中 , 以 及 在 具有 给 定 体积 的 曲面 中 , 如 果 V 实现 平 
均 曲率 的 积分 的 最 大 值 , 则 Y 是 一 个 球面 ; 
G) 如 果 V 同 胚 于 S?, 并 且 实现 平均 曲率 的 平方 的 积分 的 最 小 值 , 则 V 是 一 
个 球面 (参见 11.17.4); 
HH) 在 满足 处 处 K > 1 这 个 条 件 的 曲面 中 , 球面 是 仅 有 的 内 蕴 直 径 等 于 r 的 曲 
面 (参见 11.5.4) 
D 在 给 定 体积 的 曲面 中 , 球面 是 仅 有 的 外 在 直径 最 小 的 曲面 ; 
J) 球面 是 仅 有 的 高 斯 曲率 是 常数 的 曲面 , 要 了 解 更 一 般 的 结果 , 参见 11.18.2; 
K) 球面 是 仅 有 的 平均 曲率 是 常数 的 菩 人 曲面 . 
除 A) 外 , 上 面 这 些 结果 我 们 在 前 文中 都 碰 到 过 , A) 的 证 明 留 给 读者 . 对 于 B)， 
推荐 参考 下 文 ; H) 也 留 给 读者 (参见 11.5.4); 最 后 的 D 是 比 伯 巴 赫 的 一 个 结果 . 总 体 
的 参考 文献 是 [110]. 在 [40], 9.13.8 也 可 以 找到 比 伯 巴 赫 不 等 式 , 但 不 涉及 其 逆 命 题 . 


图 11.21.2 


11.21.3 ”球面 的 非特 征 的 整体 性 质 
A) 在 11.21.2 B) 已 经 知道 外 切 于 一 个 球面 的 柱 面 沿 一 条 平面 曲线 与 之 相 切 : 
这 个 性 质 属于 所 有 椭 球 面 , 而 事实 上 是 二 次 曲面 的 特征 : 参见 [110]. 
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B) 在 11.10 已 经 知道 了 球面 以 外 的 曲面 , 它们 的 所 有 测 地 线 都 是 周期 的 ; 

C) 球面 是 常 宽度 的 . 一 个 曲面 V 沿 一 个 给 定 方向 的 宽度 , 是 切 于 V 的 以 这 个 
方向 为 法 方向 相距 最 远 的 (V 非 凸 时 才 需 这 个 限制 ) 两 个 平面 之 间 的 距离 . 实际 上 这 
就 是 说 给 定 空间 的 两 个 固定 平行 平面 后 , 球面 可 以 在 其 间 以 两 个 自由 度 移动 . 其 实 这 
是 一 个 很 弱 的 条 件 : 利用 11.19 的 支撑 函数 p 的 说 法 , 这 仅仅 是 要 求 p(5) + p(-6) = 
常数 . 关于 这 个 主题 的 一 个 最 近 的 报告 是 [111]. 

D) 但 是 球面 还 有 常 腰围. 即 对 于 所 有 方向 , 外 切 柱 面 的 准 线 有 常 周 长 ， 换 名 话 
说 , 在 一 个 给 定 的 纸 做 的 曲面 里 , 可 以 以 两 个 自由 度 移动 球面 ( 柱 面 随 之 形变 ). 跟前 
一 个 一 样 , 这 也 是 一 个 很 弱 的 性 质 . 它 等 价 于 前 一 个 性 质 , 参见 [110]. 


DU 
TD[ 作 


= 腰围 


图 11.21.3 
了 E) 球 还 有 常 阴影 面积 . 这 也 是 一 个 弱 的 性 质 . 重要 的 是 要 知道 它 联系 着 柯 西 的 


对 于 凸 集 的 重要 公式 , 参见 [86], [103], [14], 16.24, 问题 4 或 [40], 12.10.2. 一 个 符合 
我 们 的 想法 的 结果 是 : 对 于 一 个 常 阴 影 面积 的 曲面 , 在 位 于 平行 切 平面 上 的 两 个 点 
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mm 总 有 KK(m) + KK(m') = 常数 . 参见 [110], 153 页 . 
11.21.4” 迪 潘 四 次 直 纹 面 的 特征 性 质 
A) 在 五 球面 坐标 下 , 这 是 二 次 的 (并非 全 部 , 参见 
10.2.2.6); 
B) 这 是 旋转 柱 面 , 旋转 锥 面 和 旋转 环 面 的 反 演 图 形 ; 


40], 20.7.2 和 本 书 前 面 的 


C0) 局 部 地 这 是 这 样 的 曲面 , 其 两 个 焦 散 面 退 化 为 两 条 曲线 ; 


D) 班 朝 夫 的 一 个 十 分 精细 的 结果 说 , 在 Rs 的 紧 致 


面 中 的 这 类 曲面 可 以 如 下 


表征 : 当 用 空间 的 任意 一 个 球面 切割 它 时 , 补 集 总 是 至 多 有 两 个 连通 分 支 . 
对 于 D), 以 及 对 于 C) 到 高 维 迪 潘 四 次 直 纹 面 的 推广 , 特别 要 参见 [113], [114]， 


[115], [152], [153] 以 及 [114] 的 文献 . 
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法 中 术语 对 照 


Abcisse curviligne 曲线 横 坐 标 

Accélération 加 速度 

Accroissements finis 有 限 增 量 

Aire 面积 

Aire d'une courbe plane 平面 ( 闭 ) 曲线 
( 围 ) 的 面积 

Aire minima 极 小 面积 

Aire minimale 最 小 面积 

ALEXANDROYV 亚 历 山 德 罗 夫 

Algebre extérieure 外 代数 

Alysséide 庭 芥 花 面 ( 悬 链 面 ) 

AMPERE(théoreme d') 安培 定理 

Anticommutative 反 交 换 的 

Antidérivation 反 导 子 

Antipodes 对 径 点 

Antipodie de S4 ”S54 的 对 径 映射 

Antipodie de 这 文 的 对 径 映 射 

Application bémol 降 号 (表示 的 ) 映射 

必 bilinkaire symétrique 对 称 双 线性 映射 

~ canonique 典范 映射 

~ conforme 保 形 映射 

~ diase 升 号 (表示 的 ) 映射 


~ différentiabe 可 微 映 射 

~ 6tale 平展 映射 

exponentielle 指数 映射 

~ de GAUSS 高 斯 映射 

~ géodésique 测 地 映射 

~ 上-lipschitzienne 大 - 利 普 希 茨 映射 

~ localement lipschitzienne 局 部 利 
普 希 茨 映射 

~ pied 底 映射 

~ tangente 切 映射 

~ ww unitaire 单位 切 映射 

Arc birégulier 双 正 则 弧 

~ de courbe 曲线 弧 

~ géométrique 几何 弧 

~ ~orienté 定向 几何 弧 

~ paramétré 参数 弧 

~ ~ birégulier 双 正 则 参数 弧 

ARCHIMEDE(théoreme d') 阿 基 
米 德 定理 

Arate de rebroussement 消 线 

Associate 结合 的 
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Astroide 星 形 线 

Asymptotique (direction) 渐 近 方向 
Atlas 图 册 

~ compatible 相 容 的 图 册 


Axiomes de la dérivée covariante 协 变 导 数 


公理 


Bande de MOBIUS 默 比 乌 斯 带 

Base positive 正 基底 

~ dénombrable 可 数 基底 
BAVARD(inkgalitk de) 巴 瓦 德 不 等 式 
BELTRAMI 贝尔 特 拉 米 

Bémol 降 号 

BERNOUILLI(lemniscate) 伯 努 利 双 纽 线 


BERNSTEIN(théoreme de) 伯 思 斯 坦 定理 


BERTRAND(courbes de) 贝 特 朗 曲线 
binormal 次 法 向 量 

birapport 交 比 

birégulier 双 正 则 的 
BONNESEN(inégalité de) 邦 纳 森 不 等 式 
Bord d'un domaine 区 域 的 边界 


~ d'une forme différentielle 恰当 微分 形式 


Boules 球 

Bouteille de KLEIN 克 莱 因 瓶 
BOY(surface de) 博 依 曲面 
Branche 支 

Bulles de savon 肥皂 泡 


Canal(surface) 管状 曲面 
Canonique(application) 典范 映射 


Canonique(champ de vecteurs) 典范 向 量 场 


Canonique(champ de vecteurs 
normal) 典范 法 向 量 场 
Canonique(densité) 典范 密度 
Canonique(forme volume) 典范 体积 
Canonique(isomorphisme) 典范 同 构 


Canonique(projection) 典范 投影 

Canonique(topologie) 典范 拓扑 

Caractéristique dEULER 欧 拉 示 性 数 

Cardioide 心脏 线 

Carte 坐标 卡 

~ compatible 相 容 的 坐标 卡 

~ complate 完整 坐标 卡 

~ enz 在 z 的 坐标 卡 

~ centrée en z 中心 在 z 的 坐标 卡 

~ positive 正 的 坐标 卡 

~ de Pn(R) P"(R) 的 坐标 卡 

Caténoide 悬 链 面 

CAUCHY (théoreme d') 柯 西 定理 

Caustique 焦 散 面 

Centre de courbure 曲率 中 心 

~ de gravité d'une courbe 曲线 的 重心 

~ ~ d'un domaine 区 域 的 重心 

Cercle 圆周 

~ osculateur 密切 圆 

Chainette 悬 链 线 

Champ de JACOBI 雅 可 比 场 

Champ de vecteurs canonique 典范 向 
最 场 

~ ~ dépendant du temps 依赖 时 间 的 
向 量 场 

~ ~ normal canonique 典范 法 向 量 场 

~ ~ rentrant 进入 向 量 场 

人 ~ sur un ouvert 开 集 上 的 向 量 场 

人 ~ sur les sphares 球面 上 的 向 量 场 

~ ~ sur une variété 流 形 上 的 向 量 场 

Champs de vecteurs(crochet) 向 量 场 
的 括号 积 

Changement de variables 变量 替换 

Chemin(plus court) 最 短路 径 

CHRISTOFFEL(problame de ) 克 里 
斯 托 费 尔 问题 
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Classe 类 

Classification des courbes 曲线 的 分 类 
~ des surfaces 曲面 的 分 类 

~ des variétés 流 形 的 分 类 
Codimension 余 维 数 
COHN-VOSSEN 科恩 - 沃 森 
Cohomologie 上 同调 


Commutation de coulées 流 的 交换 

Comparaison(théoreme de SCHUR) 舒 尔 比 
较 定 理 

Compatibles 相 容 的 

Complate(surface) 完备 曲面 

Composantes intrinseques de lacc6lkration 
加 速度 的 内 萄 分 量 

Concavité 冲 侧 

~ vers le pale 凹 侧 朝向 该 极点 

Condition initiale 初始 条 件 

Cane 锥 面 

Conforme(application) 保 形 映射 

Conforme(coordonnées) 保 形 坐标 

Coniques focales 焦点 圆锥 曲线 

Conjecture de RELLICH 雷 利 希 猜想 

~ de WILLMORE 威 尔 莫 猿 想 

Conjugué(point) 共 思 点 

Connexe(vari6té) 连通 流 形 

Conoide de PLUCKER 普 吕 克 劈 锥 曲面 

Contact 接触 

Continuité de 1intégale 积分 的 连续 性 

Contintment différentiable 连续 可 微 的 

Contractante 压缩 的 

Convexe 凸 的 

Convexe(polysdre) 凸 多 面体 

Convexe(surface) 凸 曲面 

Convexité locale 局 部 凸 性 

一 global 整体 凸 体 

Coordonnkes conformes 保 形 坐标 


~ cylindriques 柱 坐 标 

~ géodésiques 测 地 坐标 

~ homogenes 齐 次 坐标 

~ isothermes 等 温 坐 标 

~ deLIOUVILLE 刘 维 尔 坐标 

~ locales 局 部 坐标 

~ orthogonales 正 交 坐标 

~ polaires 极 坐标 

~ ~ géodésiques 测 地 极 坐标 

~ sphériques 球面 坐标 

~ de TCHEBYCHEYV 切 比 雪 夫 坐 标 

~ terrestres 地 理 坐 标 

Cote 高 度 

Coulke locale 局 部 流 

~ globale 整体 流 

Coupe 截断 

Coupure(valeur) 割 值 

Courbe fermée 闭 曲 线 

~ fermgke orientke 定向 闭 曲 线 

~ fermee simple 简单 闭 曲 线 

~ intégrale 积分 曲线 

~ ~ maximale 最 大 积分 曲线 

~ d'un ouvert 开 集 里 的 曲线 

~ sphérique 球面 曲线 

~ d'une variété 流 形 上 的 曲线 

Courbes de BERTRAND 贝 特 朗 曲线 

Courbes fermées homotopes 同 伦 闭 
曲线 

Courbure algébrique 代数 曲率 

~ ~ totale 全 代数 曲率 

~ d'unarc géométrique 几何 弧 的 曲率 

~ d'un arc param6tré 参数 弧 的 曲率 

~ (centre) 曲率 中 心 

~ d'un cercle 圆周 的 曲率 

~ d'une courbe tracée sur une surface 
画 在 Y 上 的 曲线 的 曲率 

~ de GAUSS 高 斯 曲率 
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~ de GAUSS constante 常 高 斯 曲率 
~ géodésique 测 地 曲率 
~ (lignes de) 曲率 线 


~ deLIPSCHITZ-KILLING 利 普 希 茨 - 基 


灵 曲 率 
~ de MENGER 门 格 曲率 
~ moyenne 平均 曲率 
~ ~ constante 常平 均 曲率 
~ normale 法 曲率 
~ nkgative 负 高 斯 曲率 
~ nulle 零 高 斯 曲率 
~ positive 正高 斯 曲率 
~ Principale 主 曲率 
~ ~w(rayon de ) 主 曲率 半径 
~ (rayon) 曲率 半径 
~ scalaire 数值 曲率 
ww w totale 全 数值 曲率 
~ sectionnelle 截断 曲率 
~ (tenseur) 曲率 张 量 
~ totale 全 曲率 
~ ~ constante 常 总 曲率 
Courbures de WEYL 外 尔 曲率 
Covariante(dérivée) 协 变 导 数 
Critique 临界 的 
~ non-dégénéré 非 退化 临界 的 
Crochet 括号 积 
CROKE(inégalité de) 克 罗 克 不 等 式 
Cut-locus 割 迹 
Cyclides 四 次 圆 纹 曲面 
~ de DUPIN 迪 潘 四 次 圆 纹 曲 面 
Cylindre 柱 面 
~ elliptique 椭圆 柱 面 
~ hyperbolique 双 曲 柱 面 
~ parabolique 抛物 柱 面 


DARBOUX 达 布 


Defaut isopérimétrique 等 周 亏损 

~ de planéité 平面 性 的 偏离 

Déformation 形变 

Degré 映射 度 

~ d'une application 映射 的 映射 度 

~ de lapplication tangente 切 映射 
的 映射 度 

~ d'une forme différentielile 微分 形 
式 的 阶 

人 ~ ~ extérieure 外 型 的 阶 

~ d'un morphisme 态 射 的 映射 度 

DELAUNAY (surfaces de) 德 洛 内 曲面 

Demi-longue droite 半 长 直线 

~ ~ transfinie 超 限 半 直 线 

Demi-tube 半 管 形 

Densité sur un espace vectoriel 向 量 
空间 上 的 密度 

~ ~ un ouvert 开 集 上 的 密度 

人 ~ ~ une variété 流 形 上 的 密度 

Densitk canonique 典范 密度 

~ de classe C? CP? 类 密度 

~ produit 乘积 密度 

Déplacement 位 移 

Dérivation 导 子 

~ sous le signe d'int6gration 在 积分 
号 下 求 导数 

Dérivée 导数 

~ covariante 共 变 导数 

~ de LIE 李 导 数 

Déterminant 行列 式 

Deuxieme forme fondamentale 第 二 
基本 形式 

Développable(surface) 可 展 曲 面 

Développante 渐 伸 线 

Développée 渐 届 线 

Diamatre 直径 
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Diase 升 号 Entrelacées 交织 的 
Diffkomorphisme 微分 同 胚 Entrelacement 交织 
Différentielle 微分 Enveloppe 包 络 
~ (forme) 微分 形式 Epicycloide 圆 外 旋 轮 线 
~ extérieure 外 微分 Equation de CODAZZI-MAINARDI 
~ totale 全 微分 科 达 齐 - 马 依 纳 尔 迪 方程 
Dimension d'une sous -varitt6 子 流 开 8 ~ différentielle 微分 方程 
~ dune variété 流 形 的 维 数 ~ dépendant du temps 依赖 时 间 的 
DIQUET(formule de) 狄 牵 公 式 方程 
Direction asymptotique 渐 近 方向 ~ dEULER 欧 拉 方 程 
~ principale 主 方向 ~ de GAUSS 高 斯 方程 
Discrete 离散 的 ~ linkaire 线性 方程 
Distance 距离 ww scalaire 数值 线性 方程 
Divergence 散 度 ~ dordre n mm 阶 方程 
Domaine 区 域 Equations locales 局 部 方程 
w convexe 凸 区 域 Equivalents(arcs paramétrés) 等 价 
~ d'une coulke 流 的 定义 域 的 参数 弧 
~ d'une vari6té 流 形 的 区 域 ~ (atlas) 等 价 的 坐标 卡 集 
~ de VORONOI 沃 罗 诺 伊 区 域 Equivalentes(formes volumes) 等 价 
Double(point) 重点 的 体积 形式 
~(tangente) 重 切线 Espace des modules 
Dual 对 侦 ~ de Hilbert 希 尔 伯 特 空间 
DUPIN(cyclides de) 迪 潘 (四 次 圆 纹 曲面 ) ”~ normal 法 空间 
~ (indicatrice de ) 迪 潘 标 线 ~ projectif complexe 复 射 影 空间 
~ projectif réel 实 射影 空间 

Egalité de PARSEVAL 帕 塞 瓦 等 式 ~ tangent a une sous-variété 子 流 形 
Ellipse 椭圆 的 切 空间 
Ellipsoide 椭 球面 ~ ~ une variété 流 形 的 切 空间 
~de revolution 旋转 椭 球 面 Etale 平展 的 
Elliptique(géométrie) 椭圆 几何 Etoilé 星 形 的 
~ (mktrique) 椭圆 度量 EULER(équation d') 欧 拉 方 程 
Endomorphisme de WEINGARTEN 魏 因 Extérieur(algebre) 外 代数 

加 腾 自 同 态 ~ d'une courbe fermée simple 简单 
ENNEPER(surface d') 恩 尼 珀 曲面 闭 曲 线 的 外 部 


Enroulement(nombre) 环绕 数 ~ (produit) 外 积 
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FABRICIUS-BJERRE-HALPERN 法 布 里 
修 斯 布 耶 尔 - 哈 泊 恩 公式 

Famile a un paramatre de formes 

différentielles 微分 形式 的 带 一 个 参数 的 连 
续 族 

Fenétre de VIVIANI 维 维 亚 尼 窗 

Fermée(forme différentielle) 闭 微 分 形式 

Feuillets 层 

Fibré des densités 密度 从 

~ normal 法 从 

~ ~ unitaire 单位 法 从 

~ tangent 切 丛 

Fil 棉线 

Flexible 柔性 的 

Foncteur contravariant 反 变 函 子 

Fonction(composées) 复合 函数 

~ (implicites) 隐 范 数 

~ plateau 普 拉 托 函数 

Forme multilinkaire alternke 交错 重 线性 型 

~ fondamentale(premiare) 第 一 基本 形式 

~ ~ (deuxismeseconde) 第 二 基本 形式 

~ ~ (troisiame) 第 三 基本 形式 

~ volume 体积 形式 

~ ~ canonique 典范 体积 形式 

~ ~ ~ de 54 54 的 典范 体积 形式 

~ ~ ~de7T4 7T4 的 典范 体积 形式 

~ ~ dune sous-vari6té 子 流 形 的 典范 体积 
形式 

Forme quadratique 二 次 型 

~ bilinkaire symétrique 对 称 双 线 性 型 

Formule 

~ dALLENDOERFER-WEYL- 
FENCHEL-GAUSS-BONNET- 


CHERN 艾 伦 多 弗 - 外 尔 - 芬 
切 尔 -高 斯 - 博 内 - 陈 公式 

~ du changement de variables 变量 
替换 公式 

~ de DIQUET 狄 奎 公式 

~ de FABRICIUS-BJERRE- 
HALPERN 法 布 里 修 斯 - 
布 耶 尔 - 哈 泊 恩 公式 

~ de FRENET 弗 雷 内 公式 

~ de GAUSS 高 斯 公式 

~ de GAUSS-BONNET 高 斯 - 博 
内 公式 

~ de GIRARD 吉 拉 尔 公 式 

~ de HERGLOTZ 赫 格 洛 茨 公式 

~ de HOPF 起 普 夫 公式 

~ de MINKOWSKI 闵可夫 斯 基 公 式 

~ de PUISEUX 皮 瑟 公式 

~ de STOKES 斯 托 克 斯 公式 

~ des trois niveaux 三 水 平公 式 

~ de la variation premiare 一 阶 变 分 
公式 

~ ~ seconde 二 阶 变 分 公式 

Formules de WEIERSTRASS 魏 尔 
斯 特 拉 斯 公式 

FRENET(formule de) 弗 雷 内 公式 

FRENET(triedre de) 弗 雷 内 标 架 

FROBENIUS(théoreme de) 弗 罗 贝 
尼 乌 斯 定理 

FUBINI 富 比 尼 


GAUSS 高 斯 
GAUSS-BONNET 高 斯 - 博 内 
Génératrices 母线 
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Générique 通常 的 

Géodésique 测 地 线 

~(courbure) 测 地 曲率 

~ périodique 周期 测 地 线 

~(torsion) 测 地 找 率 

Géodésiques(coordonnées) 测 地 坐标 

~ de GAUSS 高 斯 坐标 

Géométrie bornée 有 界 几何 

~ diférentielle projective 射影 微分 几何 

~ riemannienne 黎 曼 几 何 

GIRARD(Albert) 阿尔 波 特 吉 拉 尔 

Globalement convexe 整体 凸 的 

Graduée 分 次 的 

Graphe 图 像 

Grassmanniennes 格拉 斯 曼 ( 流 形 ) 

Group de cohomologie 上 同调 群 

~ de LIE 李 群 

~ linéaire 线性 群 

~ orthogonal 正 交 群 

~ proprement discontinu 真 不 连续 群 

~ de de RHAM 德 拉 姆 群 

GULDIN (deuxieme théoreme de) 古 尔 丁 
第 二 定理 


~ (premier théoreme de) 古 尔 丁 第 一 定理 


HAAR(mesure de) 哈 尔 测度 
HADAMAD 阿达 马 

Hélice 螺旋 线 

~ circulaire 圆柱 螺旋 线 

~ sphérique 球面 螺旋 线 
Helicoide 螺旋 面 

从 apas carré 方 螺纹 螺旋 面 
HERGLOTZ 赫 格 洛 芯 
Hessienne 海 色 映 射 
HILBERT 希 尔 伯 特 


Homofocales(quadriques) 共 焦 的 二 
次 曲面 

Homologues 同调 的 

Homotopes 同 伦 的 

Homotopie 同 伦 

HOPF 和 雹 普 夫 

HOPF-RINOW 霍 普 夫 - 里 诺 

Horizontal 水 平 的 

Hyperbolique(plan) 双 曲 平面 

Hyperboloide & une nappe 单 叶 双 曲面 

~ 六 deux nappes 双 叶 双 曲面 

Hyperquadrique 超 二 次 曲面 

Hypersurface 超 曲 面 

Hypocycloide 圆 内 旋 轮 线 


Image d'un arc géométrique 几何 弧 
的 像 

~ paramé6tré 参数 弧 的 像 

~ d'un point 点 的 像 

Image réciproque d'une densitk 交互 图 
像 密度 

~~ ~ d'une forme différentielle 微分 
形式 的 拉 回 像 

Jmmergke 浸入 的 

Immersion 浸 和 人 

~ de WENTE 温 特 浸 人 

Indefiniment differentiable 无 穷 次 
可 微 的 

Indice 指标 

Indice d'un champ de vecteurs 向 量 
场 的 指标 

~ d'une forme quadratique 二 次 型 
的 指标 

~ d'un point critique 临界 点 的 指标 

一 ~ par rapport & un lacet 点 对 于 
轿 的 指标 
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~~~~ ~ &unecourbe 点 m 对 于 曲线 的 指标 Isométriques(variétés riemanniennes) 


Inégalité de BAVARD 巴 瓦 德 不 等 式 
~ de BONNESEN 邦 纳 森 不 等 式 

~ de CROKE 克 罗 克 不 等 式 

~ de GROMOYV 格 罗 莫 夫 不 等 式 

~ isoembolique 等 栓 不 等 式 

~ isopérimétrique 等 周 不 等 式 

~ isosystolique 等 收缩 不 等 式 

~ de LOEWNER 洛 纳 不 等 式 

~ de MINKOWSKI 闵可夫 斯 基 不 等 式 
~ de PU 普 不 等 式 

~ stricte du triangle 严格 三 角 不 等 式 
~ de WIRTINGER 维尔 丁 格 不 等 式 
Inflexion(point) 拐点 

Intégrable 可 积 的 

Intégrale 积分 


人 ~ Valeurs vectorielles 向 量 值 函 数 的 积分 


Intérieur d'une courbe fermée simple 简单 


闭 曲 线 的 内 部 
~ (produit) 内 积 
Intervalle maximal 最 大 开 区 间 
Intrinseque(métrique) 内 蕴 度 量 


Invariance du degré par homotopie 映射 度 


对 于 同 伦 的 不 变性 


~ de lindice par diffkomorphisme 指标 对 


于 微分 同 胚 的 不 变性 

~ par isométrie 等 距 不 变性 
Invariant de HOPF 和 雹 普 夫 不 变量 
Inversion 反 演 

~ locale 局 部 逆 映 射 
Isoembolique(inégalité) 等 栓 不 等 式 
Isolé 孤立 的 

Isométrie 等 距 映 射 


等 距 的 黎 曼 流 形 
Isomorphisme 微分 同 胚 
Isopétrimetres 等 周 的 
Isopérimétrique(défaut) 等 周 亏损 
~ prfoil 等 周 轮廓 
Isosystolique(inkgalit6) 等 周 不 等 式 
Isothermes(coordonnkes) 等 温 坐 标 
Isotope 同 痕 
Isotopie 同 痕 的 


JACOBI(champ de) 雅 可 比 场 
Jacobien 雅 可 比 行列 式 
Jacobienne(matrice ) 雅 可 比 矩 阵 
JORDAN(théoreme de) 若 尔 当 定理 


KLEIN(bouteille de) 克 莱 因 瓶 


Lacet 圈 

Lampion 彩色 折纸 灯笼 

Lanterne vénitienne 威尼斯 灯笼 

1.a.paramétrisation 弧 长 参数 表示 

Largeur constante 常 宽度 

Latitude 纬度 

LEBESGUE 勒 贝 格 

LEGENDRE 勒 让 得 

Lemme de POINCAR 卫 庞 加 莱 引 理 

Lemniscate 双 纽 线 

LIE(groupe de) 李 群 

Ligne de courbure 曲率 线 

~ de striction 腰 线 

Limagon de PASCAL 帕斯卡 蜗 线 

Lineaire(équation différentielle) 线 
性 微分 方程 
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LIOUVILLE(coordonnées de) 刘 维 尔 坐 标 


~ ( théoreme de) 刘 维 尔 定理 
Lipschitzienne 利 普 希 茨 的 


LIPSCHITZ-KILLING(courbures de) 利 


普 希 英 - 基 灵 曲率 


Localement connexe(variété) 局 部 连通 的 


流 形 
~ compact 局 部 紧 致 的 
~ fini 局 部 有 限 的 
~ lipschitzienne 局 部 利 普 希 茨 的 
Logarithmique(spirale) 对 数 螺 线 
Longitude 经 度 
Longue droite 长 直线 
Longueur 长 度 


Longueur d'un arc geomgktrique 几何 弧 的 


弧 长 
入 ww paramktrk 参数 弧 的 弧 长 
~ d'une courbe fermée 闭 曲 线 的 长 度 


~、 d'une variété riemannienne 黎 曼 流 形 上 


长 度 
LOEWNER 洛 纳 
L~périodique L- 周期 的 


Majoration a priori 先 验 放 大 估计 
Matrice jacobienne 雅 可 比 矩 阵 
MENGER(courbure de) 门 格 曲率 
MERCATOR 梅 卡 托 

Méridienne 经 线 


Mesure associke & une densité 与 密度 关联 


的 测度 


~ canonique d'une variété riemannienne 黎 


曼 流 形 的 典范 测度 
~ de HAAR 哈 尔 测度 
~ deLEBESGUE 勒 贝 格 测度 
~ lebesguienne 勒 贝 格 的 测度 
~ nulle 零 测度 
~ produit 乘积 测度 


~ de RADON 拉 东 测度 

Metacentre 定 倾 中 心 

Meétrique elliptique 椭圆 度量 

~ intrinseque 内 蕴 度 量 

~ d'une surface 曲面 的 度量 

Minima(surface) 极 小 曲面 

MINKOWSKI(problame de) 闵可夫 
斯 基 问 题 

Mixte(produit) 混合 积 

MOBIUS(bande de) 默 比 乌 斯 带 

Morphisme 态 射 

MORSE(thkorie de) 莫 尔 斯 理论 

MOSER(théoreme de) 莫 泽 定理 

Moulure(surface) 默 比 乌 斯 带 

Multiple(point) 多 重点 

Multiplicité d'un point 点 的 重 数 


Néphroide 肾脏 线 

Nombre de BETTI 贝蒂 数 
~ d'enroulement 回转 数 

~ d'entrelacement 交错 数 
~ de feuillets 层 数 
Non-dégénéré 非 退 化 的 
Non-entrelackes 不 交错 的 
Non-orientable 不 可 定向 的 
Normal reentrant 进入 法 向 量 
~ unitaire 单位 法 向 量 
Normale(courbure) 法 曲率 
Norme 范 数 


Ombilic 脐 点 

Ombre 阴影 

Ondes(surface) 波 曲 面 
Onglet cylindrigue 圆柱 横 形 
Orbite 轨道 

Orientable 可 定向 的 
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Orientation d'un arc géométrique 几何 纺 的 ”Passage du local au global 从 局 部 到 


定向 
~ d'un espace vectoriel 向 量 空间 的 定向 
~ d'une variété 流 形 的 定向 
~ canonique de Sd Sd 的 典范 定向 
~ ~ de Ta Te 的 典范 定向 (5.3.10.1) 


ww du bord d'un domaine 区 域 边界 的 典 


范 定向 


~ ~ d'une courbe fermée simple 简单 闭 曲 


线 的 典范 定向 
~ d'une surface 曲面 的 定向 
Orthogonal(groupe) 正 交 群 
~ (sous-espace) 正 交 子 空间 
Orthogonaux(vecteurs) 正 交 向 量 
Osculateur(cercle) 密切 圆 
~ (paraboloide) 密切 抛物 圆 
~ (plan) 密切 平面 
Ouvert 6toilé 星 形 开 集 


Paire de courbes 曲线 对 

Parabole 抛物 线 

Paraboles focalss 焦点 抛物 线 
Paraboloide elliptique 椭圆 抛物 面 
~ hyperbolique 双 曲 抛物 面 

~ osculateur 密切 抛物 面 
Paradoxe de la peinture 颜料 悖 论 
Parallale 纬 线 

Parallales(surfaces) 平行 曲面 
Parametre de distribution 分 布 参数 
Paramétré(arc) 参数 弧 
Paramétrisation 参数 表示 

人 ~globale 整体 弧 长 参数 表示 
~~1.a. 整体 弧 长 参数 表示 
~peEriodique 周期 弧 长 参数 表示 
Partition de Punité 单位 分 解 
PASCAL(limacon de) 帕斯卡 蜗 线 


整体 的 过 渡 

Peinture 颜料 

Période 周期 

Périodique(L-) L- 周期 的 

Pied 底 

Plan 平面 

~ euclidien 欧 几 里 得 平面 

~ osculateur 密切 平面 

~ tangent 切 平 面 

Plateau(fonction) 普 拉 托 函数 

Plongée 徐 入 的 

Plongement 谨 入 

PLUCKER(conoide de) 普 昌 克 辟 锥 
曲面 

Plus court chemin 最 短路 径 

Plus petite période 最 小 周期 

Point d'un arc glomgktrique 几何 弧 
的 点 

~ d'une courbe fermke 闭 曲线 的 点 

~ critique 临界 点 

~ critique non-dégénéré 非 退 化 临 
界 点 

~ double 二 重点 

~ elliptique 椭圆 点 

~ hyperbolique 双 曲 点 

~ dinflexion 拐点 

~ isol 孤立 点 

~ multiple 重点 

~ paraboloique 抛物 点 

~ planaire 平 点 

~ régulier 正则 点 

Points centraux 中 心 点 

Pale 极点 

Polyedre convexe 凸 多 面体 

~ flexible 柔性 多 面体 
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Position locale d'une courbe 曲线 相 的 局 部 
位 置 

~ d'une surface par rapport & son plan 
tangent 曲面 相对 于 其 切 平面 的 位 置 

了 Positive(base) 正 基底 

w (carte) 正 坐 标 卡 

~ (forme) 正 形式 

Premiere forme fondamentale 第 一 基本 
形式 

Préservant les orientations 保持 定向 

Presque-partout 几乎 处 处 

Probleme de CHRISTOFFEL 克 里 斯 托 费 
尔 问 题 

~ de MINKOWSKI 闵可夫 斯 基 问 题 

Problemes mixtes 混合 问题 

Produit(densité) 乘积 密度 

~ (mesure) 乘积 测度 

Produit de deux densitks 两 个 密度 的 乘积 

~ ~ sous-variétés 两 个 子 流 形 的 乘积 

~ ~ variétés 两 个 流 形 的 乘积 

Produit extérieur 外 积 

~ intérieur 内 积 

~ mixte 混合 积 

~ scalaire 数量 积 

~ vectoriel 向 量 积 

~ tensoriel 张 量 积 

Projectif(espace) 射影 空间 

Projection de MERCATOR 梅 卡 托 投影 

Projections canoniques 典范 投影 

~ stéréographiques 球 极 投影 

Projective(géométrie différentielle) 射影 微 
分 几何 

Prolongement d'une solution 解 的 延 拓 

Proprement discontinu 真 不 连续 的 

Propriété P1 性 质 P1 

~ SP1 性 质 SP1 


PLUFER(surface de) 普 吕 弗 曲 面 
Pseudo-sphere 伪 球 面 

PU 普 

PUISEUX(formule de) 皮 瑟 公式 


Quadriques 二 次 曲面 

~ graphes 二 次 图 像 

~ homofocales 共 焦 二 次 曲面 
~ propres 纯正 二 次 曲面 
Quaternions 四 元 数 


Raison de degré 

Rayon de courbure 曲率 半径 

~ d'injectivité 单 射 半径 

Recettes 方法 

Réciproque(image) 拉 回 像 

Recouvrement localement fini 局 部 
有 限 的 覆盖 

~ subordonné 从 属 覆 盖 

Régulier 正则 的 

Relavement 提升 

RELLICH 雷 利 希 

Rentrant 进入 的 

Renversant les orientations 反 转 
方向 

Restriction d'une forme 

diférentielle 微分 流 形 的 限制 

Revétement 覆 释 映射 

~ riemannien 黎 曼 覆 香 

Révolution(surface) 旋转 曲面 

RHAM(groupe de de) 德 拉 姆 群 

Riemannienne(géométrie) 黎 曼 几 何 

~ (revatement) 黎 曼 覆 辣 

~(structure) 黎 曼 结构 

Rigidité 刚 性 

Rotation de r/2 旋转 r/2 
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Sans point fixe 无 不 动 点 Submersion 浸没 
SARD (théoreme de) 萨 德 定理 Subordonné 从 属 的 
SCHERK(surface de) 谢 而 克 曲 面 Surface 曲面 
SCHUR(théoreme de comparaison de) 舒 尔 ~ algébrique 代数 曲面 

比较 定理 ~ de BELTRAMI 贝 而 特 拉 米 曲面 
SCHWARTZ(théoreme de) 施 瓦 蒋 定 理 ~ de BOY 博 依 曲面 
Second forme fondamentale 第 二 基本 形式 ”~ canal 柳 形 曲面 
Segment 线段 ~ (classification) 曲面 的 分 类 
Selle de singe 猴 鞍 面 ~ compacte 紧 致 曲面 
Séparable 可 分 的 ~ complate 完备 曲面 
Séparée(variété) 分 离 流 形 ~ convexe 上 曲面 


Série de FOURIER 傅 里 叶 级 数 
Signe de la courbure 曲率 的 符号 
~ de la torsion 挠 率 的 符号 
Similitude 相似 

Simple 简单 的 


Simplement connexe(surface) 单 连通 曲面 


~ ~ ( variété) 


Solénoide 螺 线 管 


Solution d'une é6quation différentielle 微分 


方程 的 解 
Sommet 顶点 
Sous-variété de Rn 子 流 形 
~ d'une variété 流 形 的 子 流 形 
Sphere 球面 
~ osculatrice 密切 球面 
Sphériques(coordonnées) 球面 坐标 
Spirale logarithmique 对 数 螺 线 


Stéréographiques(projections) 球 极 投影 
STOKES (thkorame de) 斯 托 克 斯 定理 
Strictement kquivalents 严格 等 价 的 


Striction(ligne de) 腰 线 
Structure riemannienne 黎 曼 结构 


STURM-LIOUVILLE 施 图 姆 - 刘 维 尔 


人 ~~ 六 courbure totale constante 有 常 
总 曲率 的 曲面 

~&courbure moyenne constante 有 
常平 均 曲率 的 曲面 

~ de DELAUNAY 德 洛 内 曲面 

~ dévelopable 可 展 曲面 

~ dENNEPER 恩 尼 珀 曲面 

~ envelope 包 络 曲面 

~ focale 焦 曲面 

~ gauche 扭曲 面 

~ immergée 淄 人 曲面 

~ minima 极 小 曲面 

~ moulure 槽 形 曲面 

~ non-compacte 非 紧 致 曲面 

~ des ondes 波 曲 面 

~ parallale 平行 曲面 

~ plongée 嵌入 曲面 

~ de PRUFER 普 吕 弗 曲面 

~ réglée 直 纹 面 

~ de révolution 旋转 曲面 

~ de SCHERK 谢 而 克 曲 面 

~ tétraédrales 四 面 曲面 

~ de translation 平移 曲面 

~ de VERONESE 韦 罗 内 塞 曲面 
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~ de WEINGATEN 魏 因 加 腾 曲 面 


Symboles de CHRISTOFFEBL 克 里 斯 托 费 


尔 符号 


Systeme de coordonnées homogenes 齐 次 坐 


标 组 
~ différentiel 微分 方程 组 
Systole 收缩 


Taile 尺寸 

Tangent(espace) 切 空 间 

(fibr6) 切 从 

~(vecteur) 切 向 量 
Tangente(application) 

~ aun arc géométrique 几何 弧 的 切线 
~ un arc paramétré 参数 弧 的 切线 
~ double 重 切 线 

~ unitaire 单位 切 向 量 

Tenseur de courbure 

~ de type (p,9) (p,q) 型 张 量 
Terrestres(coordonnées) 地 理 坐 标 


Théor&me des accroissements finis 有 限 增 


量 定理 


~ d'ALEXANDROYV 亚 历 山 德 罗 夫 定理 


~ dAMPPRE 安培 定理 


~ des applications contractantes 压缩 映射 


定理 

~ d'ARCHIMEDE 阿 基 米 德 定理 

~ de BELTRAMI 贝尔 特 拉 米 定理 

~ de BERNSTEIN 伯 恩 斯 坦 定 理 

~ de BROUWER 布 劳 威 尔 定理 

~ de CAUCHY 柯 西 定理 

~ de DARBOUX 达 布 定理 

~ d'enroulement de tangente 切线 回转 
定理 


~ d'existence d'une coulée locale 


~ des fonctions composées 

~ implicites 隐 范 数 定理 

~ de FROBENIUS 弗 罗 贝 尼 乌 斯 
定理 

~ de FUBINI 富 比 尼 定 理 

~ de GAUSS-BONNET 高 斯 - 博 
内 定理 

~ de GULDIN 古 尔 丁 定理 

~ de HADAMARD 阿达 马 定理 

~ de HARTMAN-NIRENBERSG 哈 
特 曼 - 尼 伦 伯 格 定理 

~ de HILBERT 希 尔 伯 特 定理 

~ de HOPF-RINOW 短 普 夫 - 里 
诺 定 理 

~ d'inversion locale 局 部 逆 映 射 
定理 

~ de JORDAN 若 尔 当 定理 

~ de LIOUVILLE 刘 维 尔 坐 标 

~ de MOSER 葛 泽 定理 

~ des quatre sommets 四 顶点 定理 

~ de de RHAM 德 拉 姆 定理 

~ de SARD 萨 德 定理 

~ de SCHWARTZ 施 瓦 茨 定理 

~ de STOKES 斯 托 克 斯 定理 

~ de WHITNEY-GRAUENSTEIN 
惠 特 尼 - 格 劳 恩 斯 坦 定理 

Théoreme remarquable de Gauss 高 
斯 奇妙 定理 

Théorie de MORSE 英 尔 斯 理论 

Topologie canonique d'une variété 

Tore 圆 环 面 

~ carré 正方 环 面 

~ hexagonal 六 边 形 环 面 

Torsion d'un arc géométrique 几何 


弧 的 邦 率 


法 中 术语 对 照 ~ 459 


和 ~ ~ paramétré 参数 弧 的 挠 率 
~ géodésique 测 地 挠 率 
Totale(courbure) 总 曲率 
Tour de taille 腰围 


Tourner sa concavité vers le pale 把 其 止 侧 


朝向 极点 
Tractrice 电 物 线 
Transfinie(demi-droite) 超 限 半 直 线 
Translation{surface) 平移 曲面 
Transitivement 以 迁移 方式 
Transport 转移 
~ parallale 平行 移动 
Transverse(courbe) 横 截 曲线 
~ (vecteur) 横 截 向 量 
Triadre de FRENET 弗 雷 内 标 架 . 
Troisieme forme fondamentale 第 三 基本 
形式 
Tube 管 形 
Tubulaire(voisinage) 管 形 邻 域 


Unicité 唯一 性 


Valeur critique 临界 值 

~ réguliere 正则 值 
Variété 流 形 

~ (classification) 

~ connexe 连通 的 流 形 

~ diférentielle 微分 流 形 

~ localement connexe 局 部 连通 的 流 形 
~ non-orientable 不 可 定向 的 
~ orientable 可 定向 的 

~ produit 乘积 流 形 

~ quotient 商 流 形 

~ séparable 可 分 的 流 形 

~ séparée 分 离 的 流 形 


~ topologique 拓扑 流 形 

Vecteur binormal 次 法 向 量 

~ normal 法 向 量 

一 normal principal 主 法 向 量 

~ normal unitaire canonique 典范 法 
向 量 场 

~ rentrant 进入 向 量 

~ sortant 外 出 向 量 

~ tangent a une sous-variété 子 流 形 
的 切 向 量 

~ ~ & une variété 流 形 的 切 向 量 

~ ww unitaire 单位 切 向 量 

Vecteurs orthogonaux 正 交 向 量 

Vectoriel(produit) 向 量 积 

VERONESE(surface de) 韦 罗 内 塞 
曲面 

Vertical 竖 直 的 

Vitesse algébrique 代数 速度 

~ d'une courbe d'un ouvert 开 集 上 
的 曲线 的 速度 

~ ~ d'une variété 流 形 上 的 曲线 的 
速度 

~ scalaire 数量 速度 

VIVIANI(fenatre de) 维 维 亚 尼 窗 

Voisinage tubulaire 管 形 邻 域 

Volume 体积 

~ des boules 球 的 体积 

~ des demi-tubes 

~ d'une sous—variété d'un espace 
euclidien 欧 几 里 得 空间 子 流 形 
的 体积 

~ des sphares 球面 的 体积 

~ des tubes 管 形 的 体积 

Voyageur en équilibre 平衡 中 的 旅 
行者 


“460、 法 中 术语 对 照 


WEIERSTRASS(formules de) 魏 尔 斯 特 拉 ”WEYL(courbures de) 外 尔 曲率 


斯 公式 WIRTINGER (inégalité de) 维尔 丁 
WEINGARTEN(endomorphisme de) 魏 因 格 不 等 式 

加 腾 自 同 态 
~ (surface de) 魏 因 加 滕 曲面 Zéro isolé d'un champ de vecteur 向 


WENTE 温 特 量 场 的 孤立 零点 


(p,q) 型 张 量 的 张 量 积 , 374 
C 的 回转 数 , 329 

C 的 内 部 , 321 

C 的 外 部 , 321 

4 维 流 形 , 54 

已 上 的 一 个 密度 , 7 

大- 利 普 希 茨 的 , 2 

大 利 普 希 茨 的 , 34 

K <0, 427 

三 周期 ,318 

万 周期 的 , 318 

n 阶 微分 方程 , 30 
P"(R), 102, 187 

34 上 的 一 个 典范 定向 , 161 
V 在 z 的 切 空间 , 75 

V 在 点 , 74 

和 在 z 的 切 向 量 ., 78 

X 上 的 向 量 场 , 120 

( 博 依 (Boy) 曲面 ), 372 
(代数 ) 速度 , 294 

( 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 ), 101 
( 复 ) 射影 空间 , 102 
(数量 ) 速度 , 294 

(数值 ) 曲率 , 293 

( 相 容 的 ), 52 


' 方 " 环 面 , 430 

“ 方 螺纹 ”螺旋 面 , 363 
“混合 ”问题 , 404 

“ 降 号 ”映射 ,5 
“曲线 弧 ”, 15 

“ 升 号 ", 5 

“ 隐 函 数 ” 定理 , 16 


U € O(E) 上 的 C 类 密度 , 19 


P1, 422 
SP1, 422 


A 


阿达 马 , 425 
阿达 马 定理 , 417, 425 
阿 基 米 德 定理 , 215 


区 伦 多 弗 - 外 尔 - 芬 切 尔 -高 斯 - 博 内 - 陈 公 式 ， 


238 
止 侧 ，289 
奥斯曼 通常 六 顶点 定理 , 352 


B 


巴 瓦 德 不 等 式 , 421 
把 其 四 侧 朝向 极点 , 289 
半 - 管 形 , 435 


,462 索 引 


半 直 线 , 59 常平 均 曲 率 , 402 
包 络 , 370, 371, 399 长 度 , 209, 379 
保持 定向 , 5 超 二 次 曲面 , 99 
保 形 的 , 378 超 曲面 , 51, 404 
贝蒂 数 , 139, 172 超 限 半 直线 , 59 
贝尔 特 拉 米 定理 , 384 乘积 测度 , 26, 114 
贝尔 特 拉 米 曲 , 390 乘积 流 形 , 58 
贝尔 特 拉 米 曲面 , 366, 377, 397 乘积 密度 , 114 
闭 曲 线 , 318 乘积 子 流 形 , 50 
闭 曲线 C 的 一 个 点 , 319 初始 条 件 为 , 33 
闭 曲 线 C 的 长 度 , 320 从 局 部 到 整体 的 过 渡 , 173 
边界 , 168 从 属于 , 106 
标量 积 , 5 
波 曲 面 , 361 D 
伯 恩 斯 坦 定理 , 428 达 布 , 404 
伯 努 利 双 纽 线 , 314 达 布 定理 , 125 
不 实情 的 ,262 代数 曲率 ，298 
不 可 定向 的 , 157 代数 曲面 , 359 
不 依赖 时 间 的 微分 方程, 31 单 闭 曲 线 具有 一个 典范 定向 ,325 
布 劳 威 尔 , 202 单 连通 的 , 409 
C 单 射 半径 , 413 
单位 法 从 , 92, 222, 228 

彩色 折纸 灯笼 , 210 单位 分 解 , 106 
参数 表示 , 283 单位 切 映射 , 329 
参数 弧 , 282 单 叶 双 曲面 , 358 
参数 弧 (1,f) 和 (由 9) 称 为 是 C?- 等 价 的 ， 单位 法 向 量 , 91 

A 单位 切 向 量 , 293 
参数 弧 在 g(s) (也 可 以 说 在 s) 的 挠 率 , 303 导数 , 8 
档 形 曲面 , 96, 369, 399 导 子 , 175 
测 地 极 坐 标 , 385 德 拉 姆 定理 , 172 
测 地 挠 率 , 397 德 拉 姆 群 , 180, 181, 184, 201, 242, 254, 257 
测 地 曲率 , 380, 392, 414 德 洛 内 , 402 
测 地 线 , 380 德 洛 内 曲面 , 431 
测 地 映射 , 384 等 距 的 , 377 
测 地 坐标 , 387 等 距 映 射 , 385, 426, 434 
长 度 , 127 等 距 映 射 下 的 不 变性 , 292 
次 法 向 量 , 302 等 收缩 不 等 式 , 421 
层 数 , 126 等 栓 不 等 式 , 414 
常 高 斯 曲率 , 409 等 温 的 , 378 


常 宽度 , 438 


引 … 463 ， 


等 周 不 等 式 , 326, 419 

等 周 亏损 , 351 

迪 潘 标 线 , 375 

过 潘 四 次 圆 纹 曲 面 , 360, 400, 436 
迪 潘 四 次 直 纹 面 , 439 


狄 奎 的 对 于 圆 盘 B(v,e) 的 面积 的 类 似 公式 ， 


386 

底 映 射 , 83 

第 7 个 德 拉 姆 群 , 170 

第 二 基本 形式 , 375, 391, 394 
第 三 基本 形式 , 375 

第 一 基本 形式 , 374 

点 m 对 于 C 的 指标 , 320 
点 m 的 像 , 283 

点 me C 的 重 数 , 284 

点 z 对 于 图 7 的 指标 , 274 
点 的 像 , 319 

典范 地 定向 , 168 
典范 法 向 量 场 , 206 

典范 密度 , 7 

典范 体积 形式 , 7 

典范 投影 , 63 

典范 拓扑 , 54 

典范 映射 , 92 

顶点 , 341 

定 倾 中 心 , 391 

定向 , 318 

定向 闭 曲线 , 318 

定义 域 , 38 

度量 空间 (X,9) 是 完备 的 , 408 
对 称 双 线 性 型 , 375 

对 径 映射 , 167 

对 偶 , 3 

对 数 螺 线 , 309, 311 

对 称 双 线 性 映射 , 132 

对 数 螺 线 , 311 

多 重 的 , 284 


E 
恩 尼 珀 (Enneper) 曲面 , 360 


恩 尼 珀 曲面 , 366, 371, 377, 387, 395, 428， 
429 

二 次 曲面 , 417 

二 次 图 像 , 355 

二 次 型 A 的 指标 , 133 

二 重 的 , 284 

二 阶 变 分 公式 , 411 


F 


法 布 里 修 斯 - 布 耶 尔 - 哈 泊 恩 公式 , 344 
法 从 , 92 

法 空间 , 91 

法 曲率 , 392 

法 向 量 , 91 

反 变 函 子 , 170 

反 导 子 , 175 

反 交 换 的 , 150 

反 演 , 28, 370, 400 

反 转 方向 , 167 

范 数 , 2 

方 螺纹 螺旋 面 , 428 

非 退 化 的 , 133, 134 

非 退 化 临界 点 , 132 

分 布 参 数 , 368 
分 次 代数 , 175 

分 次 的 , 150 

分 类 , 333 

分 离 的 , 60 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 , 125 
覆 普 映射 , 67, 130, 158, 425 
覆盖 是 局 部 有 限 的 , 106 
复合 函数 , 9 
傅 里 叶 级 数 , 327 
弗 雷 内 标 架 , 302 
弗 雷 内 公式 , 302 


G 


刚性 , 426 
高 度 , 129 


.464 . 


高 斯 , 391 
高 斯 - 博 内 定理 , 269 
高 斯 - 博 内 公式 , 266, 270, 389, 417 
高 斯 的 , 378 
高 斯 公式 (高 斯 奇妙 定理 ), 386 
高 斯 曲率 , 237, 385, 392, 401, 409 
高 斯 映射 , 233, 240, 374, 392, 401 
割 迹 , 412 
格拉 斯 曼 ( 流 形 ), 98 
格 罗 莫 夫 不 等 式 , 421 
共 变 导数 , 380 
共 变 导 数 Dem, 由 两 个 公理 , 381 
共 焦 二 次 曲面 , 358 
共 轿 的 , 412 
共 思 点 , 412 
孤立 点 , 52, 136 
古 尔 丁 第 二 定理 , 244 
古 尔 丁 第 一 定理 , 243 
拐点 , 344, 345 
管道 曲面 , 370, 399 
管 形 , 92, 370, 393 
管 形 的 体积 , 230, 236, 238, 266 
管 形 邻 域 , 92 
规范 坐标 , 385 
轨道 , 69 
H 


哈 尔 测 度 , 127 

哈 特 曼 - 尼 伦 伯 格 定理 , 424 
赫 格 洛 茨 ，434 

赫 格 洛 欧 公 式 , 426, 433 
黑 塞 映 射 ，132 

横 截 曲线 , 411 

横 截 线 , 414 

横 截 向 量 , 411 

猴 鞍 面 , 138 

弧 长 , 293 

孤立 零点 , 264, 275 

弧 mm 的 长 度 , 293 

画 在 V 上 的 曲线 的 曲率 , 391 


环 面 , 51, 130, 184, 214, 418, 421 
惠 特 尼 , 105 

惠 特 尼 - 格 劳 思 斯 坦 , 330 

混合 积 , 6, 386 

堆 普 夫 , 430 

雹 普 夫 -里 诺 定 理 , 408 

霍 普 夫 不 变量 , 241 

堆 普 夫 定理 , 430 

霍 普 夫 公式 , 418 


J 


积分 , 24, 191, 209 
积分 的 连续 性 , 195 
积分 号 /下 求 导数 , 23 
积分 曲线 , 32, 120, 122 
吉 拉 尔 公式 , 390, 393 
极点 , 417 

极 小 曲面 , 356, 401 
极 坐 标 , 14 

几何 弧 , 287 

几何 弧 C 的 点 , 283 
几何 弧 C 在 m 的 挠 率 , 302 
几何 是 有 界 的 , 418 
几乎 处 处 , 25 

郊 线 , 369 

简单 闭 曲 线 , 318, 319, 321, 327 
简单 的 , 284 

渐 近 方向 , 394 

渐 届 线 , 309, 313 

渐 伸 线 , 366 

焦点 圆锥 曲线 , 372 

焦 曲 面 , 399 

焦 散 面 , 391, 399-401 
焦 散 线 , 312 

交 比 , 316, 368 

交错 > 重 线性 型 , 3 
交错 的 , 262 

交错 型 , 3 

接触 , 310 


引 


阶 , 4, 149 
截断 , 9 

截断 曲率 , 404 
结合 的 , 150 
解 的 延 拓 , 44 
紧 致 曲面 , 141 


紧 致 曲面 (2 维 连通 流 形 ) 的 分 类 , 141 


进入 巨 的 法 向 量 , 204 
进入 的 , 265 

漫 入 , 89 

漫 入 (整体 ) 曲面 , 372 
浸 人 浸没 ,15 

经 度 , 196 

经 线 , 395 

局 部 方程 , 48 
局 部 紧 致 的 , 60 

局 部 利 普 希 蒋 的 , 2 

局 部 流 , 33, 34 
局 部 逆 映 射 , 82 

局 部 逆 映 射 定理 , 14 
局 部 凸 性 , 290 

距离 , 127, 379 


K 


开 集 U e O(E) 的 一 条 曲线 , 10 
柯 西 , 427 

科 达 齐 - 马 依 纳 尔 迪 方 程 , 403 
科 达 齐 - 马 伊 纳 尔 迪 , 433 

科 达 齐 - 马 伊 纳 尔 迪 方程 , 426 
科恩 - 沃 森 , 417, 426 

可 定向 的 , 157 

可 分 的 , 105 

可 分 的 抽象 流 形 , 105 

可 分 的 流 形 , 106 

可 数 基底 , 105 

可 微 的 , 8 

可 展 的 , 369 

可 展 曲 面 , 369, 378, 382, 394 
克 莱 因 瓶 , 73, 162, 418, 421 
克 里 斯 特 费 尔 符号 , 403 


克 里 斯 托 费 尔 符号 , 381 

克 里 斯 托 费 尔 问 题 , 432, 434 
克 罗 克 不 等 式 , 421 

括号 积 , 124 


L 


拉 东 测度 , 24 

拉 回 像 , 150 

勒 贝 格 测度 , 25, 112 

勒 让 德 , 390 

类 , 9, 12, 47, 53, 54, 110 
黎 曼 柳 春 , 409 
歼 曼 几何 , 379 

黎 曼 结构 , 374 


黎 曼 流 形 (X,9) 和 (Y,h) 是 等 距 的 , 374 
黎 曼 流 形 (事实 上 , 任意 的 ) 具有 一 个 典范 测 


度 , 389 
李 导 数 , 173, 176 
里 赤 蒋 - 基 灵 曲率 , 436 
连通 的 , 60 
连续 可 微 的 , 9 
两 个 点 , 50 
临界 的 , 128, 129 
临界 值 , 129 
零 测度 , 142 
零 曲率 的 曲面 , 424 
刘 维 尔 的 , 378 
刘 维 尔 类 型 的 坐标 , 384 
刘 维 尔 坐标 , 384 
流 的 交换 , 124 
流 形 X 的 一 个 , 157 
流 形 . 则 X 在 z 的 切 空间 , 78 
流 形 X 是 局 部 连通 的 , 60 
流 形 X 是 连通 的 , 60 
流 形 的 分 类 , 142 
六 边 形 , 409 
螺 线 管 , 305 
螺旋 面 , 356, 363, 377 
螺旋 线 , 309, 310 


“466 索 


引 


洛 纳 不 等 式 , 421 

类 几何 弧 , 283 

李 群 , 127 

流 形 X 的 (C? 类 的 ) 曲线 , 80 


M 


梅 卡 托 , 365, 376 

门 格 曲率 , 310 

密度 , 115 

密度 6 的 拉 图 像 , 110 
密度 从 , 110 

密度 的 乘积 , 114 

密切 抛物 面 , 393 

密切 平面 , 288 

密切 球面 , 309 

密切 圆 , 297 

棉线 , 372 

面积 , 209 

莫 尔 斯 理论 , 138 

莫 泽 定理 , 256 
默 比 乌 斯 带 , 157, 189, 278, 368, 409, 421 
母线 , 367 

闵可夫 斯 基 , 433 
闵可夫 斯 基 不 等 式 , 435 
闵可夫 斯 基 问 题 , 432, 434 


N 


纳 森 不 等 式 , 351 
内 积 , 7, 159 

内 旋 轮 线 , 245 
内 蕴 度 量 , 379 


O 


欧 几 里 得 空间 的 定向 子 流 形 的 典范 体积 形式 ， 
205 

欧 几 里 得 空间 的 子 流 形 的 典范 密度 , 217 

欧 几 里 得 平面 , 298, 368, 386 

欧 拉 方 程 , 314, 352, 371 


欧 拉 示 性 数 , 139, 269 
至 


帕 塞 瓦尔 等 式 , 327 
帕斯卡 蜗 线 , 312 
庞 加 莱 引 理 , 178 

抛物 点 ，394 

抛物 线 , 371 

皮 瑟 公式 , 386 

平 点 , 394 

平衡 中 的 旅行 者 , 278 

平均 曲率 , 392 
平面 性 的 偏离 , 391 

平坦 环 面 , 412 

平行 曲面 , 125, 361, 364, 370, 397, 401 
平行 曲面 和 焦 散 面 , 398 

平行 移动 , 379, 380, 389 
平移 曲面 , 355, 363, 364, 399 
平展 的 , 14, 89, 110, 129 

普 不 等 式 , 421 

普 拉 托 函数 , 13, 104 

普 吕 克 劈 锥 曲面 , 357 

普 昌 弗 曲面 , 127 


Q 


奇妙 定理 , 392 

脐 点 , 394 

齐 次 坐标 组 , 102 

恰当 微分 形式 , 170 

嵌入, 89, 103, 105, 425, 427, 341 
切 比 雪夫 , 378 

切 从 , 83 

切 平面 , 136 

切线 回转 定理 , 333 

切线 , 287 

切 映 射 , 79, 80, 85 

切 映 射 的 映射 度 , 329 

球 的 体积 和 球面 的 体积 , 210 
球 极 投 影 , 98, 376 
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球面 , 50, 130, 180, 355, 365, 376, 382, 384， 数值 线性 方程 , 44 
386, 436, 437 双 纽 线 , 314 
球面 曲线 , 352 双 曲 点 , 394 
球面 上 的 向 量 场 , 261 双 曲 抛物 面 , 355 
球面 螺旋 线 , 312 双 曲 平面 , 384, 410, 427 
区 域 , 167, 319 双 曲 柱 面 , 358 
曲率 的 符号 , 299 双 叶 双 曲 面 , 358 
曲率 线 , 394 双 正 则 的 , 288, 294 
曲率 半径 , 297 水 平 的 , 129 
曲率 中 心 , 297 斯 托 克 斯 公式 , 433 
曲率 线 的 例子 , 399 四 次 圆 纹 曲面 , 360 
曲面 , 354 四 顶点 定理 , 342 
曲面 (R3 的 2 维 子 流 形 ) 相对 于 其 切 平面 四 面体 曲面 , 363 
的 位 置 , 136 四 元 数 , 102 
曲面 的 定向 , 375 
曲线 , 115 工 
曲线 C 的 全 数值 曲率 , 338 态 射 , 61 
曲线 的 弧 长 参数 表示 , 116 提升， 271 
曲线 对 , 262 上 
曲线 相对 于 弗 雷 内 标 架 的 局 部 位 置 , 305 ee ee 
曲线 在 te 了 的 速度 , 10 庭 并 花 面 ,363 
全 代数 曲率 , 331, 334 通常 的 , 399 
全 由 二 42 同调 的 , 170 
全 伐 分 172 同调 群 , 139 
R 同 痕 , 274 
同 痕 的 , 274 
有 柔性 的 , 426, 427 同 伦 , 260, 262, 333 
车 尔 当 定理 , 321 同 伦 的 , 260, 330 
S 同 伦 的 两 条 定向 闭 曲线 , 330 
凸 并 且 等 距 的 多 面体 , 427 
萨 德 定理 , 142, 269 凸 的, 338 
三 水 平公 式 , 245 凸 区 域 , 338 
商 流 形 , 70 凸 曲面 , 432 
射影 空间 ,72, 180 图 册 的 一 个 等 价 类 , 54 
射影 微分 几何 , 385 图 像 , 355, 376, 387, 394 
肾脏 线 , 312 椭 球 面 , 246, 358, 365, 377, 387, 412 
施 图 姆 - 刘 维 尔 , 415, 416 椭圆 ,314 
施 瓦 茨 定理 , 12 椭圆 点 , 394 
收缩 , 421 椭圆 度量 , 409, 421 


竖 直 的 , 129 
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椭圆 几何 , 409 XxX 
椭圆 抛物 面 , 355 
椭圆 柱 面 , 358 希 尔 伯 特 , 427 
拓扑 流 形 , 54 希 尔 伯 特 空间 , 327 
先 验 放大 估计 , 44 

Mh 限制 , 151 
外 出 向 量 , 276 线段 , 379, 407 
外 尔 曲 率 , 237 线性 方程 , 43 
外 微分 , 20, 153 线性 群 , 99 
外 旋 轮 线 , 245 线性 微分 方程 , 44 
完整 坐标 卡 , 354 像 , 283 
威 尔 莫 猜想 , 430 相似 , 28 
威尼斯 灯笼, 210 向 量 场 , 31 
微分 , 83, 151, 153 向 量 场 & 的 一 个 零点 , 275 
微分 方程 的 解 , 30 向 量 场 5 和 的 括号 积 , 101 
微分 方程 组 , 30 向 量 场 的 转移 , 274 
微分 流 形 , 54 向 量 场 在 一 个 孤立 零点 的 指标 , 264 
微分 同 胚 , 14, 53, 65 向 量 积 , 3, 6 
微分 形式 , 17, 149, 376 向 量 空间 已 的 一 个 定向 , 4 
微分 形式 ae CQr(X) 是 , 170 谢 而 克 Scherk 曲面 , 356 
微分 形式 的 带 一 个 参数 的 连续 族 , 23 谢 尔 克 曲面 ,428 
微分 形式 的 单 参数 的 连续 族 , 155 星 形 开 集 , 178 
微分 形式 的 拉 回 像 , 18 形变 , 426 
韦 罗 内 塞 曲 面 , 52, 279 悬 链 面 , 363, 377, 396, 428, 429 
唯一 性 , 426 悬 链 线 , 314, 363 
维 , 47 旋转 r/2, 298 
维尔 丁 格 不 等 式 , 327 旋转 曲面 , 363, 365, 376, 383, 388, 395, 399 
维 亚 尼 窗 , 245 旋转 椭 球 面 , 396 
伪 球 面 , 366 星 形 线 , 312 
纬度 , 196 心脏 线 , 312 
纬 线 , 395 vy 
魏 尔 斯 特 拉 斯 公式 , 366 
魏 因 加 腮 曲面 , 400, 431, 432 压缩 的 , 3 
魏 因 加 腾 自 同 态 , 375, 392 压缩 映射 定理 , 2 
温 特 , 430 雅 可 比 场 , 414, 416 
温 特 浸 和 人, 430 雅 可 比 矩 阵 , 10, 219, 225, 376 
沃 罗 庶 伊 区 域 , 412 雅 可 比 行列 式 , 10 
无 不 动 , 点 真 不 连续 的 , 68 亚 历 山 德 罗 夫 , 416, 417 
无 不 动 点 真 不 连续 的 子 群 , 70 亚 历 山 德 洛 夫 , 430 


无 穷 次 可 微 的 , 12 
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亚 历 山 德 洛 夫 定理 , 430 
颜料 导论 , 243 

腰围 , 438 

腰 线 , 368 

叶 数 , 68 

忠 物 线 , 366, 397 

一 个 点 的 重 数 , 319 

一 阶 变 分 公式 , 410 
依赖 时 间 的 微分 方程 , 122 
依赖 时 间 的 向 量 场 , 41, 122 
映射 的 映射 度 , 271 
映射 度 , 256, 272 

映射 度 对 于 同 伦 的 不 变性 , 260 
有 常 高 斯 曲率 的 曲面 , 386 
有 常平 均 曲率 的 曲面 , 402 
有 限 增 量 , 9 

有 限 增 量 定理 , 36 

余 维 数 , 47 

与 密度 5 关联 的 测度 , 113 
圆周 , 50, 89, 296, 318 
圆周 的 曲率 , 296 

圆柱 螺旋 线 , 297, 304, 308 
圆柱 模 形 , 245 

济 设 ,89 

以 迁移 方式 , 65 


Zz 


在 te 的 速度 , 80 
在 球 极 投影 , 343 
张 量 积 , 376 
整体 弧 长 参数 表示 , 119 
整体 流 , 37, 38, 43 
整体 凸 性 , 338 

正 的 , 5 

正方 形 , 409 

正 交 的 , 378 


正 交 群 , 51, 99 
正 交 向 量 , 133 
正 交 子 空间 , 91 

正则 的 , 128 

正则 值 , 129 

直 纹 面 , 377, 387, 395 
直 纹 面 (“扭曲 面 *), 367 
直 纹 曲面 , 357 

指标 , 134, 260, 275 
指标 对 于 微分 同 胚 的 不 变性 , 275 
指数 映射 , 407 

中 心 点 , 368 

重点 , 344 

重 切 线 , 344, 345 

重心 , 214, 244 

周 不 等 式 , 435 
周期 测 地 线 , 420 

周期 测 地 线 等 收缩 不 等 式 , 420 
周期 弧 长 参数 表示 , 119 
主 法 向 量 , 295, 302, 344 
主 方向 , 392 

主 曲 率 , 392 

主 曲率 半径 , 392 

柱 面 , 357, 382 

柱 坐 标 , 243 

转移 , 274 

锥 面 , 382 

子 流 形 , 47, 86 

总 曲率 , 385 

最 大 积分 曲线 , 38 
最 大 开 区 间 , 38, 43, 121 
最 短路 径 , 379 
最 小 周期 , 318 
坐标 称 为 测 地 的 , 378 
坐标 卡 , 53, 54 
坐标 卡 是 正 的 , 163 


